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ОБ ОДНОЙ НОВОЙ ЗАДАЧЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 


В работе рассматривается система уравнений в частных производ- 
ных, не являющаяся системой Ковалевской, для которой ставится 
задача Коши и смешанная задача в произвольной гладкой области; 
доказывается существование решения в гильбертовом пространстве Н 
и непрерывная зависимость сго от начальных данных. Задача Коши 
в неограничениом пространстве решается в явном виде. 


$ 1. Постановка задачи 


‚В некоторых вопросах математической физики и механики встре- 
чается система уравнений в частных производных: 


ди. др 
х о, р ты Ра 
ТИ Ох 
ди д 
р 
=> р) —..—= 
0 а (1) 
ЕО, Е 
Я 95 2, 
д 9%, 9%, 
да ду 03 С 
где 9х, бу, #;. — компоненты некоторого вектора, а р ты скалярная функция, 


заданные в области О трехмерного пространства, ограниченной поверх- 
ностью 5. Точки области О определяются значениями координат ф, у, 2. 

По характеру физической задачи на границе области могут быт 
заданы некоторые условия, например: 


р! =0 (За) 
илн (2) 


[ 2: с08 ла -- гусоз пу + г, с08 п] 5 = 0. (26) 


Для того чтобы сделать решение этой задачи определенным, следует 


задать еще начальные значения вектора 2 при помощи условия: 


=) в (т, У, 2), 
= м (и . 2), (3) 
оо (у, 2. 


2 
| 
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В различных вопросах условия на границе могут быть более слож- 
ными. 

Кроме этой основной задачи, мы будем рассматривать задачу об оты- 
скании решения системы (1) при начальных условиях (3) в неограни- 
ченном пространстве. При этом граничные условия (2) отпадают и должны 
быть заменены некоторым условием на бесконечности. Систему (1) и 
условия (2) и (3) иногда удобно коротко записывать в векторных обо- 
значениях. Обозначая через 1, }, К орты, параллельные координатным 
осям, представим систему (1) в виде: 


Х (2, и [2х К] + ога р = Р, 
(и) 


ЧУ © = 5. 
Краевое условие (26) примет при этом’ форму 
718 = 0, (2*) 


а начальное условие (3) запишется в виде равенства 


о = 5) (х, 9, 2). (3*) 


Мы рассмотрим как случай задания © в ограниченной области О, 
так и случай, когда задано во всем пространстве. Однако в первом 
случае мы ограничимся лишь простейшим качественным исследованием 
решений системы (1) при условиях (2а) или (26), не рассматривая, 
например, таких вопросов, как новедение этих решений при больших 
значениях #, что потребовало бы изучения тонких спектральных свойств 
соответствующих операторов. Основная наша задача состоит в исследо- 
вании решения системы (1) при начальных условиях (3) в неограничен- 
ном пространстве при соответствующих естественных условиях на беско- 
нечности. Мы дадим решение этой задачи в явном виде, что позволит 
сделать ряд качественных заключений о поведении решений нашей 
системы, а также указать явное решение задачи в одном частном слу- 
чае для ограниченной среды. 


$ 2. Основные уравнения в функциональном пространстве 


Будем рассматривать гильбертово пространство М комилексных век- 


торов 9, заданных в области О, компоненты которых интегрируемы 
с квадратом по ©. 


Скалярное произведение в Н определим формулой 


(54), 56) = ] \ ) Оо 0 59) 40. (4) 
[9 
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В дальнейшем мы разберем два случая: случай, когда О совпадает 
со всем пространством, и случай ограниченной области ©, гомеоморф- 
ной шару. Условие на топологический характер области не является 
существенным и мы вводим его лишь для упрощения изложения. 

В пространстве Н лежит линейное многообразие (С, векторов вида 


р = ста э, (5) 


где х — функция, имеющая непрерывные производные любых порядков 
внутри области. 

Векторы вида (5), очевидно, в свою очередь, имеют непрерывные 
производные любого порядка и удовлетворяют уравнению: 


то, —0. (6) 


Векторы, удовлетворяющие (6), обычно называются потенциальными. 
Известно, что для всякого неограниченно дифференцируемого вектора 
условие (6) необходимо и достаточно для представимости его в виде (5) 

Другое линейное многообразие 7, <= И состоит из векторов вида 


= 


Фь = го у, (7) 


где Ч — вектор, имеющий все непрерывные производные любого порядка. 
Векторы вида (7) удовлетворяют уравнению 


ФУ, = 0. (8) 


Векторы, удовлетворяющие (8), обычно называются соленоидальными. 
Хорошо известно, что для всякого неограниченно дифференцируемого век- 
тора условие (8) необходимо и достаточно для возможности представле- 
ния его в виде (7). 

Пусть ИН, есть линейное многообразие гладких векторов 5, каждый 
из которых обращается в нуль вне некоторой, соответствующей ему 
конечной области С. лежащей вместе со своей границей внутри О, 
и которые имеют неограниченное количество производных. Такие век- 
торы мы будем называть срезанными. 

Через Ло обозначим многообразие гладких соленоидальных срезан- 
ных векторов »с: Й», а через С, — многообразие гладких потенциаль- 
ных срезанных векторов Су < Я 

ЛЕММА ТГ. В случае, когда О есть все пространство, элемент 
5 из Н, ортогональный ко всем элементам из С, и Л, может быть 
лишь тождественным нулем. 

Доказательство. Прежде всего заметим, что из ортогональности 
$ ко всем элементам Су и Л следует, что вектор В ортогонален к опе- 
ратору Лапласа от любого вектора & из Нь т. е. к оператору Лапласа 
от любого гладкого вектора, равного нулю вне некоторой конечной 
внутренней подобласти С». Действительно, 


А = отад Чу 4 — го го. (9) 
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Но 
р = ога о © еб» (10) 
305 = ТО ГО © Л., ) 
следовательно: 
(5, Ди) = (в, ,) — (©, №.) =0. (11) 


= 


Таким образом, каждая компонента © ортогональна ко всем функ- 
циям вида Д', где ® — гладкая функция, равная нулю вне некоторой 
области Су. Иными словами, 


+ 20 


даю =0 (=1,2,3). (12) 
№ 


—©> 
Отсюда обычным образом [см. (')] следует, что в; является гармони- 
ческой функцией и, значит, допускает представление: 


и = Ум" (6, 3), (13) 


где У (8, 2) — какие-то сферические функции Лапласа. 
Функция $; должиа быть, кроме того, интегрируемой с квадратом 
во всем пространстве: 


рее += о 
Обозначим 
= | ПУ (», 2) [28 48 4. 
0 
Тогда 
Аз п к {ата 
о Иорае = т. и 
ооо о 


Если среди чисел 152 {| найдется хоть одио, не равное нулю, то 
сумма в правой части (15) будет неограниченно возрастать при возра- 
стании А. Так как это противоречит (14), то, значит, все |6 равны 
нулю. Отсюда следует, что 2), ©, г, каждая порознь равна нулю, что и 
требовалось доказать. 

ЛЕММА П. Многообразие Со ортогонально к Лу. 


Доказательство. Пусть 5 ЕС, ЕЛ. Тогда, в силу (7), 


А ге 
| (2, ) 40 = ) | \ (в, гоё ф) @@ = 
+0 уе м у 

ох \ Чу [2, хо] ао + \ \ \ (1, гово.) 40. (16) 


о —с 
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Первый из интегралов правой части (16) сводится к интегралу по 
конечной области О„, а второй равен нулю в силу (6). Отсюда 


4+0 й :ь. к 
У, 40 = — {фам рых ао = 1 6,145 
оо о: бо 


1 


где 5, — поверхность, ограничивающая объем О... Этот последний инте- 


грал равен нулю, так как на 5,, вектор ®, обращается в нуль. Значит, 


+ о 


(о, 0-6 (17) 


—с 


и лемма доказана. 
ЛЕММА ПШ. Многообразие С. ортогонально к ид 
Доказательство. Пусть в, ЕС, в, ЕХ.. Тогда 


оо ыы оо д 
\) (51,5,) а® = \ \ (стад о, г.) а@ = 
- Чу (2 °,) ай — К (х, 41у5,) ао. (18) 


Второй интеграл в. правой части (18) равен нулю в силу (8), а пер- 
вый интеграл приводится к интегралу по конечной области О.„,. Имеем: 


+ оо 2 2 
\}\вьгао= \ | Дагу (ов) ао = — По а5. (19) 
= ь °,, бо. 


Но 92 на 9,, обращается в нуль и, значит, 


о 


2:2) 


Лемма доказана. Из лемм П и Ш вытекает 

Следствие. Многообразия Л, и бу ортогональны между собой. 

Обозначим через С, замыкание С,, через Л, — замыкание Лу, через 
С, — замыкание С,, а через Л, — замыкание /,. Имеет место следую- 
щая 

ТЕОРЕМА. Для случая, когда © есть все пространство, можно пред- 
ставить гильбертово пространство И в виде: 


м-он 


О абв Су 

Доказательство. В самом деле, Л, и Су ортогональны, как 
замыкания двух ортогональных многообразий. Кроме того, в Н не 
содержится ни одного злемента, который был бы ортогонален к Суи/, 
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одновременно. Следовательно, Н = Л, ® Со. Но У, 2Уь и, кроме того, и 
ортогонально к @,, значит, Л, совпадает с Ль. Точно так же С, 2 бои 
кроме того, С, ортогонально к Л. Следовательно, С, совпадает с @о. 


`Теорема доказана. 
Перейдем теперь к рассмотрению конечных областей. 


ЛЕММА ТУ. Всякий вектор в из Н, ортогональный к обоим много- 
образиям 1, и Со, есть гармонический вектор. Иными словами, как 
вихрь, так и расходимость этого вектора равны нулю. 

Из рассуждений, аналогичных доказательству леммы Т, следует, что 


все компоненты вектора х, т. е. функции ох, ®, и 0,, будут гармони- 
ческими функциями переменных х, у, 2 и имеют непрерывные производные 
любого порядка. 

Далее, пусть 5, = стад о, 6 С., причем сама функция $, удовлетво- 
ряет условию 


== 0` вне ИГСО. (20) 


'Гогда, по условию леммы, получим: 
1} 5)49 =0= 6 (2 ‚ огадс,) а 
аб о ‚Зо ау 240. = 


- =, м, и 240. (21) 


1 У, 


Первое слагаемое сирава в формуле (21) равно нулю, так как $, = 0 на по- 
верхности 5,, и, следовательно, при любом э., удовлетворяющем (20), имеем: 


з 


У | Ф, Чу заО = 0. 
$ 
Это возможно только в том случае, если 
Чуев = 0. (22) 
Пусть ЕЛ, причем 2 = го Ч, где 


ТР, =0 вне У,сО. (23) 


Мы будем иметь: 


Ус, 249 =0— — У, го! Т,) 49 = 


а «49 + || (9, гов 2) 49 = 


2 У, 


= — |, не \ о (24) 


я 


> 


Первое слагаемое справа в формуле (24) равно нулю, так как Ф,==0 
на 5,. Следовательно, при любом 9, удовлетворяющем (23), имеем: 


\ \ их, ‚тов зао = 0. 


о 
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Это возможно только в том случае, если 


гово = 0. (25) 
Следовательно, любой вектор 5, ортогональный к 7, и Су одновре- 
менно, является гармоническим вектором. 
Лемма доказана. Из этой леммы вытекают два важных следствия: 
ЛЕММА У. Вектор 5, ортогональный к С, и, одновременно, есть 
тождественный нуль. 


Действительно, будучи ортогональным к Си Ло, вектор о, является гар- 
моническим и, следовательно, @у2=0. Отсюда следует, что он допускает 
представление 2 = гов Ф и, значит, ре Т,. Из ортогональности © к, 


следует, что 2 ==0. 


ЛЕММА \У1. Вектор г, ортогональный к С и /ь одновременно, есть 
тождественный нуль. 


Действительно, будучи ортогональным к С. и ‚Мо вектор э является 
гармоническим и поэтому допускает представление в = _бтаа ф. Таким обра- 


зом, 566. Из ортогональности 9 к С, следует, что © ==0. 
Докажем теперь основную теорему. 
ТЕОРЕМА. Пространство Н допускает представление: 


Н=сб,ФТФ.ь, 


где [ = С.-У1, есть пересечение пространств С: и/.,, т. е. множество 
векторов, общих этим двум пространствам. 
Действительно, из лемм У и \У![ следует, что 


Н=<ФПи Н=С,Ф/\,, 

Если вектор Ф ортогонален к С., Лу и Г, то он тождественно равен нулю. 
В самом деле, этот вектор, в силу ортогональности к С., должен при- 
надлежать /Л., а в силу ортогональности к /У,, должен принадлежать Су. 
Следовательно, он должен быть элементом /, и, в силу ортогональности 
к Г, будет тождественным нулем, что и требовалось доказать. Отметим, 
что [ состоит из гармонических векторов, как это вытекает из леммы ГУ. 

Возвращаясь к нашей системе уравнений, прежде всего приведем ее к 


несколько более удобному виду. Построим вектор $”, удовлетворяющий 


условию у 5" =, для задачи (2а) совершенно произвольный, а для 
задачи (26) — подчиненный еще добавочному условию: 


би [3 0 


Это можно сделать, например, положив: 


2" = ота4о.^ ЛДу=о, > 0: 


= = = = 
Заменив неизвестные по формуле г = 5+ в, мы получим для и ту же 


систему уравнений, но с условием Чу э, = 0. 
Таким образом, можно ограничиться случаем 8 = 0. 


10 с. Л. СОБОЛЕВ 


Будем изучать систему (1) в гильбертовом пространстве Н. В ка- 


честве неизвестного возьмем элемент гильбертова пространства 5. Урав- 
нение 


амэ=0 (1’) 


говорит о том, что 2 — вектор соленоидальный. 


Вторая из наших задач заключается в нахождении таких решений р, 
для которых 


т. 15 == (0). (26) 


Для гладких функций © при гладкой границе 5 отсюда следует, что 
1, огаае) = 0, (26) 
о 


где х — произвольная функция, имеющая неограниченное число производ- 
ных. 

Мы будем рассматривать обобщенные решения задачи, заменив условие (26) 
требованием, что ? — произвольный элемент из о. Если. 2 — достаточно 
гладкий вектор — имеет предельные значения 5„ = 0 на поверхности 5 
и сама эта поверхность достаточно гладкая, то из принадлежности о 
к Ло следует и условие (26) и уравнение (1'). В самом деле, правая часть 
(26) должна быть равна нулю при любом $, а это возможно лишь в том 
случае, если 


ЧУ Ф = = 0 


= 


д 
Для вычисления —55 Из уравнения (1) мы должны от вектора 


[2 хК] - Е отнять вектор ота@р таким образом, чтобы результат ока- 
зался лежащим в Л.. 
Вектор вга@ р есть некоторый элемент С@.. Будем определять ога4 р 


в обобщенном смысле как произвольный элемент %, из С.. 


— 


Из формулы (1”) следует, что вектор ®;,, который удовлетворяет на- 
шим условиям, определяется единственным образом формулой: 


г, = 25 (вхКк] + Е, (27) 
где Ру — операция проектирования из Н в С,. При этом 


99 - 

сов 1 
=, {5х + РЁ}, (28) 
где Р, — операция проектирования из Я в Л.. 

Таким образом уравнения (1*) вместе с (26) могут быть записаны в 
виде одного векторного уравнения (28). 
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Рассмотрим теиерь первую задачу об интегрировании уравнений (1*) 
при условии (2а). 

Обобщая постановку этой задачи, мы можем ‘считать о любым эле- 
ментом из /;,, поскольку никаких краевых условий на этот вектор не 
наложено. 


= 


и] > т ю 
Для вычисления —: Мы должны вычесть из [2х К] -- РЁ такой потенци- 


альный вектор ргайр, для которого р обращается в нуль на границе и 
притом после вычитания остается соленоидальный вектор. 
Нетрудно видеть, что при достаточно гладком р и гладкой границе 


5 вектор вта4 р окажется ортогональным к любому элементу в, из Л). 
В самом деле, 


©» ота4 р) 40 =} } 9 (в) 40 ыы 
— (рак ае = ре, а5 — | \ (раз в)ао. (29) 
о Е 3 


Оба слагаемых правой части равны нулю и, следовательно, 
\\\ (2, вгаа р)4@ =0, 


если 9. С У,. Поэтому естественно, расширяя задачу, заменить ога р на 


вектор 2, — совершенно произвольный вектор из С.. В такой постановке 


= 


вычисление становится возможным для любого ое МН и любого 


© 
е д: т 
ЕЕН и приводит к единственному результату. Как это следует из (1”), 
достаточно взять 


5 = РЬх к, 


где Р! — операция проектирования из Н в Сь; при этом мы получим 


= 


р, (вх К] + Р}, (30) 


где Р, — операция проектирования из Н в /,. 

Таким образом, уравнение (1*) вместе с условием (2я) записывается 
в виде одного уравнения (30). 

Заметим, что если введенное нами выражение 


В {2х К] + Ё} = реаа р 


действительно является градиентом гладкой функции, то эта функция 
может быть взята равной нулю на границе. Напишем условие ортого- 
нальности отаёр к любому элементу из Л,. Преобразуя это выражение 
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по формуле (29), мы можем взять за 2 любую функцию со средним 
значением, равным нулю. При этом правая часть (29) может быть’ тожде- 
ственно равной нулю лишь в том случае, если р == с01$%. 
Известно (!), что если отаареС;:, то функция р всегда существует. 
Наконец, рассмотрим последний случай когда пространство @ неогра- 


: 9% - а 
ниченно. При этом для получения —— из [вх К] Е нужно отнять 


0 
стаареС. 
Обобщая результат подобно прежвим случаям, мы можем записать 
наишгу задачу в виде: 


= Р(охк +), (31) 


где Р — операция проектирования из Н в /. 


$ 3. Решение задачи в виде степенного ряда 


Та форма, в которой мы представили решение в гильбертовом про- 
странстве, позволяет легко построить решение при помощи степенного 
ряда. В настоящем параграфе мы рассмотрим только уравнение (31), так 
как уравнения (28) и (30) могут быть изучены точно таким же образом. 


Сначала исследуем однородное уравнение. Обозначим оператор Р [ох К] 
через 45. Очевидно, 
45| < |2хк | < |2. 


Следовательно, норма оператора А не превосходит единицы. При этом 
уравнение 


ау т ы 
о Аз (32) 
имеет решение 
Ах ее . 
#—=е =% -- т А) а 5 А (И - ..-. (33) 


В самом деле, ряд (33) сходится равномерно по 6 так как норма его 
п-го члена удовлетворяет неравенству: 


о и 5, | 


Очевидно, 


4 г: 1 а г к 
= Абу + т 4% + т 43% Не Зо 5 


причем ряд из производных сходится равномерно, следовательно. 


Ч А 


4 
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Кроме того, 


= (34) 


Таким образом, задача решена. Установим корректность ее постановки. 
Для этого нужно показать непрерывную зависимость решения от началь- 
ных данных. Пусть 


бо 5 ее 
Составим векторы 
= е"А 2, И р = е^ 5 
Мы будем иметь: 
а ВА о г 
И е | = |е (9% — %) |< ее. (35) 


Следовательно, решение в пространстве Н непрерывно зависит от 
5, заданного также в пространстве Н, и, значит, наша задача поста- 
влена корректно. 

Задача о нахождении решения неоднородного уравнения решается 


аналогично. Записав это уравнение в виде 


— 


АВ АВА 


бе“ 


мы можем получить решение этой задачи по общей формуле для реше- 
НИЯ обыкновенного линейного уравнения С ПОСТОЯННЫМ коэффициентом, 
а именно: 
{ 
Е ба ` А(1-1 т . 
рей, | е^ОРЕ (в) а. (36) 


) 


Действительно, интеграл в правой части (36), очевидно, имеет смысл, 
ибо норма подинтегральной функции не превосходит 


еее. 


Продифференцировав обе части равенства (36) по {, получим: 


"- 1 


Ч де ь, А оО РР (и) аь + РЕЦ), 


0 


откуда следует, что эта формула дает решение задачи. Очевидно также, 
что построенное решение удовлетворяет начальным условиям. Коррект- 
ность постановки этой задачи не нуждается в проверке. 
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$ 4. Потенциальная функция для решения 


Умножая второе из уравнений (1) на +1 и складывая с первым, 
перепишем систему (1) в виде: 


> (5: 5 2) - Цы + @,) = -- 5: че тр касания Ч 
: (бж = 20) — (0х =) == — (5= = зу) ВЕ (В 1), | 
о м 


Формулы (37) позволяют найти решение системы (1) в простом виде. 


Обозначив для краткости 


- № 
} 


получим 
О др = 
= ОЕ ЕЕ 
ЗЕЕ т, № о. 
9 = Ор 
| 40 = — —— о 
( Те Я © 9% . ( й | 
9%, др ? Е | (39) 
р КИ и 22 5, 
| (д 0% 0%, 
и Иа ] = 5. 
ха: | 
Решение системы (39) можно представить в виде 
т 
и отит, 
ЕО 
= Нюши : 
ет +, 
и ит 
у -Е 1 , 
Та Сей 
где ®, ю, о, есть частное решение системы: 
о г) от 
= [== 
\ 0 с О, 
д ) о : 
Е = О, | 
( О ь | (40) 
т 
0%, | 
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0, дет, Е, ро есть частное решение системы 
) д п 
а и р 
а + ® 45 >” 
(=— 2) р О дрИ 
+ 5779 | (44) 
п 
д%, р 
9й - ое 
4 [(д9т | вт, о 1 [ды ь = 0; 
а 9 | о т 4 де О 
и, наконец, ИТ, И, а ро есть решение соответствующей одно- 
родной системы 
д Ва Эри 
и == : 
(& и ) 5 
А дрИТ 
( Е :) ВЫ 2 | 
дит Эри! [ (42) 
т 
| о дили \ 09" 
а Ра )+ _ 


Очевидно, что решение системы (40) легко построить, так как эта 
система представляет собою систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений. 

Первые три уравнения (41) связывают каждое неизвестное 1, 


И п 
% ‚в, с неизвестным р, причем все операторы 


Е би? д 9 9 - 
(= + — (5; г), а а ' о О (95 


входящие в эти уравнения, коммутативны друг © другом. Ноэтому 
можно искать частное решение уравнений (41) в виде: 


И И ке ТТ т И 
И == МФИ, т — МФ й < МФ ) 0, = МФ 7 


где ФИ — некоторый потенциал. Оператор М, представляет собою наи- 
меньшее общее кратное (произведение) операторов, стоящих в левых 
частях первых трех уравнений (41), а каждый из операторов М», 
М., Мо сесть произведение оператора, стоящего в правой части соот- 
ветствующего уравнения, на дополнение оператора, стоящего в левой 
его части, до оператора Мр. Таким образом, 


и И © : аш 
Я т, | 

За д И 

ый ( де |. РГ. о [ у. 
= и 9 э о) фИ (43) 
Е а й 

и д В От 

0. — [55+ 3 (=: р 10) ] 
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Формулы (44), будучи раскрыты, приводят к вледующим выраже- 
ниям ДЛЯ 9х, %у, #9, и р: 
и д3фИ д2фи ) 
9х — бддй Г ду@ › 
т д3ФИ 92фп 
) 


у ее 


у = 902 да › 


(45) 
Е ЭФ" наи 
ОО 9. 
ва п 
И д°Ф ъ% 9Ф 
о 0 


Подставляя выражения (44) в последнее из уравнений (41), получим 
‘уравнение для потенциала ФИ: 


канд" 


д? д 1 Га д 0, 
(ба ое}. и? 


Впоследствии мы укажем, как можно найти частное решение урав- 
нения (46). 

Для функций И, фт, аи и в являющихся общим решением 
уравнения (42), естественно попытаться дать представление в том же 
виде, как и для уравнений (41), а именно: 


и. ТО оО \ апт 
ав (0), 


о Я м Ри 
но 


56 
ОС о ЗСД ‚\_ д оп 
и == (+? 


или 
ит 03 д ит 
т (5 =) И 
о 03 0? и | 
9» (аз Г ды > 1) 
ти ( Е АН 
" — \0дуд де де ? | 
ти 93 д т 
" = (зая +5; №] 
где функция ФИТ есть какое-то решение однородного уравнения: 
т 03 0 ит 


Мы покажем, что такое представление всегда возможно. 
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Установим предварительно, что как вектор 5, так и р удовлетворяют 
уравнениям. 
[0 = 0. (50) 


Вместо уравнения (50) достаточно рассмотреть уравнения 


[ло = 0, (51) 
Га, =0. (52) 


Для доказательства (51) и (52) применим к уравнению 


1 [эшли дети дит 
Е ее 


какой-либо оператор М„, Ми, Ми или Мь‚, например, 
@ п) д . 
Маг = зд у 


Мы получим: 


ди деи 
иен ны о 
или, пользуясь уравнениями 
(=-— рай = — ри | а Гали = >, 
а ор 
0: 2 921” 


будем иметь: 
в 


т.е. 


[мт = 0. 


Так же доказываются и остальные уравнения (51), (52) и (49). 

Будем рассматривать систему уравнений (47) как систему уравне- 
ний для одной неизвестной функции ФИТ, считая, что функции 9х, %у, 
г, и р заданы и удовлетворяют системе (42). 

Покажем, что уравнения (48) и (47) совместны и определяют функ- 
цию Ф с точностью до гармонической функции 7 (х, у) от двух пере- 
менных (значок Ш мы для краткости опускаем). 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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Действительно, общее решение первого из уравнений (47) будет: 


= Сы (а, у, 2) сов ё -- Сз (т, У, 2) ш# — 
1 


ее ззш (— п )р(а, уз, па. (53) 


0 


д 
Вычислим величину Г. Мы будем иметь: 


0Ф 9*С : 
рр = ( а — АС, ) совё+ (ба 2 ® — АС) зшЕ — 


1 
— (в 1 В де Е Ну,“ = 
0 


м 826, = °С, вс, = 
| е + д сов#— ( Эа = я д) 
й р 
те Рен аа — (пт А дя 5 р(х, у, 2,8 — “) 4 — 
0 : 0 
: д 
— 512-,- Ар | — с08{ Ар а = 


а Ви д С 92 С, букв 
= п: [5;АР |+ а -- дя" | — с08# [Ар |+ + бя" | - 


а выбором С, и С, можно добиться того, чтобы 
1.55 равнялось нулю. 


Решение уравнений 


202 м0, д 

9:2 ду =--+АР| 

пои бы |. 
рить ЗИ т АР 1%. 


очевидно, существует. 


д 
Выбрав С, и С., получим значение с точностью до двух про- 


извольных функций Х, (т, у, 2) и Х. (2, у, 2), гармонических по перемен- 
ным д и у. Имеем: 


0Ф 
—; =0 - Ха (т, у, 2) с0зё — № (т, У, 2) зп &, 


где к О отнесены все слагаемые, входящие в правую часть (53), кроме 
тех, которые содержат У, и у». 


Для Ф получим равенство 


1 
Ф = С, (х, у, 2) Е Х, (2, у, 2) эт Е + хо» (т, у, 2) созё о, = 
б 
1 


= С: (2, у, 2) -Х, (1, у, 2) зтё + х, (2, у, о 9, 2, —) 4. 
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Вычисляя /Ф, будем иметь 


м О, АО 
:=0 — 02? ОЕ © 


гФ = Е т 


| 
—_ РО (р, уу 
0 


Выбрав С, из уравнения 


с, _ 949 
Пе > 9: р 


которое, очевидно, разрешимо, получим для Ф окончательное выра- 
жение: 


Ф = Ф, + Л, (х, у) + 25, (5, у) Хх, ($, у, 2) эшё- х, (2, У, 2) с0з&, 


где О, и ШО, — произвольные функции, а 7, (5, у, 2) и Х.($, у, 2) — 
произвольные гармонические функции переменных 2 и у. При этом Ф 
будет решением уравнения Г[Ф = 0. 

Покажем, что соответствующим выбором этих функций мы можем 
удовлетворить и всем остальным уравнениям системы (47). 

В самом деле, составим разности 


93 Ф 9Ф 
а ды О В 
Е ие 
08 Ф 9 Ф 
= — д д= дя ду 5: = (55) 
93 Ф 9" Ф 
— ОСИ О 
$, ду д? 9% 0 Г 
Имеем: 
9 д [2% | 9) 20: бр 0: | 
и па \ Е Е 92 9 2 


Следовательно, {© (х, у, 2) не зависит от #. С другой ‘стороны, 


[4, = 0, в силу (50). Следовательно, 


9240) 
—5я-=0 и {® = 40 (2, У) + 24, (, У). (56) 
Составим выражения 
(0) (0) 
— рьаь $0 и и —- фо. 


В силу уравнений (1), (47) и (55), получим: 


м иФ,  0Ф 9%. др ( 9%, 
(0) — Рь-. М ТЕ Я Ар рМ ЕС ВЕ Я ЕЧЕАОНЕИВ =— 
2% = жа Ре ( д в.) 9% се а 
+: м, д ь )= др Ты. | 
а 4. Е, Е Е 22, = 0. 
о а ЕЕ д ея № 


9* 
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Следовательно, 


д 
-эн- + $0 = 0, -: $0 =0 (57) 
и, значит, 


ф® = В, (5, у, 2) созё + В» (2, У, 2) эт, | 


58 
фо = — В, (2, у, 2) зтЕё- В, (2, У, 2) 081. (9 
С другой стороны, в силу (48) и однородной системы (1), 
9$ 940 аф® 
дт ду 92 =%, (59) 
а также 
140 = 0, (60) 
Т14® = 0. (61) 
Из (60) и (61) следует, что 
93В 9?В 9*В 9?В. 
даа д г де ду го (62) 
Уравнение (59) вместе с (56) и (58) дает: 
ЭВ, ЭВ, 
А, (2, + (55 +) сова + (3 а )эщ! =0. (63) 
Отсюда непосредственно следует, что 
Ал (х, 9) ня 0, 
9В 9В 
к ие (64) 
ЭВ 9В 
г" бу —__ 
Мы видим, таким образом, что 
фо = 40 ($, У), (65) 
ди ди 
В. =, В» МЕСТА (66) 


где и(т, у, 2) есть гармоническая функция переменных хи у. Соста- 
вим выражения для ф», фу, и Ф,: 


_ 2Ф дФ и 
ноя и ор = 
ь д д д д 
— $0) ее а Хх __ 0% 
у + ( 9% + соз (24 ть 
93Ф д9Ф 


И: - (67) 
) 


—>” 


д д д д 
О) д т Х2 Х1 
—. +: (— а. 28) + сов (— те} 
03Ф 0Ф 
Ча Каз би ОБН у - Р; (+, у). 
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Выбирая функции Д,, у, Х, так, чтобы удовлетворить уравнениям: 


Ао (т, у) - Р, (2, у) = 0, ) 


и г 
5 = В., (68) 
г и = № 
а < 
например, полагая Хх. =0, Хх. =и, получим ф.=ф,=ф, =0. Следова- 


тельно, формулы (47) доказаны. 


$ 5. Некоторые интегральные формулы типа формулы Грина 


Рассмотрим две системы функций: 0, 9, 5, ри Ш», ву, ш,,4. 
Составим выражение: 


д д 0%. ди ди 
5& 2 9 ЕЕ _ 
ты а и... 


Нетрудно видеть, что величина 7 тождественно представляется в 
виде: 


д д 
й = Е (с: их о, + 9, м) + У (ршх + 41) + 


9 д 
- эу (Ри + 92) + 5; (р. + 4). (69) 


Интегрируя это равенство по какому-либо четырехмерному цилиндру 
(О, 0<1<4) с образующими, параллельными оси #, и пользуясь 
формулой Остроградского, получим: 


ЕЛИ 


до др 9%, др +32) 
+2) ву + (3 Та о (+ Ия 


/9% 


Е и — и Ре м 
Е) (++ би Рав) 


д ди 


Е (= 42 а — ) р} 40 @ = \ (ок х - зишу + 9, |" ао — 


й 
—( \ {(рш» + 40) с03 пх + (ри - 4вь)с08 пу | (ро, | 47.) с08 п} 453 4, (70) 
о В, 
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где через п обозначена внутренняя к поверхности 65.:, ограничивающей 
объем О., нормаль в трехмерном пространстве. 

Рассмотрим случай, когда система функций И’», И/,, И’, 9 удовле- 
творяет однородной системе (1). В этом случае мы получим: 


и 


АА | (= о) (3 Е. и), © +) + 
0 


— а (== -- : + э.) ао = \\ (сих Е ушу + 9.) |2 ао — 
= О + 9%») 45 ай; (71) 
ов 


— = 


через 2» и %„ обозначены нормальные составляющие векторов 5; и ®. 
Мы будем далее пользоваться формулой Грина в виде (71). 
Если 9х, 0, 9, и р удовлетворяют, в свою очередь, однородной системе 
1), то формула (71) переходит в формулу 


1 


ЖА (ре -- ав) 45} #2“ (12) 
Гы 


№ (бишх - ушу -—- оо) Е. 
а 


Формулы (71) и (72) получены нами для ограниченной области О. 
Докажем, что если область О заключает бесконечно удаленную точку, 
но функции и,, и, 0,, ртадр и 9х, 9, ®, и сга@4 интегрируемы с ква- 
дратом по этой области, то эти формулы сохраняют силу. Очевидно, их 
достаточно установить для внешности достаточно большого шара, ибо 
любая область может быть представлена как сумма конечной области 
и такой внешности. Очевидно, что формулу для сумм областей можно 
получить, складывая формулы для каждого слагаемого. 


Замечание. Всякий вектор 9, имеющий непрерывные производные 
и соленоидальный, заданный вне некоторого шара ©, может быть не- 
прерывно продолжен на все пространство с сохранением соленоидаль- 
ности и непрерывности производных. 


= 


В самом деле, всякий соленоидальный вектор о такого вида пред- 
ставим вне шара © формулой 


Е - 


= Оба. 


Продолжая А на все пространство с непрерывными производными до 
2-го порядка, получим наше утверждение. 

Пусть теперь вектор ота@р интегрируем с квадратом вне области О. 
Продолжая функцию р непрерывно на все пространство, будем иметь по 
доказанному (см. $ 2): 


5 


(о 5, атаа р) 40 = 0. 


— © 
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Следовательно, 
№ (©, отад р)4® = — № (с ртаа р) ао. 
©—& о 
Но 
№ [© ота4 р) аО = — \ Ф„*р ах, (72*) 
[9 8 
где п” — внутренняя нормаль к О. Заменяя 2» = — жи, где п — нор- 


маль к области со —©, получим: 
К (©, стад ру40 = — \ „раб. 
во—®@ 5 


Из этой формулы сразу вытекает справедливость (71) и (72) для внеш- 
ности шара ©, а значит, и для любой 'области, если вспомнить вывод 
этой формулы и воспользоваться соотношением (72*). 


$ 6. Некоторые частные решения основного уравнения (48) 


В настоящем параграфе мы укажем некоторые частные решения 
основного уравнения (48), при помощи которых мы сможем впоследствии 
построить общее решение задачи в явной форме. 

Положим 


Фр (©) . (73) 


т 
где 


р? = (2 — 20}? + (у — %)', 
7? = (2 — 20)? - (у — о)? +- (2 — 2%}, 
= — п. 
Вычислим оператор Ф. Для простоты положим сначала 
Фо = Уз = 20 = 1 =0. 


Пользуясь цилиндрическими координатами, получим: 


Ф = тт © (=) = 0-0" ($), 


ОО тит { (т 3) (т 8-0 — (т) + 
+ т + 2+2) 2—1 © + 2" 6}, 
2 утра (т $ 2) (т + 5-4) — (т 5+2) 9] 9" © + 
+ (ат + 28 + Туре? — риа" (9) + ре (8), 
О Сы 
тез ® 5" © + @т- 5) 2 — 2т + 5+7] х 
х ВЕ” (Е) - АРУ (5). 
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Таким образом, 
то 0 АФ бя = рпг" (т + 3) (т +3409 + 
+ (2т - 25 + 2) 1 (&) + @ + (т-+ 2)) 9" (© - (2т- 5)" + 
+ РУ — (® + ЭТ + АГ © + 
+ (т; 2— я) М” 9] #?}. 
Как мы видим, [Ф может обратиться в нуль лишь в том случае, 
если одновременно имеют место два равенства: 


= -- [т — ($ + 1) ($ — 2)] 9 9 + т =0, 
Аз = ЕТУ (ль -|- 5) РЕ [6-Е (0% 27] | (74) 
++ (2т -- 2$ 2) + (т (т-35-+ 1 =0. 


Непосредственное вычисление показывает, что 


ДЕ р — тез А, = ($ — 1) [9 + (т 3+2) "|. 
Нетрудно видеть, что второе из уравнений (74) есть следствие первого 
при $= 1. 
Таким образом мы получим при $ =1 для неизвестной функции обык- 
новенное уравнение: 


АУ” + (т + 2) 9" + т =0. (15) 


Решения уравнения (75) дают нам некоторый класс решений урав- 
нения СФ = 0. 

Уравнение (75) может быть решено в конечном виде для любого т 
при помощи функций Ломмеля или бесселевых функций. Для нас будут 
представлять особый интерес некоторые частные решения этого урав- 
нения. 

При т = 0 имеем 


А =” | 24" ИУ 0. 
Это уравнение представляется в виде . 


ре. 


А = [+ + (1-а) У] +(ите г т) = Е + М, 


и р / 
где № =” -- = - Т. Следовательно, решениями этого уравнения будут 
решения уравнения Бесселя: 


УР У о 


или решения уравнения: 


представляющие собой функцию Ломмеля 5, , (@). 
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Таким образом, мы видим, что решением (48) будет, например, функ- 
ция 


7 
ФЛ (=) (16) 
При т = —1{ решение получится в виде 
ат 
ФЛ). (77) 


0 
Действительно, в этом случае уравнение (75) принимает вид 
81 ы р” о 8 ны 0, (78} 
а для последнего уравнения Ч” (&) = Л. (&) служит очевидным решением. 
Для удобства дальнейшего изложения введем обозначение 


Е 
\ 4 ==. (19} 
0 
Функция = (&), как известно, выражается через функции Ломмеля, но 
для нас это сейчас не представляет интереса. 
Рассмотрим случай т = —2. В этом случае мы получим решение 
задачи вида: 


Ф = г [= (© + Л ©], (80) 


в справедливости которого можно легко убедиться непосредственной 
подстановкой. 


$ 7. Другой класс частных решений 


Положим 
$ = 1—9 (5. (81) 


Вычислим оператор Г.Ф: 


9?Ф 02 
ав [тет], 


А та = 24 т [ре Г] а ы 5 [рт-на--—т—в—2 р” (#)], 
Г.Ф = 2Г, (р"г-" 8 4 (8) + = {[(2т -- 4) ртг-т-#-—2 — 
— @т + 25 др") + 2ащутг тв" )} = 
о еань {= (( чт + (т $ +1) А, = 
+ ($— 1)? [83 + (т- 5+ 2) №"] + (2т + 4) 9" + 2" | ет 
— (4, — 25] } = зреть {о [Е 2 (Аз + 29") + 
+ (т + $ + 1) (4, + 254") + (3—1 + 2— 28) №" + 


+ (($— 1) (т 5+ 2) — 25 (т 5+ -+ (2т + 4)" | [4, + 257" ]} = 
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= артр-т--я Ё т (А, 25") + (т 5+ 9 (А, + 25") + 
($ — 1) — З) "(т - 2) [(3 — 1)— 2$ 2] + $($5— 1)*— 2$ (8—1)) у" |-- 
— РА 254" = 
 дбртутьа- [а Ё (А+ 29) + (т 5+ 1 (А, + 28") + 
+ (5—1) (8 — З) В" ($ +2) "| — #[4, +29}. 


Мы видим, что при $ =1 и при $=3 два уравнения для ФУ являются 
следствиями одно другого и, значит, при 


А, + 25$ =0 


функция (81) будет удовлетворять уравнению ЁФ = 0. 
Второе решение можно было бы получить, решая совместно урав- 
нения 


Л, + 254" =0, 
Я" | (т $2)" =0 (82) 


при любом 5. 
Уравнения для Ф будут иметь вид: 


ар” ве (т Е 35 ЕЕ ЕЕ $) 1” Е ар” о (т + 5) ФТ = 0. (83) 


Не исследуя подробно уравнений (82), рассмотрим уравнение (83) при 
5={и при $ =3. 
При $ =1 (83) даст: 


(т ++ 09 =0. ее 
При $ =3 из (83) получим: 
АГ" + (т - 2) Ч" - №" + (т 3) =0. (85) 


Интегрирование этих уравнений опять сводится к функциям Ломмеля 
‘и Бесселя. 
Укажем одно важное решение (85) при т = — 2: 


ИЕ 5-0, (86) 
Решением этого уравнения будет функция 
У = №0), 


что легко проверить непосредственным дифференцированием. 
Заменяя х на у, получим еще решения уравнения (48). 
Таким образом, 


Фе (=) Зы (=), (87) 


И (=) (88) 
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При помощи построенных нами частных решений (48) мы можем 
приступить к построению общего решения нашей задачи. 


Дифференцируя по 2 решение (80), получим еще одно важное решение: 


её 

ФЕ + +22 © те = #л (5). 8 

При т = —3, $=3 получим уравнение 

р — Ч-- = 0, (90) 
решением которого, между прочим, будет функция: 
Ф = Ло (5) — = (9. 
Действительно, при этом: 
=, =, ®, = ®-Л С, 


откуда и следует наше утверждение. 
Пользуясь полученными решениями, мы можем построить систему 
функций 


9, Фи За О, (91) 
где . 
Ф.= Фи — Фп, 
Ф1т = Ф?1 — Ф??, 
2—0 2#—№) ГЕ 
а и 
` 28 Не р У— юн [( Еф 
и —- о) 1 (р —®)— и = (6 =), 
У (1—1) г "—0 
я ; ^( г ), 
х— о © (#—&) —1 Я — 0 (1—6 
Ф?? — т = (в =) — =( - р 
= 1—1 / Е— 1 
Фи = е ( : о) ( - '), 


Очевидно, что каждая из этих функций удовлетворяет уравнениям 


1[Ф =0и Г.Ф = 0, (92) 


где через [» обозначен оператор, получаемый из оператора Г, заменой 
переменных х, у, 2, { на переменные 2%, Ух, 2, №. 

Непосредственное дифференцирование показывает, что функции (91) 
удовлетворяют уравнениям: 
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9Фт [6] ) 
‘д = Фи = 9% , | 
Эт д0 

9 я г =. ду ; |. 
Фит _. 480 

9:5 О . 
офи, Фирм. 0 (94) 
9х ду р 


8 8. Три частных решения уравнения (1*) 


Пользуясь потенциалами Фут, Фи, Фит, О, можно построить три 
частных решения однородной системы (1*) при помощим формул (47). 
Мы получим: 

т. ПТ а — ОЕ 122 
2, —= №» 5 ®. “.. ®., 


т — 111 12 12 122 
М, + ®, м, м, 


95 
т = ти -- ПЗ 8 о Ве м ( ) 
т = 411 + 413 — 4121 — 4123 
’ 
где положено: 
а я 93Ф 1 112 к д2Фа 121 ы д3фз 122 Е 92фЕе 
х дхдё? е дуда › РА 020 * х дуде ' 
= зфи 112 фа 121 фт ИИ д 
у — дубе’ у 920? у дуд › у д2де › 
а зи И дФа 121 01? а дФ1 
2 — 0208 ? 2 д5' ? < а 050: * В д2 ’ 
фа = — - ‚ 9113 = дФ ЕС д*фта 123 в. 
+ д в * 01 
Аналогично, 
ФИ = чо? + 40912 4 ча | 4022, 
х х х х х 
ат = ши ЕН из ды а в а, : 
(96) 
Фи = ры Е 30218 - ое в 7, 


ап р 9 + 913 + пре -- Я 


где положено: 


доз а 93Фф?1 до? ыы 92721 т 93Ф?2 я 92Ф??2 
х дхдЕ? х дуд: › х дд? › х дудё › 
93ф?1 92Ф?1 934? 92Ф22 
ра 212 ЭТ — 2: 
`— дуб» у —— 2, у — дубе’ у дб: › 
93ф?1 0Ф?1 93Ф?? 9Ф?2 
211 218 221 — 
а. 92 ? ое т 
Ч д Ф? 213 _9Фа 21 д*Ф?? 223 — дФ? 
О @? @ Ор” д: 
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Наконец, 
Е 
Е | 
сай 2 
м, м, ве м ) (97) 
т 
а па | 
ат = 481 + 433, } 
где 
т 2°Фтт  ОФш 
х 0х0? ' х дудё ' 
до 9°Фттт 082 — 9°Ф тт 
у дудЁ › у дх0ё ’ 
м Фут о аш 
0 == 9202 › = 
20% 2 95 
93Ф 9Ф 
т ш За ЕТ 
Ч и Е 


Решения (95), (96) и (97) и представляют собою те решения, которые 
мы используем далее. 


$ 9. Вычиеления некоторых вспомогательных определенных 
интегралов 


Для дальнейшего нам нужно будет знать величину некоторых опре- 
деленных интегралов. Вычисление их известно, но мы для полноты 
изложения напомним его здесь. 

“Рассмотрим 


1 


Е28—1 Хо (Е) ДЕ 


жд = уе, (98) 
0 
1 й 
228 (Е) аЕ 


0 


Покажем, как одни из этих интегралов выражаются через другие. 
Прежде всего заменим переменные, считая & = Ц: 


т 


25—1 : а 
У=(#) = -— с и | (100) 
0 


СЕЛ (а 
8 (2 —= 228 — =“ 1 1 
И (101) 
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Дифференцируя первое из уравнений по &, получим 


и (102) 


4 \ 8—1 >. 128 


Кроме того, 


1 


в, (1) 28-1 [Сел (<1)] 45 
У 5 
Пользуясь тем, что 
4] = ®+Л®=- © 
®* 
п дифференцируя обе части (103) по &, получим: 
4 (о, (1) сеесаль (4 _ 
2 )=—\ т 
о -& ели ж 1 ен © _ № 
ы у2 -— У 2’ 
а ©; $ 
мы) =. (104) 


Таким образом, вычисление всех Х; и ®; сводится к вычислению 
какого-либо одного из них. Вычислим интеграл 


1 


я ® = а (105) 


0 


С этой целью заметим, что Х,({) можно представить в виде инте- 
грала в плоскости комплексного перемен- 


ного &: 
_ 4 СЕЛь (Е) 4Е 
б 
где контур С есть разомкнутый контур, 
начало и конец которого лежат в точке 


Е =0 на двух листах римановой поверх- 


риа ности функции УР — @, обходящий точку 
=. 
Вычислим 
ё 1 
42 1 Ув— #2 
а 2 (9 д? 4% 
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Функция у ЕЕ удовлетворяет уравнению 
4 1 = 
92 ЕВЕ 
ув _°Уя-в 1°Уа 
д а дЕ? те Е Е 
или 
утв 
Аи 
д Ра. був. 
Отсюда получим: 
и. 
Эе 27 О аЕ Е ЕН в 
1 Са 
ое _ и сиу г) ®а= 
— м 
= Я ‘Я ун|.+ 
гй 1 а 
Нун ув. 
[6 [© 
Следовательно, 
а4*х, (1) 


а? Е ©, (1) = 0. 
Таким образом, 
Х, (1) = асозё + 6 эт &. 
При # =0 Х, (#) обращается в нуль. Следовательно, 
(В = Ьяш. 


Для определения постоянной 6 заметим, что 


ок 


+ У 
Следовательно, 
м Е 
1 =—У1-@|=1. 
а : - У1— < у 0 


Таким образом, 


Х, (1) = яп. 


31 


(106} 


(107) 


(108) 
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Пользуясь (102) и (104), выпишем ряд равенств: 


ЕЛо (Е) 4Е Й 
Х1 (#) = фо = 9 
а ВЫ: ==, (9) = — зт2-- 2608, 
й— | 


ея _ Ха (1) = [—Йй- (=. = —й - [+ сов! | = 
— 2 [о р (1— ==) —- ов ] = т 2(Ё — 1) - 16086, (109) 


2 


5% (Е) Е И ие Ч Е 
уе -- в (й=# те. ) = (3 21) зш Е 2 (#8 — 34) с08Ё, 


НД: (2) [14 = Уз (2) - (14 —— 52 -- 9) зшЁЕ -- (213 ее 91 с0$. 


; Ув— = 
Далее, 
1 й 
Е Е Ее. 
У 2 т 
0 
Очевидно, 
и =—Х, = —908 {0% = 008 — 1. 


Удобно выписать еще ряд интегралов, вытекающих из написанных: 


т с08ё —1 А 
0 


У1—2 р ув ре 
21. (#) 4 _ зшЕ | 608 
и 
0 
1 ` 
Е а 1 1 . 1 
ее = (= — ве) зщ + ча 6084, (110) 
0 
1 Г 
° С Ль (52) ас 2 30: 1 3 
а адин 
гы 
С52о (98) 46 [41 5 9 Е 
ее ==) 054. 
0 


Этими формулами мы будем пользоваться в дальнейшем. 


$ 10. Вычисление %. 


Переходим к решению нашей задачи. Будем рассматривать систему 


* Бы ео 
уравнений (1), где ЕЁ — произвольный вектор внешних сил, который мы 
предположим интегрируемым с квадратом по всему пространству. Разобъем 
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-ь 


вектор Е на сумму двух слагаемых: Р = Ё, -Ё,, где Ё, — нотенциаль- 
ный вектор, а Е, — соленоидальный, причем каждый из них интегри- 


руем с квадратом. Пусть Ро = ога Ч. Положим р’ = р-- Ч. Тогда си- 
отема (1“) перепишется в виде: 


Е = (® хК) — огад 7’ — т 


эткуда видно, что, не уменьшая общности, мы можем считать Е в фор- 
муле (1”) соленоидальным вектором. 
Вырежем из нашего пространства цилиндр: 


1—5 ЗА 0<\, (111) 
и применим формулу (71) к объему О, „, полученному таким па 


Пусть Фхир будут | а нам функции, удовлетворяющие (1°), а 
юн 4 пусть будут Ги 9. Мы получим: 


1}, к а — {© | 
Ол, (= —. [10 
| 


- У аа 9) 15| 4 = \ ИДббщьА )-- 98| 40| 4. — (142) 
° Бал 0 


‚т 


Перейдем. к пределу при \—0 и вычислим 


И 5, и)| 40 
ге М . у ме 
м 
+5 ед. 
ша \ [ \ (рат + 9'2,) 45] аи. 
00 В 


; Е ] 
Заметим, прежде всего, что при / == &, компоненты вектора & прн- 
нимают значения 


1 | | 
0? — )2 — 0 — - 
г м: ТЕТ (113) 
> == - &)- == - &, -= : 
х О у 9хду 2 09: 


Действительно, пиры (== /› имеем: 


92ф! # — 69 0)2фЕ? () о а) «кр!? Ех 
О рты, Е: ео 
откуда, пользуясь (95) и (96), нолучим наше утвериление. Мо фор- 


муле (113) получим: 


дл» в 9 Е 
АКА, <) == \\\ ОЕ — =) 90 
Я, и и бл, Я 
ке 
Зы 9 
\\ = — 45. (114) 
Мл, т 


3 известия \И СССР, серия математическая, № | 
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где и — направление внутренней по отношению к ®,„ нормали к по- 
верхности 5», „. Последний интеграл переписывается так: 


р +в эл 
\ 4“ =— ( (=. === в 4242 


Е Г 
т 
[}\» 
0 


Два последних слагаемых в этой формуле, очевидно, имеют пределом 
нуль, так как каждое из них не превосходит 


Эт о 


= оар а. 


2п т 
т одо4е — | = 


2-й 8 


т 
шах |®. | 25% ^ о4р 43 = шах |9. |’, 
оо 


где ®'’ — телесный угол, под которым видно дно весьма узкого цилин- 
дра из точки 4%, у, & (®’— сколь угодно мало вместе с обоими инте- 


гралами). 
Таким образом, 


а 


А 2* 
—= — На м о + о а 
о и 


о, 


Можно убедиться в том, что 


А 27 
м \ о 424% = 0. 


1—0 О 


Действительно, 
= 2" 
\\» 


—о 


(У— 0) (5 —*о) 43а® = 0 


Хо, 0, 20 Г 


в силу нечетности функции 


(У— 0) (# — 20) 
гз Е 


В то же время 


+В 25 
. — —х 
|1 \ (в —в, Е, 
1->0 м Хо, №, 20 Г 


так как подинтегральная функция 


12 11 ф с03ф 
3 


[12 + (2— 25) * 
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стремится к нулю веюду, кроме окрестности значения 5 = 2,, а интеграл 
по этой окрестности не превосходит 


+ со 
| 
шах АН 1%, Шо» 20 2 \ 


и, следовательно, тоже сколь угодно мал. 
Таким же точно образом убеждаемся в том, что 


+В 25 ( А 2= 
НЯ =) 
о ое Е 42 аф ='0. (о, Уз, 50, &) И \ \ У. Чао = 
в Ио й 
+в а О 
й Ра р] 
—0х (то, У» 20, 0) 9 \ А РяТЕЧЕТ со я 4% == 
8 — 20 


0 


И 
(Уз+1) 


— 0х (2о, Ус, 50, в) 2к Пт 
я—>0 


_—з|> 


со 
{ & ас. 
= ко; (2, Ув: Зи, 8) \ (ИТ 72 
0 


где положено: 5 —2 ='5. Имеем: 


и НЕЕ 

У (Ут =) Иа тя В 

Таким образом, окончательно: 
Би | } © ®)| ЧО = 2, (аь ик ак 4) (115) 
т—>0 бл, л = 


Заметим, что в нашем процессе предельного перехода далеко не без- 
различно то, что мы вырезали именно цилиндр и переходим к пределу, 
устремляя к нулю его радиус. При других формах малой поверхности 
или при другом способе предельного перехода результат мог бы ока- 
заться совершенно иным. 


$ 11. Продолжение вычисления +, и %, 


Подсчитаем предел 


Положим 
\ ри 45 = КИ", \ а" о, созпаа5 =, ° | 
8 8) - 
и й Ц Нк к (146) 
\ ао й =, | до, с05 па 45 == [1 
Эт, Зт,т } 


ы 
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Тогда. если обозначить 


5 рб 70 И Нк 
а К“ =”, Ши =Ы, 
п->0 я—>0 ] 1 
Био 74% — В, Шо А” = | Ба 
Не ПЕ И ЕЕ: & 
п->0 и —>о 
мы получим из (95): 
т 
1 | 1 —- } у у == 
ба [ \\ (ри — 91е,) 45 1 
о бр, 


[2 :4 ря ры > т ыы рн р у ее им = ей ы 


.— 


= 


е И г Ва п "м ея а тв (ти = д — даа в) @!. (118) 


>.—> 


о пе опт пт 
Нам нужно теперь вычислить величины А“”. [/”. 7, [°. Начнем 
ИК г 
и" величин /'7". Заметим прежде всего, что 
. НЕ ь ` к : 
а 2* == Ниш \\ ›х | _ 99% с05 ие а5 
О о Хо, Чо, 58 
. В ба 
и также 
. ик р чт р № Е 
На 2” = Ша \\ ву, ..9%совпу 45, 
я—0 х— 0 5 Е 
т (419) 
Ша 2:7” = Им \\ 2. 99 608Наа. | 
п—0 х—0 ный Ха» На, 30 ] 
1} самом деле, например: 
[1 т до 154$ =0. 
Л : 
1—0 5 ©’ Го < 
п," 


ибо везде, кроме окрестности точки 2 = 25. подинтегральная функция 
9 р стремится к нулю, а в окрестности этой точки интеграл сколь 
угодно. мал, в силу малости величины 6. —- 9х ее 

Заметив это и принимая во внимание, что величипы у н 993 
содержат множителем х — 2, а величины 9 и 43 содержат множи- 
телем у— /, причем оставшиеся множители не зависят от угла © в 
цилиндрических координатах, мы видим, что среди интегралов 1/9 


р р) 
‚отличными от нуля будут только интегралы ВИ, 18, (7, 17 и что 


121 121 123 128 и 113 111 из ‹ 
ор р а и (120) 
Очевидно, мы имеем: 
А 3к 
128 мо а 9" 
д =, (об О \ \ 7 И с08 лу По == ба, 2), 
7—0 `. 
ь м0 ` 
в 2 
121 - 03? Е 
Г = 2 (у, Чо, ЗИ \ \ у 1608 ИУ 4349 == —- Ги (у Ио» Зи» 1) а» ($), 
--0 ® $5 


по 


| 
; © 
| = 
' — 
| 
‚> 
‘’ = 
р 
г = 
| 
г = 
ем 
т м 
| 62 
$ > 
| 
} — 
>> 
= 
> 
| = 
=. 
5 
— 
а 
© 
та 
А 
в-- 
‚ 
1 
С: 
= 
8. 
5х 
=) 
‚ = 
[6 
|= 
= 
> 
= 


+ 27 
213 ы . дфи ля 
в — 2 щ, д.0 т \ —дЕ` 1608 5424$ = — 2х (%%, У, 5. [) аз (<), 
7-> 
во 
2 2х 
а Г А 0д3Фи : 
=: — 6%($%, Уо» 20, () о \ \ 8-\ 60$ 024249 == 6 (2,9, 0,0 а4(). 
но 
во 


где *=/- 4. Непосредственно очевидно. что аъ (3) == а (®) ин, 
того, @ (<) = 43 (<). 

Дифференцируя переменное а,(<) по 1 один раз и заменяя переменные 
; и у, отчего величина этого интеграла не изменится, получим: 


кроме 


’ 
аз (<) = а (т), | 
аз) = а: (), ° | (121) 
аа (<) = а (т) = а, (<). 
Таким образом, необходимо вычислить только 
ЕН 25 Эф 
аз (<) == Им \ \ —— 1 60$ ПУ 249 
Е [62 ь 
По 
Ни 2 
.  ( (у— че #(— 64) у’ 05 
— И \ е : РЕ (2) ага. (122) 
7-0 ел С А 


Заменяя в этом последнем интеграле иеременные интегрирования и 


полагая ® = 0, получим: 
а 


о. 4 | 
о 2 зу 
‚ 23 
и, (5) = 2 т: | —. 
Я Г Одьь 
и, на основании (110). 
а (<) == 2т (033 — 1). (124) 
Мы будем иметь отеюда: 
И: == — 8, (2%; Чо, 20,2) 2 (05 — 1). 
ду р бу (2, Уо, 20, 1) 2т с0$ т, (125) 
1 = (лу, В 2 ашх, | 
ДР. - 0, (2, У, 2, В) жа т, | 
ВИ — ру" а д = — 29%, (&%, Уь, 2%. 0). (126) 
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Вычислим теперь интегралы ^^. С этой целью перепишем их в не- 
сколько преобразованном виде. Положим 


т ( д 
КВ — у [= уг © (2 — 20) 5 


д 
= и 


5) Хе» Ио» о, о, Ув 2 
те 
д И 
ть 
п, т 
СЕ др НЕ у = 
[и -— №) — | @ — 4%) | #4* 5. (127) 


Докажем, что второе слагаемое этой ‘формулы при 7 > 0 будет иметь 
пределом нуль. 

В самом деле, в окрестности точки %%, Уо, & подинтегральная функ- 
ция не превосходит 78 (1), где 5 (1) стремится к нулю при \->0. С дру- 
гой стороны, (р) стремится к нулю всюду вне этой окрестности, не 
превосходя нигде величины -. 


Следовательно, этот интеграл по окрестности ху, У, 2, не превосходит 


эк 80 7 = 48 (9), 


а по остальной части также сколь угодно мал. Таким образом, остается 
подсчитать первое из слагаемых (127). 
Нетрудно убедиться в том, что 


у Рхь, уз» 25,1 докау = Дх., уе, ао, Х 45 = 0. (128) 


Эл, т Эл, я 


Это следует из того, что все '* представляют собой нечетные функ- 
ции от одной из переменных х—2%%., У— У, 2—2, имея суммарную 
нечетную степень по всем этим переменным вместе, 


Пусть 
ИА _ ыы др |. НЕС 
= \ (2-1) 09 Въ. | 
Эл, | 
Ик 
Ку = \ (у- -9в) э-[ 1 45, (129) 
Эь,т с | 
Ик . , 
к" — К) 2 ий аз. | 
За 
Пусть попрежнему 
а КЗ" == ИА, Па К = В, Бо К = А. 
п—>0 я—>0 7—0 
Мы будем иметь: 
НК Я и 9 д : 
д Ее ОР. | т КИ = я Ор „р 8 СР. к 
ь 9х Хо» У, 20, и Ву Хо, Ус» 20, Ё ск Р: д Хо» Ус» 20,1 _. } 
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где 
Я —= Ша Ц еже и?" 45, 
п—0 3 
1,7 
ИЯ = Иа Х (у— у) ©1745, Ы® = Ша У (2 — 20) #1 * 45. 
я—0 3 1-0. 5 
пт пт 


На площадках 2= о +й поверхности цилиндра 5»,л интегралы от 1% 
з пределе обращаются в нуль. 
Мы должны, следовательно, подсчитать интегралы 


НА 2 
\ \@-— =) =" д ео | 42 4$. 
во . 
Имеем: 
о ® 2 > офи р 
р = ша Ц еб то’ драя + И д — 29 зу Зак | 424%, 
в 2х о 
= в [2 — Зуя — (9-е — 1) баг | 924%, 
а. 
-® 2 
р 93фг } 98Фт? 
р: \ [< — 1) бов + (У— %) (#— 20) ат | 43 4$, 
—п0 
+в 2= 
р \ д Фи? 92ФЕЁ 
РЕ [25а 9-29 “рае | 2244, 
—п 0 
откуда 
2 оо 3 (2 — о) 6? ——_ в 
и = Рерие в - 7 ‚(ага + 
0 —©< 
С ее [отр (07 
мы 
Пи 
2 -Есо ту т 
О щие д 29 — а Л (2) 4246. 
0 —®= 


Применяя прежнее преобразование, получим: 


1 1 
У —$ +3 ас- <? м Л (3) ас- 
р. =} У Ло (ас \ о (65) 


В лж] 


и, на основании (110), 


ИИ — 2 соз=. (130) 
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Далее, 51? = 0, так как под знаком. интеграла стоит нечетная функ- 


ция от у— %. Точно так же = 0. Подечитаем 6”: 


2 
1 == а \ \ бы. (=) о (=) 4:49 = 


то? 
о г 


к со 


- -( \ ы ел ‚ (2) чае = 2 я = 2 (с05< — 1). (434) 


9 —> 
Нетрудно видеть, что 653 и 6? обращаются в нуль в силу того, что 
иод интегралом у них будет стоять чистый‘нуль. Таким образом, 


и д ра 1 т и 
9х 


(132) 

Хо, Ис, 20, Ё 

Все интегралы А также равны нулю. Это следует из того, что при 
вычислении соответствующего &” под интегралом окажется нечетная 
функция от (5 — 2%). 

В интегралах ИИ и 617 под интегралом оказывается нечетная 
функция от у--У, и поэтому эти интегралы также обращаются в нуль 

Остается подсчитать интегралы 2112 и 7». Для 612 получим 


А 25 
Бе = Ша | а — 2) (у- у) (у -- оу] ааа = 
АО 
21 оо ; 
= ( ( к 20) (у — Уз)" _ 13 аи ии" | 91 т =". 4: 4® = 
ег | р” Е 
0 со 
1 
: Зо (бт) О - 
Е я 2 ` Е 2 $ с. | 
тл ры кт (133} 
Далее, 
+ 2* 
я и \ \ [(= — 20) (у-- У) ши" - (у — у) ви | 484$ == 
ВО 
2т + оо 
:> | ( ее (у— и)* , Зум) и 7 (©)- 
== ога | ога р‘ 0 г 
@ —© 
(оу мо [ети [67 
сои (ан 
21% +0 
. ь 3 м. 2 а 2 
-\ ( {[ сы у) (у г (=). 
 —со 


ами (=) и (=) 


—— 
>, 
р 
>. 
$ 

| 
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или, на основании (110), 


| (134) 


112 121 ое 
Ау — у =0. (135} 
Соединяя все сказанное, будем иметь: 


Ка | {112 даа {123 — 20а 0Р. 
и: 


Хо» Ус, 20, Е 


Возвращаясь к формуле (112) и обозначая 


Ни (\\ РАО = Гл. зн. ц. \\} Ра. 


п—>0 Ол, т Ге] 
получим: 


о 
. д 
2х (то, Чо, 20, 1) 2 2к [- бу нь 5. | в -= 


0 Хо, У, 20,1 


1 


= Гл. зн. ц. К (2, ал) 14 - \ Га. зи, № [(&' Е) - а | 404. (136) 
о @ 


Воспользуемся первым из уравнений системы. Мы видим, что 


др д 


х 7 
оо 


Поставляя это выражение в (136), получим после несложных преоб- 
разсваний: 


1 3 1 | 
0х (20, Уо» 20, 40) = -5- к (2%, Ус» 2о› 0) Гл. зн. ц. т (>, ®л) | 40 - 


+ |, ЗЕ ГА. аи. ц. Ц (ви) + ив |}. (137) 
| вл [9] 


„Для того чтобы вычислить значение 9, (7, У, 20, ®), мы должны 


применить те же рассуждения к решению И. Легко заметить, что тот 
же результат можно получить из (137), заменив у на —уи %,— на 
—%,. Меняя при этом ролями переменные & и У, мы получим нужный 
результат. Таким образом, окончательно имеем: 


И ы Е 
Фу (о Ув» доз 10) = - 0у (2% У 2, 0) + Гл. зн. . =} (©, #1) 40 
[9 


И 


-- \ [р Рь- -- Гл. зн. ц. м (вот! В) -- 918] — Е. (138) 


0 Г 


42 С. Л. СОБОЛЕВ 


$ 12. Вычиеление %, 


Переходим к вычислению 5,. С этой целью применим опять формулу 


(71) к неизвестному решению и функции ®\И в той же области О», „. 
Мы получим: 


№ ©, =) |_ а2— \\} ©, | во | [ \\ (реш аи», ) 5 @ = 
Зал г Элл = й 


Эл, т 


[№ [наи 54948] 408 | (139) 


бл, 


Перейдем в этой формуле к пределу при #0 и вычислим 


Пи № (©, %)| ао (140) 
И 
1, 
НШ [2 (рай + Фин) 45 аи. (144) 


ы 
Заметим, что при #{ =& компоненты вектора &\!! принимают значе- 
НИЧ: 


рт —__ Ь) 
Хх дп д’ чае ду д’ = (142) 


пт Эл, В, 


где п — направление внутренней по отношению к 9, „ нормали к по- 
верхности 5», „. Последний интеграл переписывается так: 


2" 


\ т —; 45 =— С. о 26 ва = 
> 


Эт —^ 
т 
№ 
0 


Первое слагаемое в этой формуле имеет своим пределом нуль, так 
как при -—0 подинтегральная функция ограничена, а область интег- 


рирования уничтожается. Второе и третье слагаемые представляются 
в виде: 


> 


2к 
трара — \ 


0 


2=20 +В гЗ % 2=2—1 с рараз. 


=. —3 


2" 
пе рараз те 


0 


р 
|, т ЕО т о4о 45 — 


2°,1 


=-—3 
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7 
ии, | п рараз -| 
2 х‹, Ш, 2 126х207 Ё 731 0 т ] 

0 


20-} 
| 


т 
И ра 
—- \ 2 | хо, и, й: 
0 


20— 


1 


й 
ее к, 
Хо, У, 20, ) 73 р 424$. 


Подинтегральная функция в двух последних интегралах сколь угод- 


но мала в силу непрерывности функции 9,..Два первых интеграла 
представляют собой произведение 


20: (2%, У, 20, в), 


где ® — телесный угол, под которым видны верхнее и нижнее основа- 
ния цилиндра из начала координат. Отсюда заключаем, что 


д 
|1 \ % —- 45 = — 49, ($, Уз, 3%, &). (143) 


п—0, < 


1 
тр 


Мы видим, что предел оказался в этом случае в два раза больше, 
чем в случае, когда мы переходим к пределу по 1. 

Вычислим предел интеграла (141), воспользовавшись при этом 
прежними обозначениями. Как и раньше, имеем: 


тн 10 


Но | Ц (ры + 94%, 45 |: АВ, 2144) 


0 
где опять 


87 — а \\ 47, с0з п2 5, 
й—>0 Зв, 


# = Нм \ 73 с0з п2 45. 
ая 


о вполне понятным соображениям интегралы 1 и 11 имеют преде- 
лом нуль: на верхней и нижней плоскости оснований %, и %у не участ- 
вуют, а интегралы по боковым поверхностям стремятся к нулю. Таким 
образом, нам нужно подсчитать 181, 182, #31 и #3. 

Для 133 имеем: 


дФШ 
не] —5; ВараФ= 


2 

3—1 | 

из == а АТ, ль 
й—>0 г. 


Е к И |, Хо, Ш, 20, | | т ь Сы о | 4 у 


со 


`р а 
Же 10, ий \ == Ло (=) ар. 
0 
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С 
а 
:. 2С> р 
Е о ро 
ГР а У1— У1— < 
2 
и“) 40 5 Аа Л 
У — 
Ири этом 
‚| 
с Со (бт) ас 
[88 — тез (1%, Чо» 2, и 
0 
вело, Фо ры: (142) 
Очевидно, что 
ти 
{ = | дви 
В — т ее 
пе нана 
90 
42123 . ь 
== == Ато, (5%, Чо, 20, ) < (146) 
и, следовательно, 
А =) (147) 


Для Того чтобы полностью закончить наше исследование, нам ое- 
тается подсчитать АЗ! и АЗ. | 
Положим опять 


о 


пм. 


Ор | 
Хо, Ио» 20 1 (у ы о) ду р Ире 


Ор 


Не (2 о) = 


ох 


Хо» Ув, 20 


др м 9 
а ив 985 + Ц [риа 9—2) - 
Эпл 
Ор д й 
и №) @- 29 | ®. 45. 


Второй интеграл имеет своим пределом нуль, так как подинте- 
гральная функция содержит множитель, в окрестности точки 2%, Ух, 2 
не превосходящий гд(й), где 8(й)--0, а множитель 9» при $ —2 == 
и 2—2 =—-А имеет одинаковые по величине, но разные по знаку 
значения. 

Из всего первого интеграла только один член имеет предел, кото- 
рый может оказаться отличным от нуля, а именно: 


\ (= -- 2) 52 0,45. 
Эрл 


Остальные члены обращаются в нуль, ибо ®„ имеет при 2 = + й зна 
чения, различные по знаку, а интегралы по боковым поверхностям — 
нули из-за печетности этой функции, умноженной на (5 — 2.) и (у— %). 
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Нодечитаем 


фе о-в 


п—>0 
Эви 
ы 
т: С др < 
А — ПМ (2 — 20) — 1031 45. 
2 #—>0 92 е 
м, т 
После проетых преобразований получим: 
{33 „ Эра 
= с (<), 
е 92 — Чо. 25 ( ) 
хде 


о 
2 


ла — © р 2 Са 
ых - == Чо (51) а 


8 (1 — аш 2 СЛь (С) аб 


Е Зиае 9-28 Н- 
а (ао (бт) & с (-—®) Чо (5) т 
: еек ие 

0 у ‘ 


3 силу (110), находим: 


Далес, 


Следовательно, 


Ш ) | \ (рот -- дв) а5 4 = (). 


(148) 
"90 Эл т 
Возвращаясь к формуле (139), введем еще одно обозначение. Поло- 
ким 
Ни \\\ ЧО = Гл. зн. д. \\\ као. (149) 
и —09 © 
Зв. т - 


Переходя к пределу в (139), получим: 
пе Ира ав» 18) = Г. ВН, \ (г, и!П)| а@= 
“о | =0 


- ЗН. КА кет) ею} 4 


<’ ‹ 
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или окончательно 


И = + Гл. зн. д. К (©, ли) ао -- 
|] 10 
{ 
7. 1 \ { гл. вн, д. № (отм, Е) + д] 40] 4. (150% 
0 о 


Тем самым наша задача решена полностью. 


$ 13. Задача Коши для уравнения четвертого порядка 


Уравнение 
2 . 
о (154 


представляет самостоятельный интерес. Рассмотрим задачу Коши для 
этого уравнения в неограниченной среде, т. е. задачу об отыскании ре- 
щения этого уравнения, удовлетворяющего условиям: 


ди 


и [1-0 = 0, Е 


= и). (152} 


Эта задача имеет ряд интересных особенностей, и мы укажем, как 
она может быть решена в явном виде. С этой целью построим прежде 
всего формулу, аналогичную формуле Грина. Мы получим: 


[= | о) ке “9 


08 дл ЕТ 928 / —- 
—_@ Ди ди ди 0% 9 д [ди 0% 93% 
=: | 2 — Аи я и. [9% 9 бей | + 3 [5% ди ия 76 
д [ди [02% д [0 
ЕЯ 5 [5х (= 92 5 и) 93 ча ( 02 *: О] | (153) 


Интегрируя эту формулу по объему ©, ограниченному поверхностью 5, 
будем иметь: 


\ рее ира еее меш 
А Че 


+( Пя вы + (ие 0495) 08 из] 45. (154) 
0 


Формула (154) выведена нами в предположении, что область © огра- 
ничена. Эта формула сохраняет, однако, свою силу и в том случае, 
когда область О содержит бесконечно далекую точку, если, например, 


02% 
функции и, ®, ит 


первого порядка по координатам — как ->>- 


убывают на бесконечности как их производные 


а, 


В, а производные второго порядка 


1 
по координатам — как В. 
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4 


Доказательство этой формулы вытекает из элементарного предельного 
перехода. 


Пусть и — интересующее нас решение уравнения (151). Положим 


ФЕ (2) (155) 


и применим формулу (154) к объему О», ., полученному исключением из 
всего пространства цилиндра 69»,„, радиуса \ и высоты 2й, описанного 
вокруг точки #25, У, 20. Переходя затем к пределу при стромлении бу» 
к точке 2%, У» 25, т. е., например, при 1-—>0, получим: 


о 
трея мере ыа) 
А . = (=) 5 м. [--= ( о ке 


т Ё я = (е =] . я =) = с03 иг} 4$ 4. (156) 


В данном случае предел, как легко видеть, не зависит от способа 


сжимания поверхности 5, з› Так как все интегралы существуют не только 
в смысле главного значения. 


Вычисляем порознь каждое слагаемое правой части нашего равенства. 
При = 4, очевидно, 


ани аа] ное 


Таким образом, первое слагаемое правой части (156) будет иметь вид 


= мо — 4ки (%, У, 20, &). 
п 


Второе слагаемое перепишется в виде 
И | , 
Па 
а 


Покажем, что предел последнего интеграла равен нулю. Прежде всего 
очевидно, что в пределе обращаются в нуль члены, содержащие со0з пд, 
так как с0$72 отличен от нуля лишь на малых торцах нашего цилиндра. 
Нетрудно видеть, что предел 


пы] 6-. м 


пт 
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ди ‚ 
Это гледует низ того, что величина 2 ограничена, а величина 


Га =“ 
ны. - 


имеет порядок ка . Вычислим предел последнего остающегоеся слагаемого. 
г 


Простыми рассуждениями убеждаемся в том, что 


ть (\ и-атан |-> 2 (2) 45} 4 = 


21,1 


г а 9) 45. 
та \ й (хо, Чо» 20; 1) тии \ де д? [ е 53 (ь р 


я пт 


Кроме. того, 


с 21 [ел -вл (=) вел (=) а: - 


3 1 , ре 
4 О Е 
тр ее + а 1 —= ©. 


что и требовалось доказать. 

После этих замечаний мы можем перейти к иределу в формуле (156). 
Перенося известные ‘члены в одну часть и деля на Ал, мы получим 
окончательный результат: 


н (%о, Уз, 3%, №) == :- № у То {в С Ам, ЗЕ —. = (еды, во и 
ы {\\ -- = (о С =) Ф 20 а. (158) 


Формула (158) дает ответ на поставленную задачу. Нам остается 
проверить, что мы действительно получили релтение задачи. 
| ; 


$ 14. Проверка полученного решения 


Для проверки полученного решения ламетим прежде всего, что до- 
статочно проверить существование решения ири однородных условиях. 
Действительно, функция © == и -— и, —-., очевидно, будет удовлетворять 
новому неоднородному уравнению и однородным граничным условиям. 

При некоторых естественных ограничениях на Ф функция и, опредс- 
ляемая формулой (158), будет иметь неирерывиые производные по коор- 
динатам и времени до нужного порядка. 
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Докажем, что функция и будет удовлетворять уравнению (151). Пусть 
$ (5, у, 2, 8) — произвольная неограниченно дифференцируемая функция, 
равная нулю всюду вне объема Г.,. Для этой функции справедливо 


тождество 
$ (т, Чо» 20, №) = -=\ А = = (° 


если только область У}, имеет координату # в любой точке, меньшую, 
чем 7. 

Это тождество может быть получено из формулы (158), если поло- 
жить там & =Т —&. 

Умножая обе части (159) на Ф (2%, уз, 20, &) и интегриру» по веему 
пространству 2%, у, 2, &, получим: 


—° [д 2] 4, (159) 


КАД би фу ль ув, — 
7 А - Е ( ыы [4 (г, 9, 2, 0 Ф (2, Уь 2, 4) 40 40, @ 4. 
Т>Ы 


Превратим этот интеграл в повторный, совершая интегрирование по 
1%, Уо, 20, & внутри, а внешнее интегрирование выполняя по хх, у, &,6.. 
Мы получим 


А ф (то, Ус, 20, 6) Ф (о, Ус, 2, 6) 40, ЧЕ, Е М\ [и (х, У, 2, 1) и (х, у, 3, 1) ао (71 
или после интегрирования по частям: 
КАД осеь, ук 2 9) [Би — ФУ аль = 0. (160) 


Это интегральное соотношение имеет место тождественно при любых 1, 
отк: _а следует: 
Ги. = Ф 


что и требовалось доказать. 


$ 15. Некоторые качественные следствия полученных формул 


Как мы видим, решение всех наших задач тесно связано с функцией 


У=- (1 —) = (303. (161) 
Из этой функции и некоторых других, принадлежащих к тому же типу, 
мы построили общее решение всех этих задач. 

Проследим, как изменяется функция У с течением времени. Рас- 
смотрим сферу постоянного радиуса. На этой сфере функция У будет 
в каждый момент времени зависеть только от полярного угла 9. Аргу- 
мент бесселевой функции /, будет на сфере меняться от 0 до &. С уве- 
личением времени все больше и больше волн, создаваемых максимумами 
и минимумами бесселевой функции, будет укладываться на промежутке 
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от полюса до экватора сферы. Волны будут как бы возникать на эква- 
торе и затем передвигаться по направлению к полюсу, накапливаясь 
при этом на сфере, но не исчезая. Таким образом, из крупных длинных 
волн будут образовываться все более и более короткие. 

Такое образование коротких волн из длинных, как нам кажется, 
представляет интерес. 


Поступило 
14.УП.1953 
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ОБОБЩЕННЫЕ РЕЗОЛЬВЕНТЫ СИММЕТРИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе рассматриваются свойства, характеризующие обобщенные 
резольвенты симметрических операторов. Устанавливается формула обоб- 
щенных резольвент, удобная для фактического построения спектраль- 
ных функций симметрических операторов с плотной областью определе- 
ния. 


Настоящая работа содержит некоторые новые результаты, относя- 
щиеся к теории спектральных функций и обобщенных резольвент за- 
мкнутого симметрического оператора с неплотной (в общем случае) 
областью определения в данном унитарном пространстве Н. Наряду 
с этим в работу входят с отдельными более или менее значительными 
изменениями теоремы об обобщенных резольвентах плотно заданного 
симметрического оператора, кратко изложенные в работах (13), (13). 
Однако упомянутые теоремы получены здесь более простым путем, чем 
раньше. 

Важную роль в работе играет теорема 3 о характеристических свой- 
ствах обобщенных резольвент замкнуто1о симметрического оператора, 
область определения которого не предполагается плотной в Н. Поскольку 
в теореме 3 более существенным является вопрос о достаточности ука- 
занных там условий, мы старались не включать в эти условия излиш- 
них требований, в связи с чем понадобилось несколько вспомогательных 
предложений. Самое доказательство достаточности условий теоремы 3 
основано на таких же соображениях, как, например, вывод интеграль- 
ного представления самосопряженного оператора и его резольвенты, 
данный в книге Н. И. Ахиезера и И. М. Глазмана [см. (1), стр. 240—253]. 

Теоремы 4—6 отличаются от соответствующих предложений, устано- 
вленных в (18), (19), тем, что отдельные условия в них упрощены, осла- 
блены или отброшены. 

Теорема 7 об общей формуле резольвент замкнутого симметрического 
оператора с плотной областью определения была установлена в (1), 
однако там для вывода формулы пришлось использовать не только 
основные теоремы М. А. Наймарка о спектральных функциях и само- 
сопряженных расширениях, изложенные в его работе (°), но и ряд дру- 
гих, довольно сложных предложений из работ автора (15) — (*). Отме- 
тим, что для плотно заданного симметрического оператора в том частном 
случае, когда оба дефектных числа оператора равны единице, формула 
обобщенных резольвент была впервые установлена М. А. Наймарком 
в (15) и другим путем — М. Г. Крейном в (“). 

4* 
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В работе (5) М. Г. Крейн решил этот вопрос и для оператора с рав- 
ными конечными дефектными числами. Для случая любых конечных 
дефектных чисел формула обобщенных резольвент была построена в (1). 
Формула обобщенных резольвент плотно заданного симметрического 
оператора с любыми дефектными числами была получена в (1?). В (18) этой 
формуле был придан более простой вид. 

В заключение заметим, что в настоящей статье мы придерживаемся 
в основном терминологии и обозначении, принятых в книге Н. И. Ахие- 
зера и И. М. Глазмана (1). 


$ 1. Основные определения. Обобщение теоремы М. А. Наймарка 
о спектральных функциях симметрического оператора 


1. Пусть А — замкнутый симметрический оператор в унитарном иро- 
странстве Н. Область определения Рд оператора А не предполагается 
плотной в Н. 

Определение 1. Обобщенное разложение единицы ЕЁ; (— ®<{- 
< -+ <<) в Н* называется спектральной функцией оператора 4, если 
для любого } 6 Ра 


аа \ га (1.1) 
- - 
АР = | 2а(Еу, 7. (1.2) 


Отметим, что сильная сходимость интеграла в правой части формулы 
(1.1) вытекает уже из сходимости интеграла в равенстве (1.2). 

Нетрудно видеть, что всякий замкнутый симметрический оператор А 
в Н имеет спектральную функцию. Действительно, как показал 
М. Л. Красносельский [см. (2), а также (3), теорема 7], такой оператор 
допускает самосопряженное расширение А в некотором объемлющем про- 
странстве НН. 

Пусть Ё, — спектральная функция оператора А. Рассмотрим семейство 
операторов Е; в Н, определенных формулой 


Ей = РЕй (ВЕН), (1.3) 


где Р — оператор ортогонального проектирования в Н на Н. Семейство 
Е: и является спектральной функцией оператора 4. 


* Напомним `.эз обобщенным разложением единицы называется однонараметри- 
ческов сг``^” 7? операторов #, (—с0 << -- ©), удовлетворяющее следующим 
Уусловиным [см. (1), стр. 359]: | 

1) при &>ы разность В, — Е; есть ограниченный положительный оператор; 

2) В, =Е;; 

Я =0 Е =, 


©) ) о 
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Указанный прием построения спектральных функций оператора А. 
является общим. Это вытекает из известной теоремы М. А. Наймарка 
об обобщенном разложении единицы [см., например, (1), стр. 359—366]. 
Таким образом, справедливо следующее предложение, представляющее 
простое обобщение теоремы М. А. Наймарка о спектральных функциях 
симметрического оператора с плотной областью определения [см. (9), тео- 
рема 5 или (1), стр. 371—372]: 

ТЕОРЕМА 1. Семейство операторов Е, (— < <1< + оо) в Н яв- 
ляется спектральной функцией замкнутого симметрического оператора 
Ав Н (с плотной или неплотной областью определения — безразлично) 
тогда и только тогда, когда оно допускает представление (1.3), где Е, — 
спектральная функция какого-либо самосопряженного расширения А 
оператора А в объемлющем пространстве ЯЗ Р — оператор орто- 
гонального проектирования в Н на Н. 

2. Определение 2. Обобщенной резольвентой замкнутого симмет- 
рического оператора А называется семейство операторов В), определен- 
ных при любом невещественном Х формулой 


1—) ? 


о 


ей 
№ = | (1.4) 


где ЕЁ; — какая-либо спектральная функция оператора А. 

Каково бы ни было невещественное число ^, интеграл в (1.4) суще- 
ствует не только в смысле сильной, но и равномерной сходимости опе- 
раторов, и А» является ограниченным оператором, определенным всюду 
вы". 

Таким образом, каждой спектральной функции Ё; симметрического 
оператора А соответствует некоторая обобщенная резольвента А». Зная 
обобщенную резольвенту, можно при помощи известной формулы обра- 
щения [см., например, (1?), стр. 92—95] восстановить соответствующую 
спектральную функцию. Этим обусловлена важная роль обобщенных 
резольвент в теории спектральных функций. 

Из формулы (1.4) и теоремы 1 вытекает следующее Бубдиовоние, 
обобщающее формулу М. А. Наймарка: 

ТЕОРЕМА 2. Семейство операторов ПВ) (Та Х = 0), действующих в Н, 
является обобщенной резолъвентой замкнутого симметрического оператора 
Ав Н тогда и только тогда, когда оно допускает представление 


В —Р(А—АЕь ЦЕН), (1.5) 


где А — некоторое самосопряженное расширение в НО Н оператора А, 


а Р— оператор ортогонального проектирования в Н на Н **. 


* Этот факт сразу следует из аналогичного предложения для ортогонального 
разложения единицы и упомянутой выше теоремы М. А. Наймарка об обобщенном 
разложении единицы, но может быть доказан также непосредственно. 

** Для симметрического оператора с плотной областью определения формула 
(1.5) дана М. А. Наймарком в ре (10); она п^посредетвенно следует из резуль- 
татов его работы (3). 
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Пользуясь символикой, принятой в (1), будем на протяжении всей 
работы обозначать область значений оператора А — ЛЕ при любом ^ через 
АА (^). 

Отметим простое следствие теоремы 2. 

Следствие. Если В; есть обобщенная резольвента] оператора А, 
то при любом невещественном \Х и любом ЕДА (\) 


Вай = (АЕ), (1.6) 


т. е. В) является расширением оператора (А— ХЕ)". 

Формула (1.5) мало удобна для фактического построения обобщенных 
резольвент, ибо требует предварительного построения самосопряженных 
расширений оператора А с выходом из пространства Н. Кроме того, 
различным самосопряженным расширениям может соответствовать одна и 
та же обобщенная резольвента. 


$ 2. Некоторые "свойства обобщенных резольвент 
1. Пусть попрежнему А — замкнутый симметрический оператор в уни- 
тарном пространстве Н и В, — его обобщенная резольвента. Обозначая 
через А) резольвенту действующего в НЫ Н самосопряженного расши- 
рения А оператора А, 
В, = (А— ХЕ) \, 
мы можем формуле (1.5) придать вид: 


Вь = РА (ВЕН), (2.1) 


где, как и раньше, Р обозначает оператор ортогонального проектирова- 
ния в Н на Н. 

Отметим некоторые свойства обобщенных резольвент, вытекающие из 
формулы (2.1) и соответствующих свойств резольвенты Й) самосопряжен- 
ного оператора. 

1) Каковы бы ни были невещественные числа Х и в, для любого 
элемента } из области значений ДАл(^) оператора А — ХЕ справедливо 
равенство: 


(В, — В) = (в —^) В, В»/, (2.2) 


Для доказательства рассмотрим известное функциональное уравнение 
резольвенты 


В —А = (и—^) р В). | (2.3) 
Так как для всякого } 6 ДА (\) 
В, / = (А—^ЛЕ) ЕН, 
то, согласно (2.1), 


В} =В (Ал 0). ° (2.4) 
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Умножим обе части соотношения (2.3) на оператор Р слева и применим 
полученное операторное равенство к элементу }Е Дл ()^). Тогда, прини- 
мая во внимание (2.1) и (2.4), придем к равенству (2.2). 

2) При любом невещественном ) и любом ВЕН 


ИВР < - а (Вой, 1), (2.5) 


где л = Па^. 
Действительно, для резольвенты А) имеет место формула 


Ав = —— Ша (ВЛ, 1), (2.6) 


которую легко получить, например, из (2.3), полагая ь =Х и принимая 
во внимание соотношение: 


* — 


НС 
Но, в силу (2.1), для любого ЙЕН 
АТ: 


(Вой, №) = (ВВ, №). 


Сопоставляя два последних соотношения и формулу (2.6), получим (2.5). 
3) В» есть регулярная операторная функция от Х в верхней, а также 
в нижней полуплоскости *. 
Это свойство непосредственно следует из аналогичного свойства ре- 


зольвенты В) и формулы (2.1). 
4) Если 


Ао м» (=...) 


— последовательность невещественных чисел, удовлетворяющая условиям: 


Ш А» = со, вр 2% | < ое, (2) 
то при п-> со 


аи (2.8) 


в смысле сильной сходимости. 
Для доказательства нашего утверждения достаточно снова сослаться 
на формулу (2.1) и на аналогичное свойство. резольвенты Й,, согласно 


которому 
^, В,й->-—й (ПЕЙ) (2.9) 


* Для ограниченных линейных операторов понятия регулярной операторной 
функции в смысле слабой, сильной, а также равномерной сходимости, как известно, 


‹овпадают [см., например, (13), стр. 74—76]. 
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для любой последовательности, удовлетворяющей условиям (2.7) *. 
# 
5) При любом невещественном ) справедливо равенство А) = А; . Это 
ыы 9 
свойство непосредственно следует из равенства В, = Н ; и формулы (2.1). 
6) Для всякого невещественного’ ^ из В›/ = 0 следует {= 0. 
Для доказательства представим резольвенту А» в виде 


№, == [(А— 8) (А-В)? — Е]. (2.10) 


Пусть /6Н. Умножая обе части (2.10) на оператор Р слева и при- 
нимая во внимание (2.1), получим: 


вия [Р4Я— КЕ) (А—28) У). 


Предположим, что А›} = 0; тогда 
Р(А—ХЕ)(А— Е) =, 
откуда, в силу унитарности оператора (А Ай) (А я следует, что 
(А-В) (ААВ УЧ= 


Из последнего равенства, согласно (2.10), вытекает, что В›/ =0 и, сле- 
довательно, } = 0, что и требовалось доказать. Впрочем, рассматриваемое 
свойство является следствием свойств 2)—4) семейства А) (см. $4, дока- 
зательство теоремы 3). 

2. Все перечисленные в п. 1 свойства обобщенных резольвент, за 
исключением свойства 41), выражены в терминах, вполне определяемых 
этими резольвентами, т. е. являются их внутренними свойствами. Что 
касается свойства 1), то там речь идет не только об обобщенной резоль- 
венте, но и о подпространствах Ал (/^), определяемых оператором А. 
В связи с этим мы видоизменим формулировку свойства 1) так, чтобы не 
ставить рассматриваемых подпространств в зависимость от оператора А. 

Предварительно напомним некоторые определения. 

Дефектным числом линейного многообразия ® в Н называется раз- 
мерность ортогонального дополнения к замыканию ® в Я. 


* Соотношение (2.9) можно доказать, например, при помощи уравнения (2.3). 
Действительно, фиксируя в (2.3) ^ = № и полагая и =, (п =1,2,...), находим 


Я,=—А,+А, +В, Ё,, . 


Так как | | =_ и в силу (2.7) Пм т„=о0, то отсюда следует, что. 
“т п >со , 
^ Ву, В), На 
Итак, для любого } 6 В.Н ^„В„)—> — 7. Но многообразие элементов } указан-- 
ного вида плотно в Н, ибо Н, Н = Ох. Таким образом, соотношение (2.9) доказано: 
для плотного в Я многообразия. Так как, кроме того, в силу (2.7), 


ый ба | 


ры, |< 


т 
п т 


где М — некоторое фиксированное число, то (2.9) справедливо на всем Й. 
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Если А — симметрический оператор, то, как известно, дефектное число 
многообразия Дл (^) одинаково для всех невещественных ^, принадлежа- 
щих одной и той же полуплоскости (верхней или нижней), и называется 
дефектным числом оператора А в этой полуплоскости. Поскольку в на- 
стоящей работе оператор А предполагается замкнутым, то при любом 
невещественном Х Дл ()^) является подпространством. 

Зафиксировав какое-нибудь невещественное »,, положим ® = Ал (№). 
Дефектное число т подпространства ® есть дефектное число оператора А 
в полуплоскости П, содержащей точку №. 

Для любого невещественного Х имеем: 


АА (^) = (А—^Е) (А —№Е) "8 =[Е + (^—^)(А— Е) 8, 


откуда, принимая во внимание (1.6), получаем: 
Дл (%) = [Е + (№ — 1) В». 8. 


Таким образом, взамен свойства 1) можно сформулировать следующее 
свойство обобщенных резольвент: 

1’) Для произвольного невещественного ), существует подпростран- 
ство ® с дефектным числом ш такое, что, каковы бы ни были невеще- 
ственные числа Х и р, при любом ]6[Ё- (0. —^)В,,] ® справедливо 
равенство (2.2). 

Ниже мы покажем, что условия 1"), 2)—5)* являются не только 
необходимыми, но и достаточными для того, чтобы заданное семейство 
В‚ служило обобщенной резольвентой некоторого замкнутого симметри- 
ческого оператора с дефектным числом ш в полуплоскости П. Более 
того, одна из задач, какие мы перед собой ставим в настоящей работе, 
заключается в: том, чтобы показать, что некоторые из этих условий 
можно значительно ослабить. Именно в связи с такой постановкой вопроса 
нам понадобится несколько вспомогательных предложений, к рассморе- 
нию которых мы сейчас и приступаем. 


8 3. Всепомо: ательные предложения 


ЛЕММА 1. Пусть В) — семейство линейных ограниченных операто- 
ров, действующих в унитарном пространстве Н (Эв, =Н) и зависящих 
от комплексного параметра », который пробегает какое-либо множе- 
ство А в комплексной плоскости. 

Пусть, далее, для некоторого. „Е Л существует такое подп ростран- 
ство ®СН, что для любого ЕЛ и любого }6® 


В, } — В», } = (в — №) В, В», /. (3.1) 


* Свойство 6), как мы отмечали, является следствием свойств 2)—4) семейства 
В) (см. доказательство теоремы 3) 
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Тогда при любом ХЕЛ многообразие %®, = [Е + (№ —^) В),] ® является 
подпространством и для любых в, у ЕЛ и ИЕ®, справедливы равенства: 


ПВА ЛА, ВА (3.2) 
[ЕН УВ Е+НО-фв в =[Е+О—)В]*. = 6.3) 


Доказательство. Пусть ]/6%. Тогда из (3.1) следует: 


В, [Е + 0% —в) В] /= В. (3.4) 
Принимая во внимание последнее равенство, получим: 


В, [Е + (№ — ^)В»,] } = Вы [Е + (№ — в) В] 7+ (2 —^) В, В») = 
= В + (( —№А, В», 


ВЕ +В В,ВЬ. (3.5) 


Положим 
й = [Е + (№ -—^)В).]Ё (169). 


Тогда, заменяя в (3.4) в на ^, имеем: 
В». = В} : 


Из (3.5) и двух последних равенств непосредственно вытекает равенство 
{3.2), которое, таким образом, установлено для любого ИЕ®), ибо элемент 
] был взят в ® произвольно. 

Принимая во внимание (3.2), получим для й6®): 


[ЕКО -УВАО- В Ы— 
—@& (ВВ) =Ь+А-УВ 


и равенетво (3.3) также доказано. 

Остается доказать, что линейное многообразие ®; == [Е -{ (№ — ^) В,.] ® 
явЛЯется^ Подпространством, т. е. что оно замкнуто. С этой целью рас- 
смотрим справедливое для любого ХЕЛ равенство 


[Е + © — №) В [Е + 0—2) В] =] (168), (3.6) 


которое м жно получить из (3.3), если заменить там \ иуна )\, а |* — 
на ^ (впрочем, (3.6) следует также непосредственно из (3.1)). Поскольку 
операторы А, и В), ограничены, а многообразие ® замкнуто, то на осно- 
вании равенства (3.6) легко заключить, что многообразие [Е (№ —^) В). ] 8 
также замкнуто. Лемма доказана. 

ЛЕММА 2. Пусть семейство линейных операторов В), действующих 
в Н(Вв, =Н) и зависящих от невещественного параметра \, удовле- 
творяет следующим условиям: 

1) для некоторого невещественного №№ имеется такое подпростран- 
ство 8, что для любого невещественного в и любого }Е® справедливо 
‚равенство (3.1); 
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2) для любого невещественного \, принадлежащего одной из полу- 
плоскостей (верхней или нижней), 


Пусть при любом невещественном \ оператор И) определяется фор- 
мулой: 
И =Е+О—А)В,. (3.8) 


Тогда для любого невещественного \ и любых 8ЕН, ВЕ® = 
= [Е + (№ —^) В,,] ® имеет место равенство 


Доказательство. Прежде всего заметим, что из справедливости 
‘равенства (3.7) для значений ) в одной полуплоскости следует его 
справедливость и в другой полуплоскости. Так как оператор В) (па Х = 0) 
вместе со своим сопряженным определен всюду в Н, то он, согласно 
известному критерию [см. (1), стр. 75], ограничен. Таким образом, се- 
мейство А) удовлетворяет условиям леммы 1 и, следовательно, имеет 
‘место равенство (3.3). 

Полагая в (3.3) в =), у=^, получим: 


[Е +0-ЕЕ+О-ХВАЬ=ВЬ (16%). 


Принимая во внимание (3.7) и (3.8), перепишем последнее равенство 
в виде: 
ИА = А (16®,), 


откуда непосредственно вытекает (3.9). Лемма доказана. 
Замечание. В условиях леммы 2 для всякого невещественного }. 


справедливо, в силу (3.9), равенство: 


ПОВ] = В (#6). (3.10) 
В силу легко проверяемого тождества 


[Е +0 —^) В] 8} = 
ЕР 4 Ве — ма (Вв, в] (ЕН), (3.11) 


тде х = Пп^, равенство (3.10) равносильно равенству: 
|[Вв |? = п (Юй, ®) (6%), (3.42) 


‘которое, впрочем, можно установить непосредственно. 
ЛЕММА 3. Пусть семейство линейных операторов В) — такое же, 
хак в лемме 2. Тогда, каковы бы ни были невещественные числа » и в, 
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принадлежащие одной и той же полуплоскости (верхней или нижней), 
пересечение подпространств 


® = [Е + (и —^) В ®* и %, = НО [Е (№ — в) В] = НО» 


состоит из нулевого элемента, ® 1%» = (0), а прямая сумма этих под- 
пространств совпадает с Н, ®% + %,=Н. 

Доказательство. Как мы уже отмечали при доказательстве 
предыдущей леммы, семейство А, удовлетворяет условиям леммы 1. 
Заменяя в (3.3) \ и у соответственно на № и ^ и замечая, что Я», =®, 
получим: 


[Е (#2 — ХВ [Е (№ —в) В/У = [Е + % —№№17 (6%), 
откуда видно, что оператор Е + (1 —*) В, отображает ®&, на ®», т. е. 
[Е + (р — ^) Вы] 8, = ®. (3.13) 


Заменим в (3.8) \ на в и выразим А, через Ок: 


1 
[Оз == =(0,— Е). 
и-в 

Тогда 


Еф А,= 


= 


№ - МЕ — №04. (3.14) 


Обозначим через (, оператор ортогонального проектирования в Н 
на ®, и введем в рассмотрение оператор 


5, = [(. —в) Е + (# — № 0,0. (3.15) 


иби 


Сопоставляя (3.14) и (3.15), заключаем, что на подпространстве %®, опе- 
ратор 5»,„ совпадает с оператором Е -|- (+. —^№)В, и, следовательно, 
согласно (3.13), 


В) и == “›. (3.16) 


Из формулы (3.15) непосредственно видно, что на подпространстве 9%, 


оператор 5»,„ совпадает с оператором 


—Ё А; следовательно, 
ибы 


О. (3.17) 


Покажем, что для оператора 5»,„ существует ограниченный обратный, 
определенный на всем Н. Заметим прежде всего, что, согласно (3.10), 


19, 9,81<|8| (ЕН). (3.18) 
Принимая во внимание (3.15) и (3.18), приходим к неравенству 


[15,8 |2 *|8| (ЕН), (3.19) 


* 3) есть подпространство в силу леммы 1. 
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где 


при этом А`>0, так как | — в < |) — р| в силу того, что \ и в при- 
надлежат одной полуплоскости. 

Поскольку оператор И»„О„ не превосходит, согласно (3.18), по норме 
единицы, то этим же свойством обладает оператор (И„О„); поэтому 


для оператора 


Збь = =—@- ВЕ (в — 0,0," 


также справедливо неравенство 


|5. 8|[>2*|8| (64). (3.20) 


Из (3.19) и (3.20) следует, что оператор 5х„ существует, ограничен и 
определен на всем Н * 

Теперь можно перейти к непосредственному доказательству утвержде- 
ний леммы. Достаточно установить, что всякий элемент ЕН допускает 
представление 


8=И-У, (3.21) 
где ЙЕ %), ФЕ%Х,, и что это представление единственно. 


Предположим, что разложение (3.21) имеет место. Применяя к обеим 
частям равенства (3.21) оператор 5хи, получим: 


и Э= ба оО = ди (3.22) 


Но, в силу (3.16), бой Е®,, а в силу (3.17), лиф Е. Из (3.22) тогда 
следует, что 


и Е - О» КУ 5, 
би = (Е — О) Эли, 
откуда 


В = 9, Ор и 8, (3.23) 
ф = 54. (Е — Он) бы 6. 


Итак, если элемент © допускает разложение (3.21), то оно единственно. 
Но, с другой стороны, каков бы ни был элемент 86 НП, элементы / и Ф, 
определенные формулами (3.23), входят, соглаено (3.16) и (3.17), соответ- 
ственно, в ®) и %,; равенство (3.21), как легко проверить, также имеет 
место. 

Таким образом, лемма доказана. 


Для наших це: тей достаточно было бы вместо неравенства (3.20) установить, 
что оператор в. „ удовлетворяет условию: из о и$ =0 следует 5 =0. 
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Замечание. Принимая во внимание (3.15), (3.18) и (3.23), полу- 
чаем для норм элементов й и ф разложения (3.21) следующие оценки: 


[< т 0, в) [& |, (3.24) 


[$ < (®, в) [8] 
где 


[^—& [+ А ц| 
т ^, Г кет ежи 
Е. 
ЛЕММА 4. Пусть семейство линейных операторов В» (ал = 0), 
действующих в Н (в, =Н), удовлетворяет условиям леммы 2 и, кроме 


того, условию: для любого невещественного »\ из полуплоскости П (верхней 
или нижней), содержащей №, и любого ЗЕ НО® 


[фр <-— ва(В,$, $), (3.25) 


где < = Ша^. Тогда для любого невещественного \ и любого 8 ЕН спра- 
ведливо неравенство 


Л 
| Вл 8 |? < — Па (В 6, 8). (3.26) 


т 


Доказательство. Заметим прежде всего, что подлежащее дока- 
зательству соотношение (3.26) равносильно, в силу тождества (3.11), 
неравенству 


19^81<|[8| ЕН), (3.27) 


где попрежнему И. = Е -| (^— Л) А;. В таком случае, согласно усло- 
вию (3.25), для любого ЕП и любого ФЕН © ® имеет место неравенство 


19$ [< 91: (3.28) 


Пусть 86 Н. Предположим сначала, что невещественное число Х при- 
надлежит полуплоскости П. Тогда, согласно лемме 3, 8 можно пред- 
ставить в виде 


в=А-Ф, 


где 
ПЕ ®, = [Е -- (0, —^) В], ФЕХ,, = О Н®. 
Принимая во внимание лемму 2, а также неравенство (3.28), получим 
[бл& = ((х№, Ох №) + (Оль, 0х) + (Оф, Ч Ь) + 
+ (ху, Ч») < (в, №) - (В, 4) + ($, №) + ($, $) = [8 Ё. 
Этим доказано, что соотношение (3.27) справедливо для любого ^ из 
полуплоскости П, т. е. что оператор Ох (ЕП) не превосходит по норме 
единицы. Но тогда и норма сопряженного оператора И» (ЕП) не пре- 
восходит единицы, и так как 
д =Е+О-Ю В =Е+ (А-В; =0,,, 


то соотношение (3.27) справедливо и в другой полуплоскости. 
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Лемма доказана. 

Следствие. Если семейство линейных операторов В) удовлетво- 
ряет условиям леммы 4, то при любом невещественном \. 

11 <-т, (3.29) 
[| 

где < = а). 

Действительно, принимая во внимание (3.26), имеем для любого 
ЕЛ: 
4 


[т] 


|8. [< 


[Ах в, < 88 


откуда 
1 


[т] 


< 


181 (ЕН). 


Замечание. Из доказательства леммы видно, что условие (3.25) 
можно ослабить. Достаточно потребовать, чтобы при любом невеще- 
ственном /^, принадлежащем одной из полуплоскостей, неравенство (3.25) 
выполнялось для любого ф6Е%, = Н (О)%®,, где р — некоторое невеще- 
ственное число, принадлежащее той же полуплоскости, что и \, причем в 
может зависеть от ^. Можно, в частности, также потребовать, чтобы 
неравенство (3.25) имело место для любого ФЕ»). В этом последнем 
случае не пришлось бы при доказательстве леммы 4 использовать 


лемму 3. 
ЛЕММА 5. Пусть семейство операторов. В» — такое же, как в 
лемме ди и = 0 + м, (п=1,2,...) — последовательность невеществен- 


ных чисел, удовлетворяющая условиям: 


НИЛА, = 50 - < + о. (3.30) 
Тогда для любого 8 6 Н».% 
Ни „А, 8 = — 8 (3.31) 


п —>с 


в смысле сильной сходимости. 
Доказательство. Из (3.30) следует, что Ша ти = со. Тогда, 


в силу (3.29), 
В», > 0 (3.32) 


(в смысле равномерной сходимости). 
Заметим, что согласно (3.29) и второму из условий (3.30) 


ПМ (п=60...)) 


А < < + 


где М — некоторое фиксированное число. Поэтому достаточно доказать 
(3.31) для любого элемента & вида 8 = В».} (16 ®). 
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Полагая в (3.1) р =), (п=1,2,...), после элементарного преобразо- 
вания придем к равенству: 


^.В»„В» = — В | - НЫ — №8 „В (п — ИА 2. со .)- 


При п-> оо два последних члена в правой части, в силу (3.32), стре- 
мятся к нулю пространства Н, и, следовательно, 


\„В‚Вл,/->— В) (16). 


^п 
„Лемма доказана. 
ЛЕММА 6. Если в условиях леммы 5 для всякого Е НО В),® 


Пи Аи (Аи®, $) = — ($, $), (3.33) 


71—00 


то при п> © 
В (3.34) 


{в смысле слабой сходимости). 
Доказательство. Пусть }ЕН. Представим } в виде 


ГЕН % 
где ЕЛ. ®, <ЕНО В),®. Тогда 


(А В», И д) а (^». В» 8, Л) + (^„ Вх, 8) Е (^„В» 3, $). (3.35) 


п! 
В силу леммы 5, 


Ш (м В»„8, /) = — (8, ) = —(, 8), 


%—со 


№ (\» Вл„$, &) = Ш ($, ^» Вх, в) = — ($, 8) =0. 
1—>со 


т п—>со 


Переходя в (3.35) к пределу при п-— со и принимая во внимание 
последние соотношения, а также (3.33), получим: 


а (В, ГО) = — (8, 8) г (+, $) ЕТ (7, ИЛ 
откуда, в силу произвольности }, следует (3.34). Лемма доказана. 

ЛЕММА 7. Пусть семейство линейных операторов В» (пах - 0), 
действующих в Н (Вв, = Н), удовлетворяет условиям леммы 2, а также 
условию: 

для любого 4ЕНОЗ ИН; есть регулярная векторная функция от ). 
в полуплоскости П, содержащей )\%. 

Тогда В» является регулярной операторной функцией от ). в каждой 
из полуплоскостей. 

Доказательство. Выше, при доказательстве леммы 2, мы уже 
отмечали, что каждый из операторов А» ограничен. В силу регуляр- 
ности векторной функции А ФЕНО)®) в полуплоскости П, какова бы 
ни была замкнутая область Г, содержащаяся внутри П, существует 
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такое положительное число Мг, что для любого \6Г и любого 
5еЕНО% 
|| Ахф || < Мг] +] *. (3.36) 


Из справедливого в условиях леммы 2 равенства (3.12) следует, что 
при любом невещественном ^ и любом #Е®, = [Е + (№ —^№)В,, ] ® имеет 
место неравенство 
1 


|7 | 


ПВ < ИРИ, (3.37) 


где < = Пил [ср. вывод неравенства (3.29)]. 
Теперь нетрудно убедиться в существовании такого №г, что для лю- 
бого ^ЕГ и любого ЕН 


Ио | < Мг |8 ||. (3.38) 
Действительно, согласно лемме 3, имеет место разложение 
=А+ У, 


где АЕ ®), 46 %;, = НО®. При этом, в силу (3.24), 


11 < м (А, №) |8 ||, 
< м, №) 81|, (3.39) 
где & 
т 1 — № | + | — | 
ПО Е, 
о аяяаСИ 


„Принимая во внимание соотношения (3.36), (3.37) и (3.39), получим: 


В 
18| 


+ Мг) 51. 


|8 |< ПА + | 8$ | < 
<т(, №) (= 


|*| 


ПВ Ме < 


Остается заметить, что при фиксированном № выражение 


т (^^) ИЕ тт Мг] 


[7 
есть ограниченная в области Г функция от )\; неравенство (3.38) таким 
образом доказано. 

Покажем, что, какова бы ни была точка ^, в полуплоскости П, опе- 
раторная функция К) непрерывна в точке Х, в смысле сильной сходи- 
мости. Взяв произвольный элемент $ ЕН, представим его, снова в силу 
леммы 3, в виде 

е=й, + %,, (3.40) 


* Действительно, для всякого ФЕН О ® норма ||В›)ф|]|, рассматриваемая как 
функция от ^, ограничена в Г. Так как, кроме того, в силу непрерывности каждого 
из операторов В, (^ 6 Г), || В;$ || является при любом ^ 6 Г непрерывным выпуклым 
функционалом в НО ®, то, как известно [см. (т), следотвие леммы относительно 
выпуклых функционалов, стр. 58—60], р (4) а сесть выпуклый непре- 


рывный функционал в НО ®, т. е. р($) <Мг||$| (ФЕНО ®), где Мр — неко- 
торое число. Отсюда следует (3.36). 


5 Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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где #4 Е, , 1 ЕХ,, = НО). Достаточно, очевидно, установить непре- 
рывность в точке ^, векторной функции А›й,, так как векторная функ- 
ция В›ф: непрерывна в силу регулярности. Семейство В» (Пи ^ = 0) удо- 
влетворяет условиям леммы 1; заменяя в (3.2) № и ^ соответственно на 
\ и №, получим: 


в, — Вай = (.—№) ВМ (6%). (3.41) 


Принимая во внимание (3.38), заключаем, что правая часть равенства 
(3.41) при ^—)^, стремится к нулю пространства Н, и, следовательно, 
В»›й, > Вх й,. Тем самым сильная непрерывность операторной функции 
В» в точке ^, доказана. 

Теперь уже нетрудно доказать и дифференцируемость (в смысле силь- 
ной сходимости) операторной функции В» в точке /,. Поскольку про- 
извольный элемент 86 Н можно представить в виде (3.40), а векторная 
функция А›{ф, регулярна в полуплоскости П, то достаточно установить, 
что в точке ^, дифференцируема векторная функция А»й, (2. 6%, ). Но 
это сразу следует из равенства (3.41), если разделить обе части на раз- 
ность Х — Л, (К = )^,) и учесть, что при ^—>^, ВВ, > В 1, в силу не- 
прерывности операторной функции К». Тем самым доказана регуляр- 
ность операторной функции В, в полуплоскости П, ибо точка Х, была 
выбрана в этой полуплоскости произвольно. Тогда регулярность опера- 
торной функции В, в другой полуплоскости следует непосредственно 
из равенства А» = ВУ. Лемма полностью доказана. 


$ 4. Теорема о характеристических свойствах 
обобщенных резольвент 


1. Результаты $ 2 и 3 позволяют установить следующее предложе- 
ние: 


ТЕОРЕМА 3. Для того чтобы семейство линейных операторов 
В»(па^ = 0), действующих в унитарном пространстве Н (в, =Н), яв- 
лялось обобщенной резольвентой некоторого замкнутого симметрического 


оператора с дефектным: числом т в полуплоскости П, необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялись следующие условия: 


ТГ) для некоторого невещественного № из полуплоскости П имеется 
подп ространство СН с дефектным числом т такое, что 
а) для любого невещественного р и любого } Е ® справедливо равенство 


В, / — В» / = (в — №) В, Вх}, (4.1) 


6) для любого невещественного \ из полуплоскости П и любого 
фЕНОЭ»® выполняется неравенство 


| № < = Ша (В$,5), 
где * = Та ^; 


в) для любого фЕ НО® В)$ есть регулярная векторная функция от № 
в полуплоскости П; 


ОБОБЩЕННЫЕ РЕЗОЛЬВЕНТЫ СИММЕТРИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ 67 


г) существует последовательность невещественных чисел \и = с, +- Мп 


(п=1,2,...), удовлетворяющая условиям 
. бл 

Ши и = осо, зар|— |< + о, 
п “п 


такая, что для любого ЕН ©) В» % 


Ни №» (В, 9) = — (9); 


п-+ со > 
П) для любого невещественного \. из полуплоскости П 
В. = Ва. (4.2) 


Доказательство. Необходимость всех перечисленных условий 
вытекает непосредственно из установленных в $ 2 свойств 1’), 2) —5)} 
обобщенной резольвенты. 

Обращаясь к доказательству достаточности, предположим, что семей- 
ство А» удовлетворяет всем условиям теоремы. Из доказанных в $ 3 
лемм 4, би 7 тогда следует, что семейство А) обладает следующими 
свойствами: 

1) при любом невещественном ) и любом РАЕН 


ив < — Ша (Вл, 1); (4.3) 


2) В) есть регулярная операторная функция от / в верхней, а так- 
же в нижней полуплоскости; 


Е (4.4) 
Основываясь на этих свойствах и условии (4.2), покажем, что семей- 
ство В» удовлетворяет также условию: 
-4) для всякого невещественного \ из А›} =0 следует }=0. 
Действительно, поскольку (В»›/,/) есть регулярная функция от ^ в 
верхней и в нижней полуплоскостях, а мнимая часть функции, соглас- 
но (4.3), сохраняет в каждой из полуплоскостей постоянный знак, то 
из равенства (В›}, /) =0 при каком-либо значении / следует, что (В»}, /) 
тождественно обращается в нуль в полуплоскости, содержащей точку \, 
а тогда, в силу (4.2), (В»/, /) =0 и в другой полуплоскости. Но, соглас- 
но (4.4), 
Ш А (В»„/, Л) = — (Л 
п со 
и, следовательно, / = 0. Свойство: 4) таким образом доказано. Отсюда 


—1 
следует, что при любом невещественном ^ оператор В» существует. 
Определим теперь оператор А на многообразии Вл = А», 8 формулой 


Ав = (Вл, + №Е)8 (68,9). (4.5) 


Отметим, что, в силу (4.1), В» ®сВ,Н при любом невещественном р. 
5* 
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Полагая в (4.1) в =), / = Вх, 8 и умножая обе части на Ву. слева, 
получим: 
Ва — Ве № 
откуда 
В + 18 = ВВ + №8 (66 Вл). (4.6) 


С другой стороны, принимая во внимание (4.2), имеем для любых 
2, РЕП», ® равенство 


(Я, + 2») в, №) = (8, (55 + »Е) 1). (4.7) 


Сопоставляя соотношения (4.5), (4.6) и (4.7), убеждаемся в справедли- 
вости равенства 


(Ав, п) = (8, Ай) (ВЕ В»). 


Таким образом, доказано, что оператор А является симметрическим. 
Так как, кроме того, соглаено (4.5), А, (^\‹) = ®, то оператор А замкнут 
и его дефектное число в полуплоскости П равно м. 

Покажем, что семейство А) служит обобщенной резольвентой только 
что рассмотренного оператора А. 

Приступая к доказательству этого утверждения, еще раз заметим, 
что в силу свойств 1), 2), (В›/,}) является при любом } ЕН регулярной 
функцией от ^ в верхней и в нижней полуплоскостях, причем мнимая 
часть этой функции в верхней полуплоскости неотрицательна (точнее, по- 
ложительна, если ] -Е 0). Из (4.3) вытекает также неравенство 


АУ ет *. 


Кроме того, согласно (4.2), при любом невещественном ). 


(Вх, =(ВР (ЕН). 


Из только что перечисленных свойств семейства В), как известно, 
следует **, что для любых |, 2ЕМ и любого невещественного » имеет 
место формула 

со 


(ву = \ -—а(Еу, 9), (4.8) 


—со 


где ЕЁ! (—© << -- со) есть некоторое семейство ограниченных самосопря- 
женных операторов в Н, удовлетворяющее условиям: 

1°. (Е+],]) есть неубывающая функция от { при любом }ЕН; 

25. Е» =О0и Е, „= Е, (в смысле сильной сходимости): 


3. || |<, 


* См. $3, доказательство следствия леммы 4. 
** См. (1), стр. 240—245. 
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Отметим, что введением условия 2° обеспечивается единственность 
представления (4.8). Принимая во внимание условия (4.4) и (4.8), легко 
убедиться, что при #-—--х ЁЕ,->Е. Таким образом, семейство Е, 
является обобщенным разложением единицы. 

Формулу (4.8) можно заменить более сильным равенством: 


Г \ ая (4.9) 


так как операторный интеграл в правой части последнего соотношения 
существует в смысле сильной и даже в смысле равномерной сходимо- 
сти интегральных сумм *. 

Наше утверждение, что А) является обобщенной резольвентой опе- 
ратора А, будет доказано, если удастся установить, что обобщенное раз- 
ложение единицы Ёь входящее в равенство (4.9), является спектраль- 
ной функцией оператора А. 

Основываясь на формуле (4.9), найдем при любом невещественном {№ 
интегральные представления для каждой из обеих частей равенства (4.1): 


+ со оо + с 


т { ор 1 ры ео Али РР 
+05 } ие : 
о \ ——@ \ Е, 
с другой стороны, 
+5 1 +2 1 
Я \ га \ ЧЕ. 


Если р =), то, подставляя полученные выражения в (4.1), после со- 
кращения на |. — /› придем к формуле: 


т. : и + 
а, аи = ав, \ ав, — (4.10) 


где / — произвольный элемент из подпространства ®. Заметим, что фор- 
мула (4.10) оказывается справедливой и при р =, в силу непрерыв- 
ности обеих частей как функций от р. 

Поскольку равенство (4.10) имеет место при любом невещественном |, 
то для любого #(— © {< - с®) и любого ] 6 8 справедлива формула: 


1 - со 
{1 1 
ав = В | —.аВи (4.11) 
Пусть 86 ДА. Тогда, согласно (4.5), 
#=8,] и Ав=}- В, (4.12) 


* См. первую сноску на стр. 53. 
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где } 6 ®. Принимая во внимание (4.9), (4.11) и (4.12), получим: 


ыы ее ты аЕ!! = 
РЕ \ ЗЕ \ < 4Еу \ — 98 
ни 1 г = со кА 
= м | ал = ма | —аЕу= 
—2> —=> ый Е. — со 
— \ чвв»/= \ АЕ к, 


причем все интегралы сходятся в смысле сильной сходимости. Таким 
образом, для любого & в Ол 
+ со 


Ав = | гаи. (4.13) 
Далее, в силу (4.13), имеем: 
+2 + во 
(Ав, Ав) = \4(Езв, 48) = \ ва (в, В. Ав). (4.14) 


С другой стороны, принимая во внимание соотношения (4.12), (4.9) и (4.11), 


получим: 
1 1 


Е\Аз = Е} -- № ЕВ/= \ аЕ;] ЗЕ № \ 


— со — со 


1 
$ —№ 


Ни 


и—№ 


ыы \ = -аву = |. а, /= 


| 


зчЕ,В»,/= \ заЕ,е 
и, следовательно, 
|3 [а 


(в, Е. Ав) = (ада, в) = \ за(Вв, в) = \ з4(Ез, 8). 


Вводя только что полученное выражение в (4.14), приходим к равенству: 


оо : 
: (Ав, Аг) = | а, 54 (Ев, 8), 
—со —© 
Е: 1 
+ 50 
(Ав, 48) = | ва(Еав, ®) 8-5) 


—2 
при любом ЕДА. 

Равенства (4.13) и (4.15) показывают, что обобщенное разложение 
единицы Ё, действительно является спектральной функцией оператора А. 
Следовательно, согласно формуле (4.9), семейство В) служит обобщен- 
ной резольвентой оператора А. Теорема полностью доказана. 
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Замечание. Принимая во внимание’ замечание к лемме 4 $ 3, 
можно соответствующим образом изменить условие 1 6) только что дока- 
занной теоремы. 

2. Обращаясь к доказательству теоремы 3, нетрудно выяснить 
условия, характеризующие обобщенные резольвенты замкнутых симмет- 
рических операторов с плотной областью определения. 

ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы семейство линейных операторов 
В» (Пи -Е 0), действующих в унитарном прострайстве Н (Вв,=Н), 
являлось обобщенной резольвентой некоторого замкнутого симметриче- 
ского оператора с плотной в Н областью определения и с дефектным 
числом т в полуплоскости П, необходимо и достаточно, чтобы выпол- 
нялись условия Га), 6), в) и П теоремы 3, а также условие 


В. ®=Н *. (4.16) 


Доказательство. Остановимся сначала на доказательстве необ- 
ходимости условия (4.16); необходимость остальных условий очевидна. 

Пусть ВА» — обобщенная резольвента замкнутого симметрического 
оператора А в Н с плотной областью определения и с дефектным 
числом т в полуплоскости П. Взяв произвольное невещественное число 
№ ЕП, положим ® = Ал (№). Тогда, согласно (1.6), _ 


Я: / == (АЛЬ) Г 6) 


и, следовательно, 


Переходя к доказательству достаточности, предположим, что семейство А) 
удовлетворяет всем условиям теоремы. Поскольку в рассматриваемом 
случае условие Г.г) теоремы 3, в силу (4.16), выполняется тривиальным 
образом, то семейство К» удовлетворяет всем условиям теоремы 3 и, 
следовательно, служит обобщенной резольвентой некоторого замкнутого 
<имметрического оператора с дефектным числом м в полуплоскости П. 
В ходе доказательства теоремы 3 такой оператор А был построен; он 
определен на многообразии Дл = В), формулой (4.5). В силу (4.16), 
область определения, Рд оператора А плотна в Н. Теорема доказана. 

Рассмотрим случай максимального симметрического, а также само- 
сопряженного оператора. 

Напомним, что замкнутый симметрический оператор А, действующий 
в унитарном пространстве Н, является максимальным тогда и только 
тогда, когда одно из его дефектных чисел равно нулю **. 


* В этой теореме условие [ в) ослаблено по сравнению с услевием 4) теоремы 1 
в (19), а условие 2) упомянутой теоремы здесь совсем опущено, так как оно является 
следствием других условий. По поводу условия Г 6) в настоящей работе и условия 
(3) в работе (19) см. замечание к теореме 3. 

** Легко непосредственно доказать, что если одно из дефектных чисел замкну- 
того симметрического оператора А равно нулю, то область определения ДА опера- 
тора А плотна в Н. Впрочем, этот факт следует, например, из результатов 
М. А. Наймарка [см. (8), теоремы 7 и 8]. 
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ТЕОРЕМА 5. Для того чтобы семейство линейных операторов 
В» (а). = 0), действующих в унитарном пространстве Н (Бе, =Н), 
являлось обобщенной резольвентой некоторого максимального замкнутого 
симметрического оператора, дефектное число которого в полуплоско- 
сти П равно нулю, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись сле- 
дующие условия: 

1) для некоторого невещественного } из полуплоскости П и для любого 
невещественного № вправедливо равенство 


В» Ра Пу = (р а №) В, 
2) для любого невещественного }. из полуплоскости П 
В, =Н;; 


3) для некоторого невещественного }.. из В».} = 0 следует }= 0. 

В» является резольвентой некоторого самосопряженного оператора 
тогда и только тогда, когда, кроме того, выполняется условие: 

4) для некоторого невещественного }. ЕП из }-— (\, — »,) В; == 
следует }=0 [ср. (1), стр. 56—58]. 

Доказательство. После того как рассмотрена теорема 3, необхо- 
димость первых двух условий очевидна; впрочем, можно непосредственно 
сослаться на свойства обобщенной резольвенты 1) и 5) из $ 2. Необхо- 
димость условия 3) вытекает из свойства 6) обобщенной резольвенты, 
рассмотренного в $ 2. 

Если А)» —- резольвента самосопряженного оператора А, то при любом 
невещественном ^ 

Е +0 —№В, =(А— ХЕ) (А-— ХЕ), 
й необходимость условия 4) очевидна. 

Переходим к доказательству достаточности. Пусть семейство В» 
удовлетворяет условиям 1) — 3) теоремы 5. Покажем, что тогда семей- 
ство А» удовлетворяет всем условиям теоремы 3 при % =Н. Проверки 
требует, очевидно, лишь условие 1 г). Докажем, что 


В.Н =Н; (4.17) 


тогда условие | г) окажется тривиальным. 
В силу условия 2), равенство (4.17) равносильно тому условию, что 
из А] = О следует / = 0. | 
Итак, предположим, что для некоторого ЕН В} = 0. Рассмотрим 
о 


(В›/, Л) как функцию от /. в полуплоскости П., содержащей точку №. 
Согласно лемме 4 $ 3 (при ® =Н), а (В›}, }) сохраняет в полуплоско- 
сти П, постоянный знак, а в силу леммы 7 $ 3 (снова при ® =Н), 
(В»/, }) является регулярной в П, функцией от ).. Поскольку (Ах, =0, 
то (В›}, ) =0 для всякого Х из полуплоскости П.. Принимая во внима- 
ние условие 2), заключаем, что (В) }, /) = 0 при. любом невещественном ^. 
Тогда, в силу леммы 4 $3, А;/ =0 для всякого невещественного ); 
в частности, А›,] =0, откуда, согласно условию 3), следует, что } = 0- 
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Таким образом, семейство А» удовлетворяет всем условиям теоремы 3, 
причем 8 =Н. Следовательно, согласно указанной теореме, В» является 
обобщенной резольвентой некоторого замкнутого симметрического опе- 
ратора А, имеющего в полуплоскости П дефектное число м = 0. 

Заметим, что в соответствии с формулой (1.6) для всякого невеществен- 
ного ) из полуплоскости П имеет место равенство: 


В, = (А-В. (4.18) 


Если наряду с условиями 1) —3) выполняется условие 4), то много- 
образие [Е + (\, — ^,) В,,] Н плотно в Н. Но, согласно (4.18), 


Е + (А, —*») В}, == (А —^, Е) (А— 1, Е) 
и, следовательно, 
[Е + (4, —,) В».] Н = Ал (%,). 


Так как точка /, принадлежит полуплоскости П, (той же, что и точка 
№), то отсюда следует, что дефектное число оператора А в полуплоскости 
П, также равно нулю, т. е. оператор А является самосопряженным. 
Теорема полностью доказана. 


$ 5. Формула обобщенных резольвент симметрического 
оператора с плотной областью определения 


1. В предыдущем параграфе речь шла о внутренних свойствах, 
характеризующих обобщенные резольвенты замкнутых симметрических 
операторов. Однако нами не были выяснены условия, необходимые 
и достаточные для того, чтобы семейство операторов А) служило 
обобщенной резольвентой данного замкнутого симметрического оператора. 
Перейдем к решению этого вопроса для случая оператора с плотной 
областью определения. 

ТЕОРЕМА 6. Пусть Ар— замкнутый симметрический оператор, 
действующий в унитарном пространстве Н и имеющий плотную в Н 
область определения ОА. Для того чтобы семейство линейных операто- 
ров В» т» = 0), действующих в Н(Вв, =Н), служило обобщенной 
резольвентой оператора А, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
следующие условия: при любом невещественном }. из полуплоскости П 
(верхней или нижней) 

1) (А^—^Е)В =; 

2) |(@“—^В В при любом ВЕИ; 

33 №=Ва; 

4) ВФ есть регулярная векторная функция от \ в полуплоскости П 
для всякого $ЕН ОА, (№), где № — некоторое невещественное число из 
полуплоскости П. 

Доказательство. Установим сперва необходимость условий. 
Пусть В» (пах + 0) есть обобщенная резольвента оператора А. Тогда, 
согласно теореме 2 $ 1*, 


Ей =Р(А—ЛЕ)1й (ВЕН), (5.1) 


* См. вторую сноску на стр. 53. 
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где А — некоторое самосопряженное расширение оператора А, действую- 
щее в унитарном пространстве ЙЯ-Н, а Р— оператор ортогонального 
проектирования в Я на Н. Принимая во внимание формулу (5.1) и 
замечая, что для всякого 6). А/= Ар, имеем для любых / 6 ДА, ЙЕН 
и любого невещественного *: 


(А-ХЕ)), №1) = (АЕ) Р(А—ХЕ)?^) = 
= ((А—^ Е) (А-КЕ)Т В) = ([,1. 
Отсюда следует, что при любом ЙЕН и любом невещественном ^ 
В ЙЕ)д+ и (4*—^Е) В й =. 


Таким образом, условие 1) выполняется (и притом для всякого невеще- 
ственного \). 

В силу условия 1), неравенство, входящее в условие 2); можно 
переписать в виде: 


Е+(—Ю 8" | <|*| (ЕН). (5.2) 


Покажем, что последнее соотношение справедливо для всякого ЙЕ Н 
при любом невещественном /\. Действительно, согласно (5,1), имеем: 


[Е + о-—Л В] = РЕЗО) — Е Ч = 
=Р(А— ЛЕ) (АЕ) \1. 
Поскольку оператор (А—ЛЕ)(А — »Е) унитарен, то отсюда непосредственно 
следует соотношение (5.2). 
Необходимость условий 3) и 4) вытекает из результатов $ 2 
Переходя к доказательству достаточности, предположим, что семей- 
ство А») удовлетворяет условиям 1) —4). 


Покажем, что, каково бы ни было невещественное число ^, при лю- 
бом 86 ДА имеет место равенство: 


В (А—ЛЕ) 8 = 8, (5.3) 
или, что то же самое: 
Ву == (АЕ (5.4) 


для любого ГЕААл ()). 
Рассмотрим сначала случай, когда \ принадлежит полуплоскости П. 
Так как, согласно 1), 


В, Я. Па 
то В] можно представить в виде; 
В} = ++ $, (5.5) 
где 
8ЕРа, +6 =НОАДА ()), 36% =НОЛл0). 
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Применим к обеим частям равенства (5.5) оператор 4* — ХЕ; принимая 
во внимание 1), получим: 


}= (АЛЕ ЕО -№ $. (5.6) 


Так как /С Дл (^), то отсюда следует, что ф =0. Таким образом, со- 
гласно (5.6), 


1=(А—Вв, 
откуда 

Е = (А— Е)" }. 
Равенство (5.5) принимает теперь следующий вид: 


В] = (А-- АЕ). (5.7) 


Применяя к обеим частям последней формулы оператор А* — ХЕ, по- 
лучим: 


(А*—^Е) В, {= (А— ХЕ) (А ХЕ) "+0 —). 


Поскольку слагаемые в правой части взаимно ортогональны, а опе- 
—а й 
ратор (А— ЛЕ) (А —^ЛЕ) ° изометрический, отсюда вытекает равенство: 


|[(4* — ХЕ) = 1. 
Сопоставляя последнее соотношение с условием 2), заключаем, что 
ф= 0. 
Из (5.7) тогда непосредственно следует (5.4). Этим доказана справедли- 
вость равенства (5.3) для любого Х из полуплоскости П. 
Если Х принадлежит другой полуплоскости П;, то ХЕ П; принимая 
во внимание условия 3) и 1), имеем для любых &ЕДа и #ЕН: 
(В (А —ЛВ) в, *) = (в, (4* — ЛЕ) Вх 1) = (в,*). 


Так как й произвольно, то отсюда следует справедливость равенства 
{5.3) и для значений Х из полуплоскости П.. Таким образом, равенство 
(5.3) полностью установлено. 

Покажем теперь, что, каковы бы ни были невещественные числа ) 
и р, для любого /6ЕДд()) справедливо равенство 


В,/— В] = (№ В, Ва, (5.8) 
Действительно, в силу (5.4), имеем 
В, (А — ХЕ) В} = В, }. (5.9) 


С другой стороны, поскольку, в силу (5.4), В} 6 Ва, заменяя в (5.3) ^ 
на № и полагая г =А)/, получим: 


В, (АВЕ) В, / = Ва. (5.10) 


Вычитая из (5.9) равенство (5.10), придем к равенству (5.8). 
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Докажем далее, что для любого невещественного /. 6 П и любого #6 Н 
выполняется соотношение: 


| ВА? < па (В, №), (5.11) 


где * = м). В самом деле, принимая во внимание условие 1), имеем: 


| (4*-- АЕ)ВАМР = | № + (^—^) В №? = 
= ++ 42 | ВА | — 4< Па (В, №), 
откуда 


42 [| Вой |? — — па (Вой, #)] = | (4*— ХВ) Вай | |. 


Так как, согласно условию 2), правая часть последнего неравенства 
неположительна, то отсюда непосредственно следует (5.11). Отметим еще, 
что в силу (5.4) 


ВАО) =ПА=Н (1) 0). (5.12) 


Сопоставляя соотношения (5.8), (5.11), (5.12) и условия 3), 4), мы видим, 
что семейство ИН, удовлетворяет всем условиям теоремы 4 и, подавно, 
теоремы 3, если положить 


м — ава (И © Ал (%), 
$ —- ДА (№). 
Поэтому, как было установлено при доказательстве теоремы 3, семей- 
ство В, является обобщенной резольвентой замкнутого симметрического 


оператора А:, определенного на многообразии ДА, = К), Ал (№) формулой 
[см. (4.5)]: 
А = А.Р № (ЕЛА). 
Обращаясь к установленному выше равенству (5.4), легко убедиться в 
том, что так определенный оператор А, совпадает с исходным операто- 
ром А. Этим завершается доказательство теоремы. 


Замечание. Условия 2) в теореме 6 можно заменить следующим: 
2’) при любом АЕН 


к [(А* В.Л, Ви) — (ВЬ, А*В, №)] >. 0. 
Действительно, предполагая условие 1) выполненным, имеем: 
НА? — |[(4° — ХЕ) Вов = || (А* — ^Е) Взв ? — || (4* АВ) ВАЙ | = 
= — ^(А*Аой, Вй) — ^ (В, А*В») + (А*ВоВ, ВВ) + (ВЛ А* ВВ) = 
= (\— }.) [(4* В, В) — (В№, АВ, Ь). 


Отсюда видно, что при выполнении условия 1) условие 2) равносильно 
условию 2’) *. 


* Необходимость условий 1) и 2) вытекает непосредственно из одкого предло- 
жения М. А. Наймарка [см. (9), следствие 6]. 
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2. Рассмотрим несколько вспомогательных предложений, относящихся 
к так называемым квазиунитарным и квазисамосопряженным расшире- 
ниям соответственно изометрических и симметрических операторов. По- 
нятие квазиунитарного, а также квазисамосопряженного расширения для 
операторов с равными конечными дефектными числами было введено в 
работах М. С. Лившица ($), (?). В работе (18) мы ввели в рассмотрение 
квазиунитарные расширения преобразований Кели замкнутого симметри- 
ческого оператора с любыми дефектными числами, но с плотной областью 
определения, а также квазисамосопряженные расширения самого сим- 
метрического оператора. 

Пусть О — замкнутый изометрический оператор в унитарном простран- 
стве Н с областью определения Де и с областью значений Ао. Квази- 
унитарным расширением И’ оператора И будем называть любой линей- 
ный ограниченный оператор в Н, определенный на всем Я, являющийся 
расширением оператора И и удовлетворяющий условию: 


иное ноды. (5.13) 


Таким образом оператор У’ служит квазиунитарным расширением опе- 
ратора И тогда. и только тогда, когда он представим в виле оотогональ- 
ной суммы операторов: 


И =ИФС, 


где С — произвольный ограниченный линейный оператор с областью 
определения Пс =Н (ЭПу и с областью значений Асс НОД,ь. 06 
операторе С будем говорить, что он определяет квазиунитарное расши- 
рение И’ оператора И. 

ЛЕММА 8. Пусть П — замкнутый изометрический оператор, дей- 
ствующий в унитарном пространстве Н, а И’ — определенный на всем 
пространстве линейный оператор в Н, являющийся расширением опера- 
тора П ‘и не превосходящий по норме единицы. Тогда И’ есть квазиуни- 
тарное расширение оператора 0. 

Доказательство. Достаточно установить, что в рассматриваемом 
случае выполняется соотношение (5.13). 

Так как оператор И’ не превосходит по норме единицы, то для любых 
элементов /6)иу, < НИ ОГДх и любого ксмплекеного 2 справедливо 
неравенство: 


[27-Е ФР — ПИ (7+ 920. 


Произведя элементарные преобразования с учетом того, что И} = 0] 
и |0 | =||/ ||, придем к неравенству 


$2 — |7 [* — 2 Ве [#(0//, $) > 0. 


Последнее соотношение может выполняться для всех комплекеных 
значений 2 лишь в том случае, если 


((1, ТЗ) = 0. 


Этим самым доказано соотношение (5.13), а вместе с ним и лемма. 
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Пусть А — замкнутый симметрический оператор, действующий в 
унитарном пространстве Н и имеющий плотную в Н область определе- 
ния. При невещественном \ обозначим через % дефектное подпро- 
странство оператора А для точки ^: 


% =НОАЛл())*. 


Выбрав произвольное невещественное число ^, рассмотрим какой-либо 
линейный ограниченный оператор С, отображающий % в №. 

Квазисамосопряженным расширением оператора А, определяемым 
оператором С, будем называть оператор Ас, заданый на многообразии 
ВАС элементов © вида 


в=/+0$—ф (62,96) (5.14) 
формулой 
Асв = АЁ- С — №. (5.15) 
Поскольку пересечение многообразий Па, № и % состоит лишь из 
нулевого элемента, представление элемента $ в виде (5.14) единственно 
и, следовательно, формулы (5.14), (5.15) определяют оператор Ас одно- 
значно. 
Ясно, ч1о квазисамосопряженное расширение Ас оператора А яв- 
ляется частью оператора А”, сопряженного с А. 


При прежнем невещественном значении \ рассмотрим изометриче- 
ский оператор 


= (ААВ) (АЕ). 
Введенным выше оператором С определяется некоторое квазиунитарное. 
расширение И’) оператора И»: 
И’, = 0. ФС. (5.16) 
Принимая во внимание равенство 
О 


и уже отмеченную линейную независимость многообразий Од, Жи % , 
легко заключить, что оператор И’, удовлетворяет условию: 


из ИА —й=0 следует й =0. 


Таким образом, для оператора И’, — Е существует обратный. 
Представляя элемент }Е Дл в виде 


1= ((,— Е) 1, 
где АЕАл(^), и принимая во внимание равенство 
А=Ой, Ее в 


* В предыдущих работах автора [см. (14), (15) (17) — (19)] это подпространство 
обозначалось через 9%; . 
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Е Ь 


формулы (5.14) и (5.15) можно записать так: 
Асв= (0, — ХЕ) + (С —ХЕ)Ф (ЕДА (^), ФЕХ,), 


т. е., согласно (5.16), 
8 = (И — Е) ® + У), 
Асв = (И, — Е) (В + У), 
откуда 
Ас = (№, — ХЕ) (И,— Е)". (5.17) 


Теперь нетрудно выразить и квазиунитарное расширение И’» оператора 
О») через квазисамосопряженное расширение Ас оператора А. В силу 
(5.17), имеем: 


46 —Е=и— Е)" 
Отсюда следует, что оператор (Ас —^.,  “‘уществует и определен на 
всем Н и что 
И’, = (Ас —ХЕ) (Ас--^Е)-"; 
в частности, при любом ф Е справедлива формула 
С$ = (Ас —ХЕ) (Ас — ХЕ) 1$. (5.48) 
ЛЕММА 9. Пусть № — какое-либо невещественное число и Аг — квази- 


самосопряженное расширение замкнутого симметрического оператора 

Ав Н(рА=Н), определяемое оператором Е из %, в У)», не перевос- 

ходящим по норме единицы. Тогда при любом невещественном Х из полу- 

лоскостип П (вертней или нижней), содержащей точку №, оператор 
= 

(Ав —^Е) существует, ограничен и определен на всем Н, а оператор 


Х‚ = (Ав —ЛЕ) (Ав —ЛЕ) * (5.19) 


является квазиунитарным расширением оператора И», не превостодя- 
щим по норме единицы. 

Доказательство. Рассмотрим квазиунитарное расширение И’», 
оператора (),, определяемое оператором Р. Полагая в формуле (5.17) 
^=№ и С =Р, получим: 


Ив ИВ) (ЕВ. (5.20) 
Отсюда следует равенство: 
Ав — ХЕ = [© — № Е— (А — №) И (И, — Е)”, (5.21) 


верное для любого комплексного ^. 
Пусть Х принадлежит полуплоскости П (верхней или нижней), со- 


держащей точку №. Тогда 


А Ш— № <. 
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Принимая во внимание, что оператор И’», по норме не превосходит 
единицы, заключаем, что оператор 


[(, — №) Е — © — И" 


существует, ограничен и определен на всем Н; то же самое можно 
утверждать, согласно формуле (5.21), и об операторе (Ак — ЛЕ) *. 

Из формулы (5.19) теперь непосредственно следует, что оператор Х» 
определен на всем НМ; при этом ясно, что Х»› есть расширение оператора 
(7). Для того чтобы убедиться, что Х»› является квазиунитарным рас- 
ширением оператора С) и по норме не превосходит единицы, достаточ- 
но, согласно лемме 8, доказать лишь последнее. 

Подставляя в (5.19) вместо Ар выражение (5.20), после простых 
преобразований мы придем к формуле 


Х‚ = © — ЛЕО МИ Ю-МЕ-О МИ. 6.22) 
Пусть й — произвольный элемент пространства Н. Представим 1 в виде 
и = [© — 2 Е ^— МИ, (5.23) 

где 2 ЕН. Тогда, в силу (5.22), 


Хв = (МЕРОЙ. (5.24) 


Формулы (5.23) и (5.24) позволяют установить при помощи элементар- 
ных выкладок следующее равенство! 


| — ПЖ = (2 — № — [^ — №) [8 — [8 ). 


Так как оба сомножителя в правой части неотрицательны, то отсюда 
вытекает, что 


|| Хай | ЗАРИ. 


Поскольку последнее соотношение справедливо для любого АРЕН, то 
оператор Х» по норме не превосходит единицы, и лемма таким образом 
доказана. 

Следующая лемма содержит предложение, которое можно рассма- 
тривать как усиленное обратное по отношению к лемме 9. 


ЛЕММА 10. Пусть Л — замкнутый симметрический оператор, 
действующий в унитарном пространстве Н и имеющий плотную в Н 
область определения, а В — оператор в Н, являющийся расширением 
оператора А. 

Если для какого-нибудь > из полуплоскости П, содерэкащей точку д, 
оператор (В —^Е)* существует и определен на всем Н, а оператор 
(В —^Е) (В —^Е)* ме превосходит по норме единицы, то Во есть 
квазисамосопряженное расширение оператора А, определяемое некоторым 
оператором Е из Х., в Хх, по норме не превосходящим единицы. 
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Доказательство. Пусть Х-— невещественное число из полу- 
плоскости П, для которого выполняются указанные в лемме условия. 
Положим: 


У. = (В —ЛЕ) (В —^Е)-1. (5.25) 


Оператор У) по условию определен на всем Н и не превосходит по 
норме единицы; кроме того, он является расширением оператора (^, 
так как В есть расширение оператора А. Тогда, согхасно лемме 8, 
Ух есть квазиунитарное расширение оператора И)», определяемое неко- 
торым оператором К из %, в %Ж;, не превосходящим по норме еди- 
ницы. 

Из (5.25) следует: 


У — Е = (^—^) (В —^Е)-1, 
откуда 
В = (ЛУ — ЛЕ) (У, — Е)-1. (5.26) 


Сопоставляя последнее равенство с формулой (5.17), заключаем, что В 
можно рассматривать как квазисамосопряженное расширение оператора 
А, определяемое оператором К. 

Обратимся теперь к лемме 9; меняя в ней ролями / и /\, и заменяя 
оператор Ав на В, приходим к выводу, что оператор 


(В—№Е)* 
существует и определен на всем Н, а оператор 
У», = (В — №Е) (В — №Е)1 (5.27) 


есть квазиунитарное расширенис оператора (П»,, определяемое некото- 
рым оператором Ё из %,, в Ух, не превосходящим по норме единицы. 
Выражая в (5.27) В через У», (аналогично тому, как из (5.25) была 
получена формула (5.26)), находим: 


Вы (№ У», —№ В Ре Е)а 


откуда в соответствии с формулой (5.17) следует, что В совпадает с 
квазисамосопряженным расширением Ав оператора А, определяемым 
оператором Р. Лемма доказана. 

3. Перейдем к рассмотрению основной теоремы об общей формуле 
резольвент замкнутого симметрического оператора с плотной областью 


определения. Ввиду соотношения 
А = И) 


достаточно эту формулу установить для всех невещественных значений 
Х из одной полуплоскости (верхней или нижней). Выбрав какое-либо 
невещественное \,, мы и ограничимся рассмотрением семейства В, в 


полуплоскости П, содержащей точку №. 


6 Известия АН СССР, серия математическая, №1 
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ТЕОРЕМА 7. Всякая обобщенная резольвента В) замкнутого 
симметрического оператора А в Н, имеющего плотную в Н область 
определения, представима в виде: 


Вх = (Ато) —ХЕ)* (ах. Ша № > 0), (5.28) 


где Е (^) — некоторая регулярная в полуплоскости операторная функция 
из Ф, в Ж;., не превосходящая по норме единицы, а А’ /,, — квазисамо- 
сопряэженное расширение оператора А, определяемое оператором Е (\). 

Обратно, всякой операторной функцией Е (^), обладающей перечислен- 
ными свойствами, определяется по формуле (5.28) некоторая обобщенная 


резольвента оператора А. 


Доказательство. Предположим сначала, что А) есть обобщенная 
резольвента оператора А. Тогда, как мы видели в $ 1 (следствие тео- 
ремы 2), оператор А» является при любом невещественном Х расшире- 
нием оператора (А—^Е)-1. Поскольку, кроме того, оператор В; * существует, 
то оператор 


ВА 


служит, очевидно, расширением оператора А. 

Покажем, что при любом невещественном Х из полуплоскости П 
оператор В) можно рассматривать как квазисамосопряженное расшире- 
ние оператора А, определяемое некоторым оператором Ё(^) из %,, 
в \;., не превосходящим по норме единицы. Для этого, согласно лем- 
ме 10, достаточно убедиться в том, что: 

1) оператор (В —ХЕ)* существует и определен на всем Н; 

2) оператор (Вл —ХЕ) (В, —ХЕ)* не превосходит по норме еди- 
ницы. 

Справедливость первого утверждения очевидна, так как 


ВА—Е=В,'. 
Далее, имеем: 
(В —ХЕ)(В —^Е)1=Е- (А —^) (ВА — ЛЕ)! = 
=Е+(\—^) В; 


| 
справедливость второго утверждения теперь непосредственно следует 


из соотношения (5.2), установленного в’ ходе доказательства тео- 
ремы 6. 


Итак, для любого Х из полуплоскости П имеет место формула: 


В‘ + Е = Ара, (5.29) 
где Р(^) — некоторый оператор из Х, в Х;, не превосходящий по 
норме единицы. 


Покажем, что Ё()) является регужярной в полуплоскости П оператор- 
ной функцией параметра ^. Для этого заметим, что, согласно (5.18), при 
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любом невещественном Х из полуплоскости П и при любом 46%, имеет 
место формула: 


ПА — В) Ме, 
20) =ф- 0, — №) (Ато -— №. 


Принимая во внимание (5.29), легко получить отсюда равенство 
Е (*) 9 =У- (№ — №) В» [Е +0—№) В], (5.30) 


справедливое при любом невещественном ^6П и при любом ф6%*. 

Так как обобщенная резольвента А) является регулярной в полу- 
плоскости операторной функцией, то, согласно формуле (5.30), для 
доказательства регулярности операторной функции Р(^) достаточно 
установить справедливость следующего предложения: 

какова бы ни была точка в полуплоскости П, норма 


| [Е © — №) В |, 


как функция от )., ограничена в достаточно малой окрестности точки р **. 
Для доказательства рассмотрим оператор 


ИТ =Е- (А —№А.. (5.31) 
В силу установленного ранее соотношения (5.2), 
| ИИХИ | ЗА | (5.32) 


при любом РЕН и любом невещественном ». Выражая в равенстве (5.31) 
В) через И’,, приходим к формуле: 


ЕО = 0 МЕЧА. 


* Поскольку оператор (Ар(») — №8Ё)-* существует и определен на всем Н, то 


из соотношения 


Аро)— №Ё = В+ — № Е = [Е + А — №) Е] В) * 
вытекает, что оператор [Е - (^— №) В] * существует, определен на всем Н и, 
следовательно, в силу замкнутости, ограничен. 

** Здесь мы опираемся на следующее легко доказываемое предложение: пусть 
С (^) — семейство линейных ограниченных операторов в Н, зависящих от комплекс- 
ного параметра ^. Если: 1) операторная функция С (^) дифференцируема в точке в 
в смысле силевой сходимости операторов; 2) для каждого ^ оператор С^* (^) 
существует и определен на всем Н; 3) норма |С`* (^) |, как функция от ^, огра- 
ничена в некоторой окрестности точки м, то операторная функция С-'(^) также 
дифференцируема в точке и в смысле сильной сходимости. Для доказательства 


рассматривается равенство 
6-1 (^) — 6-1 (и) = — 61 (%) [6 (^) —6 (#)] (№), 


позволяющее заключить, что (-1 (^) сильно непрерывна в точке м. Разделив затем 


обе части на ^— и (Хы), переходим к пределу при ^-—> [. 
6* 
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Отсюда, учитывая (5.32), легко получить неравенство: 


. ЕЕ ЧЬ. 
НЕО — №) В |< ЕТ 55 


верное для любого невещественного ) из полуплоскости П. Правая 
часть последнего соотношения, как функция от ^, ограничена в доста- 
точно малой окрестности точки р. Этим самым регулярность оператор- 
ной функции Р()) в полуплоскости П доказана. 

Таким образом, входящая в формулу (5.29) операторная функция Ё (*) 
обладает всеми перечисленными в теореме свойствами. Из равенства 
(5.29) ‘теперь непосредственно следует, что обобщенная резольвента 
допускает представление (5.28). Этим завершается доказательство первой 
части теоремы. 

Приступея к доказательству второй части теоремы, предположим, что 
Е (^) есть регулярная в полуплоскости П операторная функция из %, в 
%;, не превосходящая по норме единицы. Каждому значению ^ из 
полуплоскости П соответствует некоторое квазисамосопряженное расши- 
рение Акс) оператора 4, определяемое оператором Р (}.). В силу лем- 
мы 9, при любом \ЕП оператор (Ав (^) — ЛЕ) * существует и определен 
на всем Н. Определив семейство ВН) для значений \ из полуплоско- 
сти П формулой (5.28), положим для значений ) из другой полуплоско- 
сти П; 


Покажем, что так определенное семейство А) служит обобщенной 
резольвентой оператора А. Для этого достаточно установить, что семей- 
ство Н‚ удовлетворяет всем условиям теоремы 6. 

Поскольку при любом ХЕ П оператор Ав‹») является частью оператора 
А*, то из формулы (5.28) непосредственно следуст, что выполняется 
условие 1) теоремы 6. Если, кроме того, принять во внимание лемму 9, 
то становится очевидным, что семейство Я» удовлетворяет условию 2). 
Условию 3) семейство А, удовлетворяет по определению. 

Докажем, что А) является регулярной в полуплоскости П оператор- 
ной функцией и что, следовательно, условие 4) теоремы 6 также 
выполняется. 

С этой целью введем в рассмотрение семейство Т(Х) квазиунитарных 
расширений оператора 


0), 5 (А $ №Е) (А <” №Е)-1, 
определяемых операторами Р (^), т. е. для любого Х6П положим 
Т (\) =0,,ФЕ()). 


Ясно, что Т(^) является регулярной операторной функцией, причем 
И (| =1. 
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Согласно равенству (5.21), установленному при доказательстве лем- 
мы 9, для любого Х из полуплоскости П имеет место формула: 


Ав) -— ХЕ = [© — №) Е — (\— №) ТОТ 0) — Е]. 


Сопоставляя последнее соотношение с формулой (5.28), получаем для 
любого ХЕ П равенство: 


Вл = (70) — Е — МЕ (Юте. (5.33) 


Поскольку для нормы обратного оператора, входящего в правую часть, 
имеем очевидную оценку: 


1 


о Во О Ч о" 


из равенства (5. 33) вытекает регулярность операторной функции А) в 
полуплоскости П *. 

Таким образом, семейство И, удовлетворяет всем условиям 
теоремы б и, следовательно, служит обобщенной резольвентой опе- 
ратора А. 

Теорема полностью доказана. 

Замечание 41. Нетрудно показать, что для квазисамосопряженных 
расширений оператора А справедлива формула: 


аа (5.34) 


_(если Е есть оператор из %, в Ж;., то Е” отображает 3%; в %, ). 

Принимая во внимание равенство (5.34), заключаем, что формула 
(5.28) окажется справедливой и для значений \ из другой полу- 
плоскости, если операторную функцию Р(/^) в этой полуплоскости 
определить равенством 


Е() =Е*0) (шх. №0). 


Замечание 2. Так как различными операторными функпиями ГР (\) 
из % в %;, определяются, очевидно, различные семейства квазисамо- 
сопряженных расширений Арс») оператора А, то из формулы (5.28) 
следует, что различным Е()) соответствуют различные обобщенные 


резольвенты В». 
Поступило 


16. Х. 1952 
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О СХОДИМОСТИ ИТЕРАЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ И КРИТЕРИЯХ 
ЗНАКООПРЕДЕЛЕННОСТИ КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе устанавливается связь между условиями сходимости про- 
стых итераций и итераций Зейделя при решении систем линейных 
алгебраических уравнений с симметрическими и положительно опреде- 
ленными матрицами. 


Введение 


При выполнении определенных требований систему линейных алге- 
браических уравнений 


У бить = р; (7 == 1, 27. во п) (1) 
й—=1 
или 


АбХ = Р (2) 


можно решать путем последовательных приближений, т. е. итераций: 
простых, Зейделя и т. д. 

Задача «исследовать связь между обоими методами в отношения 
условий их сходимости», поставленная Д. Ю. Пановым, решалась 
В. К. Ивановым [см. (1), стр. 477] без наложения ограничений на 
матрицу А, заданной системы и матрицу системы одночленных урав- 
нений 


2) = Г, (ар жь..., 44) (=1,2,...,п), (3) 


соответствующую той или иной подготовке системы к вычислению 
приближений. 

В данной работе та же задача решается для класса симметрических 
и положительно определенных матриц А, при условии, что каждое 
уравнение с номером ] решается относительно неизвестного, имеющего 
тот же номер. Рассматриваются: 1) обычно принятое и 2) одно необычное 
преобразование системы уравнений (3). 

1) Под обычным преобразованием системы (3) подразумевается такое 
преобразование 


Х=АХ+ Е, 4) 
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при котором матрица А системы (4) имеет нулевые диагональные эле- 
менты. Она может быть выражена через элементы матрицы 


Ао = А, + А» (5) 


где А, — диагональная матрица (составленная из диагональных элемен- 
тов матрицы 45), в такой последовательности: 
На основании (2) и (5), имеем: 


(А: - 4) Х =Р, 
А.Х =— А.Х -Р, 
Х=-— АА 'А.Х + А.Р; 
значит, согласно (4), 
А=— А: \А.. (6) 


2) Под необычным преобразованием системы (3) подразумевается 
такое преобразование 


АЗЫ: (1) 


при котором матрица ’А системы (7) имеет ненулевые диагональные 
элементы. Она получается в такой последовательности: 

1) сначала матрица А, нормируется к единице путем деления каждой 
из ее строк на шах8д;,, что дает Аз; 

2) затем имеет место следующее преобразование, аналогичное ука- 
занному на числовом примере В. Н. Фаддеевой [см. (?), стр. 125]: 

АХ =РЬ, 
Х =(Е — А) Х-РЬ,, 


откуда, согласно (7), 
'А=Е— Ац. (8) 


$ 1. Условия сходимости простых итераций при обычном 
преобразовании А 


Пусть дана система (2) такая, что 
а) ее матрица А’, симметрична, т. е. 


бд = 8н;; (9) 
6) квадратичная форма 
9= У витмь, (10) 
В К=1 


составленная с матрицей А. положительно определенна, т. е. О>0 
для любого вектора Х = 0. 

Для выполнения требования 6) необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялись следующие неравенства: 


о фены 
8: >00; | ь | >0;...;|1.::..... |206, (11) 
р -3 Зара оба 


называемые критериями знакоопределенности квадратичных форм 
Сильвестра. 
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Как известно, если имеется в виду обычное преобразование с ма- 
трицей А, то требования а) и 6) представляют собой необходимые и 
достаточные условия сходимости итераций Зейделя. 

Покажем, что дополнительным (кроме а) 6)) необходимым и доста- 
точным условием сходимости простых итераций является требование 
того, чтобы 

в) квадратичная форма 


= > Зижуть, (12) 


составленная с матрицей А,, где Ау = ‚— 4», была положительно опре- 
деленной, т. е. чтобы выполнялось: А >0 для любого вектора Х Е 0. 

Другими словами, докажем, что сходимость простых итераций об- 
условливается следующей теоремой: 

ТЕОРЕМА 1. Если А’ =А + А, является действительной симмет- 
рической матрицей п-го порядка со всеми положительными элементами 
диагональной матрицы А!, то необходимым и достаточным условием 
того, чтобы все собственные числа матрицы А = Аг\А, были по абсо- 
лютной величине меньшими единицы, является требование, чтобы поло- 
эжительно определенной была как заданная матрица Ау, так и матрица 


. 


АА, — А. 

д оказательство. Как известно, необходимым и достаточным 
условием сходимости простых итераций является требование, чтобы 
максимальное из собственных чисел матрицы А было по модулю меньше 
единицы: 

Примем для общности, что некоторое собственное число \ матрицы А 
комплексно. Пусть 7; — принадлежащий ему собственный вектор-стол- 
бец, Я транспонированный и комплексно сопряженный вектор. Тогда 
можно написать: 

Е А 24: 


Или 
ДНЕ А, Реже. (14) 


— д 
Умножая (14) слева на 2+ и заменяя А, = А, — 4., получим: 


р (15) 
Более подробно равенства (15) можно переписать в виде 
ис п 
у бы Ф + 0,— 4), 8,20 =0, (16) 
= 3—1 
где 
В, = (249,..., 249). 


Нетрудно видеть, что обе квадратичные формы, входящие в (16), 
положительно определенны: первая, как симметрическая, а значит, 
действительная и положительно определенная по условию, а вторая, 


7 Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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\ 
как очевидно положительная в связи с тем, что, согласно требова- 
нию 6), все 8; >0, так как иначе не выполнялось бы неравенство © > 0: 
при 2; = 0 и всех 1. =0 при К = 7. 

Отсюда приходим к заключению, что множитель (\; — 1), который 
фигурирует в (15), может быть только действительным числом А; —1< 0, 
откуда 

1. жа... И (17) 

В связи с тем, что условие (17) не совпадает с условием (13), схо- 

димость простых итераций требованиями а) и 6) еще не определяется. 


Для установления искомого требования в) умножим (14) слева на 2 
и сделаем замену А, = — А, + 4,, где А, = 4, — А,. Тогда получим: 


— АА а АА = 0. (18) 


На основании (18) заключаем, что для осуществления недостающего, 
согласно (13) и (17), условия 


а от (19) 


действительно достаточно выполнения требования в). 

Для доказательства необходимости вошедших в теорему 1 требований 
остается показать, что из условия (13) вытекают как следствия соотно- 
шения (15) и (18) не только при Х =, но ипри произвольных Х = 0. 

В связи с полной аналогией между О и В, покажем это только 
для 0. 

Допустим, что все Х; попарно различны. В этом предположении все 
векторы 71,..., . линейно независимы и их можно принять за базис 
пространства. Пусть Х — любой вектор пространства и пусть 21,..., 2. — 
его координаты в базисе 7 ,..., Ди, т. е. пусть 


Х=аи-... + 5. 


Через выбранные координаты форма О выражается таким образом: 
Х'АХ — (У 2; 2; А (Узь 2» } == Ук Аз бы. (20} 
2 Е 7, 


Заменяя А, = А, — А1, запишем (14) один раз для Д; а другой раз 
для 0, и умножим слева первое выражение на 2’, а второе — на 7. 
Тогда получим: 

2 АР 0—1) 2.4, 2—0, (21) 
7; АоДк + (к — 1) 2,4, 0% = 0. (22) 


Вычитая протранспонированное выражение (21) из (22), найдем: 


О- (+ —^;) 2; 4,2% =0, 


24.0% =0 (7+), (23} 


так как, ввиду принятого выше допущения, А» — ^; = 0. 
Из (22) и (23) получаем окончательно 


242 =0 (+). (24) 
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Равенство (24) свидетельствует о том, что при составлении сум- 
мы (20) нет необходимости учитывать произведения величин, имеющих раз- 
ноименные индексы, и что поэтому следствием (20) является равенство: 


Х'АХ = У АА, 2. (25) 


Но, согласно (13) и (15), при сходящемся процессе простых итераций 


— 
должно быть 7,А,й; >0; поэтому, в силу положительности 21, на ос- 
новании (25) получаем окончательно: 


Хе О, (26) 
что и требовалось доказать. 

Сделанное допущение об отсутствии кратных собственных чисел 
матрипы А не является существенным, ибо его выполнения можно до- 
биться сколь угодно малой деформацией матрицы А,. Поэтому из 
соображений непрерывности положительность формы 0, а также фор- 
мы А, оказывается необходимым условием сходимости простых итераций 
(конечно, в предположении положительности диагональных элементов 
матрицы 4.) и при наличии кратных собственных чисел. 

На основании доказанной таким образом теоремы Т приходим к вы- 
воду о том, что в случае положительных диагональных элементов класс 
симметрических матриц, для которых сходятся итерации Зейделя, шире 
класса матриц, для которых сходятся простые итерации; это различие 
определяется требованиями а) и б), т. е. условием \; <1, содной сторо- 
ны, и теми же требованиями вместе с требованием в), эквивалентным 
условию —1 < №, © другой стороны. 

Чтобы проиллюстрировать данное различие на простом числовом 
примере, рассмотрим, к чему сводится требование в) в случае матрицы 
А, третьего порядка. Здесь оно может оказывать влияние только на 
последний в цепи неравенств (11) главный минор третьего порядка 


8116228 33 о 28.18.3631 = 811653 р 822631 к” 633012 —- 0. (27) 


Полагая для простоты, что 612 = 853 = 8:1 =6 и 8: =08,. = 0.3 =1, по- 
лучим: 


1— 288 — 38*-> 0. (28) 


Нетрудно проверить, что неравенство (28) справедливо при 0<8< 0,5 
в то время как аналогичное ему неравенство 


1+ 283 — 382 > 0, (29) 
соответствующее условию 6), справедливо при 90 < 8< 1. 
$ 2. Условия сходимости итераций (простых и Зейделя) 
при необычном преобразовании ’А 


А) Примененный в $ 1 метод дает возможность установить, что в 
случае упомянутого во введении необычного преобразования с матри- 
цей 'А, дополнительным (кроме а) иб)) необходимым и достаточным усло- 
вием сходимости простых итераций является требование, чтобы 


7* 
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г) квадратичная форма 
$ = р бк жуть, (30) 
ук 


составленная с матрицей А, = 2Е — А, была положительно определен- 
ной. 


В связи с этим справедлива следующая 
ТЕОРЕМА П. Если Аз = . - (А, + А.) — действительная сим- 
2 


тах | 5; 
метрическая матрица п-го порядка со всеми положительными 
элементами диагональной матрицы А!, то необходимым и достаточным 
условием того, чтобы все собственные числа матрицы (Е — Аз) были 
по абсолютной величине меньшими единицы, является требование, чтобы 
положительно определенной была как заданная матрица А’, так и 
матрица А =2Е — Азл. 

Чтобы доказать теорему П, нужно для матрицы 'А провести рассу- 
ждения, аналогичные проведенным в $ 1 для матрицы Л. 

Заметим, что требование г), вообще говоря, менее ограничительно, 
чем установленное в $1 требование в). 

Чтобы убедиться в этом, будем рассматривать некоторую нормирован- 
ную к единице матрицу А.:, как А., и будем сравнивать условия, при 
которых могут быть положительно определенными соответствующие ма- 
трицы Ау и Ао. 

Легко видеть, что ввиду тождественности А’: и А,, обе сравниваемые 
матрицы А, и А, имеют одинаковые побочные элементы. В то же время 
они имеют различные диагональные элементы, равные соответственно 
$, > Ли 5,< 1. Поэтому, в силу 8; -- 85, неравенство 5 `>> 0 сохраняется, 
вообще говоря, при несколько ббльших по удельному весу значениях 
побочных элементов заданной матрицы А,, чем неравенство В > 0. 

Если диагональные элементы произвольной матрицы стремятся к 
одному и тому же числу, то для всех рассмотренных матриц 8,1; 
в силу этого 'А> Аи, >Ац и в результате требование г) вырождается 
в требование в). 

Различие между классами матриц А,, для которых сходятся простые 
итерации с преобразованиями А и 'А, можно иллюстрировать следую- 
щим числовым примером матрицы А, третьего порядка с элементами 
А — 8 — бы = 5; 5.1 Ч. 8 — 0,9 И 9% — 0,8. 

По условию в) имеем, согласно (27): 


0,72 — 263 — 2,782 > 0. (314) 
Аналогично, по условию г) находим: 
1,32 — 283 — 3,382 > 0. (32) 


Легко проверить, что неравенство (31) справедливо при 0<8< 0,45, 
а неравенство (32) — при 0< 8 0,55. 

Б) Согласно теореме Е. Райха [см. (2), стр. 139], если имеет место 
обычное преобразование (4) с матрицей А, в случае системы с положи- 
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тельно определенной матрицей А, итерации Зейделя сходятся всегда. 
Оказывается, что в случае той же системы с положительно определенной 
матрицей А, итерации Зейделя сходятся также, если имеет место необыч- 
ное преобразование (7) с матрицей 'А. Этот факт может быть сформули- 
рован в виде следующей теоремы, доказываемой вполне аналогично 
доказательству теоремы Е. Райха. 

ТЕОРЕМА Ш. Если А, =0-Р-- 0’ является нормированной к еди- 
нице действительной симметрической матрицей п-го порядка со всеми 
положительными элементами диагональной матрицы Р‚, а Ой 0’ являются 
треугольными матрицами, составленными из элементов матрицы Аз, 
расположенных соответственно ниже и выше главной диагонали этой 
матрицы, то необходимым и достаточным условием того, чтобы все соб- 
ственные числа матрицы В =(Е- О) (Е -Р— 0’) были по абсолют- 
ной величине меньшими единицы, является требование, чтобы заданная 
матрица А’ была положительно определенной. 

Хотя, согласно доказанной теореме Ш, итерации Зейделя с матри- 
цей ’А сходятся для того же самого класса систем, для которого схо- 
дятся итерации Зейделя с матрицей А, они сходятся не при всяких 
возможных способах подготовки системы (с положительно определен- 
ной матрицей) к вычислению приближений. 

Покажем это на примере следующей системы [см. (!), стр. 481]: 


д: =1 — 2х, — 3,61%, 


33 
ву х, + 1,80х», 682 


которую можно рассматривать как результат некоторого преобразования 
эквивалентной ей системы 


3,754, + 3,00, = 0, ти 
3,00 1 + 3,61 25 = ф, 


имеющей положительно определенную матрицу Ао. 

Вследствие того что для системы (34) выполняются все требования 
а), б), в) и г), для нее сходятся оба процесса как при преобразовании 
А, так и при преобразовании 'А. В то же время при преобразовании, 
соответствующем системе (33), «простые итерации сходятся, а итера- 
ции Зейделя расходятся» [см. (*), стр. 481]. 


$ 3. Критерии знакоопределенности квадратичных форм, 
основанные на проверке сходимости итераций 


Следствием всех упомянутых выше теорем являются следующие кри- 
терии знакоопределенности квадратичных форм: 

1) если итерации Зейделя сходятся для преобразованных систем 
одночленных уравнений Х = АХ -- РЁ или Х='АХ --Р., полученных 
из системы А, Х =Р с матрицей А, = А, -- А» (со всеми положительными 
элементами диагональной матрицы 4,), то квадратичная форма с ма- 
трицей А, является положительно определенной; 
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2) если для системы Х = АХ -[ РЁ сходятся также простые итерации, 
то положительно определенной является, кроме того, форма с матрицей 
АА АЗИИ 

Формулированные таким образом критерии указывают на существо- 
вание тесной связи между условиями сходимости целого ряда итера- 
ционных процессов. Кроме того, при помощи них можно практически 
устанавливать знаки квадратичных форм как путем вычисления самих 
итераций Зейделя, так и путем проверки достаточных условий схо- 
димости итераций Зейделя, простых итераций и т. д. 

В заключение автор выражает признательность Я. Б. Лопатинскому 
и А. И. Вольперту за ценные указания при написании настоящей 
работы. 
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Б. В. ШИРОКОРАД 


К ВОПРОСУ О ПРИМЕНИМОСТИ ЦЕНТРАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ 
ТЕОРЕМЫ К ЦЕПЯМ МАРКОВА 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В статье находятся условия применимости предельной теоремы к не- 
стационарным цепям Маркова с двумя состояниями в схеме последова- 
тельности испытаний. Обнаруживается, что они существенно отличны 
от условий, найденных С. Н. Бернштейном для схемы серий. 


В статье рассматривается последовательность случайных величин 


а (1) 


каждая из которых принимает только значения 0 и 1, связанных в про- 
<стую неоднородную цепь Маркова. 

Матрица переходных вероятностей при переходе от & к Ё&4и: обозна- 
чается 


а, @, 
‚ 2 
ей (2) 
Безусловные вероятности 
И 


как хорошо известно, вычисляются рекуррентно при помощи формул: 
Роза 2 ба РГР 9 о, р 


Для случая, когда асимптотически 


й@ —0, 4, 
03а 0<В<Ь. 
дается полное исследование предельных законов распределения сумм 
= ы-... +. 


Естественно, что достаточно рассмотреть случай, когда х <В. Так и де- 
лается во всем дальнейшем. 
Результаты исследования таковы: 
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ТЕОРЕМА 1. Если «<В<1, то применима классическая предельная 
теорема, т. е. отклонения сумм от их математических ожиданий, нор- 
мированные своими дисперсиями, подчинены соотношению 


| 2 
< — МС, 1 — 
| УВЕ = Я УЗ \ е 1 


ТЕОРЕМА 2. Если «<В=1, то 


р 


в а* 
не 


& 


ТЕОРЕМА 3. Если а =В = 1, то 


1 
6. 1 
рые ра, 0<<1. 


0 


Теорему 1 интересно сопоставить с классическим результатом 
С. Н. Бернштейна, относящимся к схеме серий: 


Ви 
был 62 (3) 


па а ... т 
где в каждой серии задана своя последовательность переходных матриц: 


а. 
Нм (4) 
нь бк 


бу, 


С. Н. Бернштейн доказал, что условия 


С С , С т занаиО 
@тк > С. бт >, ‘> а, >в (5) 


достаточны для применимости классической предельной теоремы в схеме 
1 
серий, если «< 8, и не достаточны, если а>— ь 


Теорема 1 показывает, что в рассмотренной нами схеме  после- 
довательности случайных величин достаточными для применимости клас- 
сической предельной теоремы оказываются значительно более слабые 
ограничения возможного порядка убывания переходных вероятностей *. 


* В связи с изложенным следует отметить, что в обзоре Б. В. Гнеденко и 


А. Н. Колмогорова (5) результаты С. Н. Бернштейна прореферированы неточно. 
Смысл приведенных в этом обзоре соотношений 


не ясен, так как не указано, как & связано с п. Если иметь в виду рассмотренную 
нами схему последовательности величин т и считать $ =п ‚ то утверждение 


Б. В. Гнеденко и А. Н. Колмогорова ошибочно, так как оно противоречит нашей 
теореме 1. 
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Перейдем. к доказательству сформулированных теорем. 

Идея доказательства теоремы 4 заключается в асимптотической оценке 
дисперсии В„ сумм (4), которая дает возможность использовать резуль- 
тат С. Н. Бернштейна [см. (4), стр. 60 и (3)]. 

Оценим дисперсию сумм (1): 


В, = р,9, (4 + 28, +... 28,...8,) +. р, 9, (1+28,) + ра, 
где 
6, =а,—6,, Ч, =1—Р,. 


Не ограничивая общности рассуждений, можно предположить, что 
а, < В, 
1 6 


Замечание. Случай В< о сводится к случаю (6), если расематри- 
вать вторую альтернативу цепи С.. Случай ао =В сводится к случаю, 
исследованному С. Н. Бернштейном [см. (?)], так как в этом случае 


Пао: сое 
в В а 


Ь э 
следовательно, удовлетворяется условие: 

С ь 

УР 4% >2е+5” (когда п - оо). 

= л 
Из второго неравенства (6) вытекает оценка: 


#—1 


ба, |. -&... >, 


если 
Г <п— 
и, тем более, если 
1<п— п. 
Отеюда следует неравенство: 
п—л@“ 
В> У ра, (+1). (7) 


=1 
Для более точной оценки дисперсии В„ покажем, что асимптотически 
р, —-^— пи. (8) 
Для этого введем следующие обозначения: 
О, (п) = петр, 
1=1 + «- В. 
Из классического разностного уравнения А. А. Маркова (!) 


Вора Е 29а 
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вытекает разностное уравнение 


па [© (п) — ©, (п — 1)] + снО, (п — 1) = п8Вь, (9) 
где 


с. = па + ап | — (== } | + пб» ( =) ^ : 


В условиях теоремы 1 существует предел 


Пс, —@ 0. (10) 
ПЦ == 00 
Последовательность чисел {О, (п)}„—,э,... удовлетворяет условиям сле- 


дующей леммы: 
ЛЕММА [М. У’эбапаье (б)]. Последовательность вещественных чисел 
{Эт} п-1,з,... сходится, если удовлетворяются условия 


Па [7“ (9 — 9.1) -Е сп] = 
П—=со 


Гы ЕЕ 50) 


пИ—=со 


где «> 0, с», { — вещественные числа. Если, кроме того, 0«<а<\1, то 


5 1 

Па 9 = —. 

Пес с 

На основании приведенной леммы из (9) и (10) следует существование 
предела 


1 О, (п) =, 
П=—=со 


откуда получается утверждение (8). 

Применяя к суммам, стоящим в правой части неравенства (7), извест- 
ную теорему Штольца и принимая во внимание (8), получим следую- 
щую асимптотическую ‘оценку дисперсии В„ сумм (1): 

В» > те В, (41) 
где 
ь 


ив 29 


Воспользуемся теперь результатом, полученным С. Н. Бернштейном 
{ем. (4) и ()]. 
В конце статьи (4) С. Н. Бернштейн замечает, что предельная теорема 


применима к цепи с если существует такое число р, удовлетворяющее 
неравенствам 


ар 1, (12) 
что отношения 

п п? 

УБ. “ УЕ о 


исчезают, когда п неограниченно возрастает. В частности, такое число р 
всегда существует для цепи С, в схеме последовательности серий (3), 
если число а удовлетворяет неравенствам: 
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а 


Покажем, что в условиях теоремы 1 (т. е. в схеме простой последо- 
вательности (1)) число р, удовлетворяющее указанным свойствам, суще- 
ствует и может быть принято равным 


1+2 — 
р ь (14) 


где = — любое число, удовлетворяющее неравенствам 


Ре — (15) 


Прежде всего, в предположении (6) и на основании (15) выбранное зна- 
‘чение (14) удовлетворяет неравенствам (12). 


1 ь 
Покажем, что отношения (13) исчезают вместе с че Действи- 


‘тельно, на основании асимптотической оценки дисперсии В»„ (неравен- 
ство (14)) для достаточно больших значений и имеют место следующие 
неравенства: 


1{+2%0—8 
п29—© с 2 + В 
ТЕ нм ур” ; 
+ Ию 2 
1-2=—В 
п? п. 2 1 Бе. 
ув < ны ур” 
г 11 2 


из которых следует, что рассматриваемые отношения (13) исчезают, 
когда п неограниченно возрастает. 

Таким образом, теорема 1 доказана полностью. 

Доказательство теоремы 2. Доказательство теорем 2 и Зосно- 
вывается на исследовании асимптотических свойств разностных уравне- 
ний Маркова и вычислении моментов предельного распределения норми- 
фрованных сумм: 


Е - & +... + 


п“ 


(16) 
Рассмотрим классические разностные уравнения Маркова для совмещений 
5-го порядка: 

Вх, бт Ра, 51-1 + 

—- (Р, = И, в) в, 


сде 
Ро д. = Р {ви =1;...) = 


1 <м< > ип 


Ра. щ 1-1 И Ра... т == Рь Когда $ =1. 
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Суммируя‘ уравнения Маркова по индексам а1...9._—: и принимая во 
внимание, что 
Ре. 


1.686218 — Чтра, ... 5—2 п-ь 


получим разностное уравнение 


, (п) = био, (п — 1) - 4—1 (п— 1) Е о— (п— 2), (17) 
где 
9; (п) =: — Ра, ет, 
1<а< ... За: —1<® 
У (п) = р. Ра, ...з- 
1<а< < а... <п 
Обозначим 
&, (п) 
о. (п) м НИ, 
У; (п) 
У» (№) == и 


% (п) =0, %(п)=0. 
Умножая обе части уравнения (17) на п1—6-1%°, получим разностное урав- 


нение 


па [О, (п) — ©, (п — 1)] + сз О, (п — 1) = 4» (18) 
где 


М 
е —= Фи (п — 1) Е т ив ит) [ — ты 


п п 


(19) 


В условиях теоремы 2 для каждого фиксированного числа $ =1, 2,... 
существует предел 

Ша сиз = а. 

П=о 


Покажем, что для каждого $ =1, 2,... существует предел 


У. (п) 


п 


Уз = Ишу. (1) = Ша 


ПИ—=<о п =со 
В самом деле, на основании теоремы Штольца можно заключить, что 

предел у› существует, если существует предел 

О, = ИмО, (п). 
ТП ==оо 
В этом случае имеем: 

м) (у (п). (п—1 
Уз —- Ши — == Е на Ви 
= П по п“ (п 1) 


ыы ЗЕ 0, 


и ЕЕ 
ве ==. 
п п 
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С другой стороны, из существования предела ©,_, следует существо- 
вание предела О. так как в этом случае, как мы видели, существует 
предел у,—, и поэтому из (19) заключаем, что существует также предел 


= нь == ОзытаЕ бул (21) 
И==<о к 
Но тогда последовательность чисел (0, (п) а 8-1, .. связанных разност- 


ным уравнением (18), удовлетворяет условиям леммы М. У/абапаье (‹), 
откуда следует существование предела 


1 
0, = Шао, (п) =. (22) 


И—=о 
Так как в условиях теоремы 2 существует предел 
И Е [1 = Им пб» = ($ = 1), 
Й=—=о П—==о 
то из (22) следует существование предела 


0, = ВиО, (п) = 9 


1 
й 
П=ео С 
из (20) — существование предела 


У = —. 
1 а 


Таким образом, можно сделать индуктивное заключение о существовании 
последовательности пределов {у} :—1 ».... 

Для доказательства существования предельного распределения норми- 
рованных сумм (16), однозначно определенного последовательностью мо- 
ментов 


М. = у;з5! 
($=4А, 2,...), 
воспользуемся леммой Н. В. Смирнова [см. (?), стр. 197]. 
Пусть Е, Еь.. Е» ... — последовательность случайных событий. 
Обозначим через 
Раа,... аз» 
1 <а:<--:а: < п, 
вероятность положительных исходов в испытаниях с номерами ау ,... ‚аз и 
положим 
уз (п) = У Ра,... аз. 


1<а, <... аз <п 


Пусть, далее, т» — число положительных исходов в п испытаниях, (п) — 
некоторая положительная, неограниченно возрастающая функция от пи 
Ек (1) = Р {ть < 1 (п)}. 

Имеет место следующая 
ЛЕММА (Н. В. Смирнов). Пусть для всякого фиксированного $ (5=1,2,...) 


выполняется условие 
у: (п) 


[ы (п)? 
(п—> <®). 


У 
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Если, вроме того, 
$ 
Ши у», =, 
Тео 


где А — некоторая положительная константа, то последовательность. 
функций 
и. 


при п-—> со сходится к закону распределения Е(1) (в каждой точке не- 
прерывности последнего), однозначно определенному последовательностью» 
моментов 


со 
М, = \ 2 аЕ (2) = у, 5! 
0 
Положим в этой лемме 


‚то = -Ь-+-..-+ в, 


Тогда, еогласно (20), выполняется первое условие леммы. Второе условие. 
леммы также выполняется, если положить 


1 
А=- +1. 


Действительно, из соотношений (20), (21) и (22) следует рекуррентное 
соотношение 


$4 - 
Уз = те У (23) 
Далее, существует предел 
Ъ 
Зе у $- — Й 
Ша У о -ы Пе 
$=—60 и > 8—0 У; $3—©о а($- 1) а 


Следовательно, удовлетворяется второе условие леммы: 


8 $ 
Ши У, = Пи У». = <А. 
$—с 8—0 


Итак, доказано существование предельного распределения нормированных 
сумм (16), однозначно определенного. последовательностью моментов 


р 


Применяя рекуррентную формулу (23) $ раз, получим выражение для 
момента 5-го порядка предельного распределения: 


а = 


а а а 


М, = 


та 
е 
а 


(24) 
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Известно, что последовательность моментов {М;};—1,»,... вида (24) одно- 
значно определяет безгранично делимый закон «гамма-распределение» с 
плотностью 


[0 а при 2 < 0, 


р (1) = 


- те ри 0. 
г( 


[23 
Теорема 2 доказана полностью. 
Доказательство теоремы 3 в принципе ничем не отличается от дока- 


зательства теоремы 2. Видоизменяются только некоторые формулы. 
Например, формула (22) принимает следующий вид: 


формула (23) принимает вид 
м (25) 
В условиях теоремы 3 


Ува т 5+6 ВМ 
р ПеыаЕО® 


$ 
Пи У, = На 


8$—=6о 


так что в качестве постоянной А леммы Н. В. Смирнова можно поло- 
жить любое положительное число. 

Применяя рекуррентную формулу (25) $ раз, получим выражение для 
момента 5-го порядка предельного распределения: 


ы БВ -+1)... 68—14) 
Ив (а+ь-+1)... @-+6+$;—1)° (26) 


Последовательность моментов {М;},—1,2,., вида (26) однозначно определяет 
(вообще говоря, не безгранично делимый) закон «бэта-распределение» с 
плотностью 


0 при 2 < 0, 
р (= ваБ (1 —<)“1 при 90<5<1, 
0 при # >14. 


Считаю своим долгом выразить благодарность А. Н. Колмогорову и 
Н. В. Смирнову за ценные указания. 


Поступило 
25. У .1953. 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПО ПРОСТОМУ МОДУЛЮ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ 
С ЗАДАННЫМ ЗНАЧЕНИЕМ СИМВОЛА ЛЕЖАНДРА 


В работе дано арифметическое доказательство закона равномерности 
распределения по простому модулю 4 простых чисел р с заданным 


Р 
` значением символа Лежандра  ): 


Обозначения. ЛМ — число с условием М>. №, где №, — достаточно 
большое постоянное, превосходящее 2; г = шМ. 

94 — простое число с условием 4 <49<М, где 9, — достаточно боль- 
нтое постоянное, превосходящее 2; (а, 4) = 1. 

в — произвольно малое положительное постоянное. 

9 — число с условием —1<0< 1. 

`’А-<В обозначает то же самое, что и А=оО(В). 

{2} обозначает дробную часть вещественного числа 2. 

с‹— число с условием О<%со<1; (2) — периодическая функция с 
периодом 1, определяемая равенствами 


ф (2) =1— 0, если 0 {2} ‹, 
< {#< 1. 


$ (2) = —св, если св 


$ — одно из чисел 1, —1; р) пробегает простые числа с условием 
—— = 5; п:,(М№) — число. тех р), не превосходящих /\, наименьшие 
неотрицательные вычеты которых по модулю 4 меньше с4; следовательно, 
п. 1 (№) — число всех`р@®), не превосходящих М. 

В настоящей работе я показываю, что арифметический метод, разви- 
тый в одной из моих последних работ (') в применении к вопросу о рас- 
пределении простых чисел по модулю 4, может быть применен и к во- 
просам о распределении чисел более общего вида. Здесь я рассматриваю 
числа р®, указанные в начале этой статьи. Тот же метод пригоден и в 
случае, когда р®) пробегает простые числа с условием #14 р) ==п (то4 п) 
(или также произведения заданного числа простых чисел, подчиненные 
тому же условию), где п — делитель 4 — 1, превосходящий 1, и $ — одно 
из чисел 0,1,....п— 1; однако последний случай требует некоторого 


усложнения доказательства, в частности, некоторого уточнения лемм 
2 Зы. 
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Следует отметить, что случай, рассматриваемый в настоящей работе, 
равно как и более общий случай, указанный выше, могут быть также 
исследованы применением тригонометрических сумм вида 


(3) 
рр 


У хе 


2(8)<М 


Так как леммы 3 и 4 настоящей работы уже были доказаны в моей 
статье (!) (леммы 6 и 7), то я привожу их без доказательств. 
ЛЕММА 1. Пусть Е — одно из чисел 1, —1 и ть пробегает числа 


1,...,а— 1 с условием (=) =. Тогда имеем 


2 (+) 


Доказательство. Из известного закона распределения квадратич- 
ных вычетов и квадратичных невычетов, арифметическое доказательство 
которого можно найти в одной из моих последних работ (?) (теорема 1), 


следует, что число ] значений т», меньших с4, может быть представлено 
в форме (4, достаточно велико): 


/ 9 = 
1 = +5 Уча; 


<Учш 4. , 


следовательно, число }’ оставшихся значений т» представится в форме 


Поэтому 


ыы р и у с 
Х+ (+) а 


что численно «< Уча. 
ЛЕММА 2. Пусть й — произвольно малое положительное постоянное 


<0,1; #=1-#1, Р— произведение простых чисел, не превосходящих 
Й 


М№°. Тогда, полагая 
р = ги 


делители 4 числа Р, не превосходящие №, можно разбить на < 0 клас- 
сов с условием, что для чисел 4, принадлежащих одному классу, символ 


[1 

(=), а также функция р (4) сохраняют неизменные значения. Два из 
1 
м 


этих классов будут состоять только из значений 4 с условием 4 < М 
Для каждого из остальных классов можно указать целое положитель- 
ное В и 0ве возрастающие последовательности целых положительных 
чисел 2 и у такие, что все значения х лежат в интервале | 

Й 


М <5<М 


2 
8 +" 
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и все числа 4 класса, каждое В раз, получим, если из всех произведений 
ХУ выберем лишь удовлетворяющие условию (=, 
Доказательство. Пусть т — наибольшее целое число с условием 


1 
0—1 3 
р У: 
тогда легко найдем 
> Яр 
тия 80. 


Далее, нетрудно видеть, что каждое 4 есть произведение < $ простых 
чисел, где 6 = [7] (№, достаточно велико). Отсюда следует, что каждое 
4 единственным способом представимо в виде произведения 


4 = р1р>` *°Рь, 
если к расположенным В невозрастающем порядке всем 5 простым дели- 
телям числа 4 присоединим, в случае 8 < 6, сомножители рз+1,...,рь, 


равные 1. 
Каждому р; превосходящему 1, приведем в соответствие числа &, $}, 
Е; с условиями 


Е-1 19 
99 9 09 
#>0, =>, В=фр=2, «р Р,. 
Каждому р; =1 приведем в соответствие числа (1;, $;, Ё; с условиями 


1=0, у=р:=Р,=1. 
Таким образом, каждое 4 свяжем с единственной последовательностью 
а 26 (1) 


Обозначая, далее, символом [5 число членов последовательности (1), равных 
5, убедимся, что числами [.,...,№ю ЭТа последовательность полностью 
определяется. Отсюда следует, что число различных последовательностей 
(1) будет (6 < 5) 

<" < рт. 


Все значения 4, связанные с последовательностями (1) с условием 
1 


фл. -Фь < М 3, разобьем на два класса; в один из них войдут значения 4 


а о а 
с условием (=) =1, в, другой — значения 4 с условием А —1. Для 
1 
ы я М3 
значений 4 каждого из этих двух классов, очевидно, имеем 4< з 
Рассмотрим, далее, совокупность значений 4, отвечающих последова- 
1 р 


8 
тельности (1) с условием $....Фь > М". Пусть В — наибольшее число с 


условием 
1 


фа. в < М % 


Тогда имеем Ч 
1 1 8 


И 
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Пусть 9в-и,-4,..., в». ..›Фвчи, — Все значения Фу равные Фв. Тогда, 
полагая 


1’ — Рл* . Рек, а“ = Ре. р - Ре, 4” ме Речь" я -рь, 


мы значения 4 рассматриваемой совокупности разобъем на восемь сово- 
купностей; для значений 4, принадлежащих одной из этих новых сово- 


ый а й и! 
купностеи, символы (=) (=), (+) сохраняют неизменные значения. Для 


каждой новой совокупности значения 4” разобьем на < г классов, относя 
к одному и тому же классу значения 4” с одним и тем же числом не- 
вычетов по модулю 4 среди простых сомножителей. В соответствии с этим 
каждая новая совокупность разобьется на < г. классов; в каждый класс 
войдут числа @'4”4” совокупности с условием, что среди простых сомно- 
жителей 4” имеется заданное число № квадратичных невычетов по модулю 
9.’ Очевидно, должно быть в < №, | №. Число р можно разбить на два 
целочисленных слагаемых \/ и ^, с условием №, <_К,, ^, <Ё.. Пусть & и 
независимо друг от друга пробегают: первое — произведения №, различ- 
ных простых рв, связанных с фв, среди которых имеется ровно \, квадра- 
тичных невычетов, второе — произведения. А, различных простых рь, 
связанных с ®,, среди которых имеется ровно Х› квадратичных невычетов. 
При (&, 7) =1 и только в этом случае произведение & совпадает с одним 
из 4”, причем одно и то же 4” встретится среди всех произведений #1 
ровно В = С». О раз. Числа же 4 выбранного класса, каждое В раз, 
получим, если, полагая х=4”*, у=\4”, мы из всех произведений ху 
выберем лишь удовлетворяющие условию (х, у) = 1. Замечая, что 


ВОВ, 


мы и убеждаемся в справедливости леммы. 
ЛЕММА. 3. Пусть 1<0<М, 1< <, И+АХМ, 


5=254(4"), 


20е г и у пробегают целые числа, принадлежащие двум возрастающим 
последовательностям, причем значения у взаимно просты с 9 и сумми- 
рование распространяется на область 


И<=<И+А, у <у< 
Тогда имеем 


д? 1 0 1 72 с 
5<МрьЕ,; О тт (114). 


Следствие. Пусть 1 ЗИ < М, 0<А<ИШ, И+-АХМ, 
5% 


-22(г). 
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где х и у ‘пробегают целые числа, принадлежащие двум возрастающим 
последовательностям, причем значения у взаимно просты с 4 и могут 
повторяться, каждое не более К раз. Пусть суммирование распростра- 
няется на область 
. 
ь М 
И< < 0И-+А, у 


Тогда имеем 


55, <МКР,; РЕ. ур и + и: Ч (9) 


ЛЕММА 4. Пусть т, у, т пробегают положительные, взаимно про- 
стые с ачисла, принадлежащие трем возрастающим последовательностям. 
Пусть, далее, 


ее. И<И < 20, 


ры 


х ут 


где суммирование распространяется на область 


О<а<0И, эт М, (хлу=и. 
Тогда имеем | 


4 0 1 
БЕ р Рам 


ТЕОРЕМА. Для суммы 
а $ не 
р()<м 9 


ол Е м я +М 


имеем неравенство 


Замечание 1. Результат теоремы, очевидно, может быть предста- 
влен неравенством 


по (№) — оп, (№) < М1 Ро. 


Доказательство. Пусть #й — произвольно малое положительное 
постоянное < 0,1; Р — произведение всех не равных 4 простых чисел с 
1 Е 
условием р < м О — произведение всех не равных 4 простых чисел с 
условием №3 р < М. Находим 
2 


Х + (<) +5 +0) = У ве“). ® 


9.<М а\Рат<мМ 


Здесь О, в сумме У" пробегает различные произведения пар простых 


и 
- 2 
делителей числа О с условием “+. =; ат в сумме У пробегает при 


т 
заданном Я числа натурального ряда с условием (^") = 5. 
^ 
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7’ 
Чтобы оценить У’ рассмотрим две суммы: 


Я хо, Хх У (ы. 


р.\9 2\9 р,\9 р\@ 


(ола <На 


Исключив из этих сумм < Ум слагаемых с условием р1 = Р›, получим 
з й 
суммы, содержащие все слагаемые суммы о. , причем каждое слагаемое 
повторится два раза. Но согласно следствию леммы 3} каждая из этих 
: 1 2 


| з РЗ. ы 
сумм будет (все значения р, лежат в интервале М ° «р, <ИМ`, который 
можно разбить на < шШ/М интервалов вида, указанного. в следствии 


леммы 3) 
= №М "Ре. 


И 
Такую же оценку будет иметь и сумма ». 
Правая часть равенства (2) разбивается на четыре части; для каждой 


а 
части р (4) и ( =) сохраняют неизменные значения. Мы рассмотрим только 


4 
5—2 249), 


о 
ЧР ат<мМ 
где суммирование распространяется на значения 4.с условиями в (4) = 1, 


часть 


а 
(5) —= 1. Остальные три части оцениваются аналогично. 


Все значения 4, участвующие в сумме 5,, можно разбить на классы, 
как указано в лемме 2. Сначала рассмотрим один из двух классов, 
указанных в этой лемме, состоящий только из значений 4 с условием 


1 
ЕЕ 
3 
а<\ . Часть суммы 5,, отвечающую ‘такому классу, можно пред- 
ставить в форме 


Я" = (м), 
або 
а а 
и 4 ии! 7 
7-х дн) 5-х 4) 
< т< [3 а А [<|<<т < 


Оценим 5’. Очевидно, 5” отлично от нуля лишь в случае, когда 


1 
(< М3". Интервал 
1 
Е 
< <а< м? 


мы разделим на < ш/М интервалов, к каждому из которых применимо 
следствие леммы 3. Получим 


«МР. 
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[д 
Оценим 5”. Часть пуммыы, отвечающую данному 4, можно пред- 
ставить в виде произведения [= на сумму 


а4 
НЙ 
ра 


5+ ( 
аа 
где р пробегает числа ряда 1,...,4—1 с условием (©) = $. Согласно 


аар 
Ч 


лемме 1, последняя сумма < Уаш4. Следовательно, 


Е т Утша< №" В. 
М 
р 


Наконец, оценим 5”. Значения 4, входящие в 5”, мы распределим 
среди интервалов 

М М М М М 

1<4а<-, - <а<—,..... <а<- 

к `® 59’ а < <&—9’ 34 < < 4 


М 
Где 5, — наибольшее целое число, не превосходящее И“. Часть суммы 
5”, отвечающая первому интервалу, очевидно, 


м и Ч 
< -—-а< Му -—. 
— 509 9 < М 
Часть суммы 65”’, отвечающая какому-либо из оставшихся интервалов 


7 


М№ № 
к 2. 


ре 


М М М 
Е (8—1) ч<т< 


очевидно, равна 


М№` М 
Применяя лемму 3, получим (о = = = нех) 


2 1 М < = 
< уч < УФ МИЬ, 


8=2 


Теперь рассмотрим часть правой части равенства (2), отвечающую 
одному из оставшихся классов. Эта часть приводится к виду (лемма 2) 


+224(=). 


где суммирование распространяется на область 


и Е. 


№ <=2<М* , эт М, (ху=1. 
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Последняя сумма разбивается на < Ё' сумм, к каждой из которых при- 
менима лемма 4. Поэтому эта сумма будет 


< МР. 


Собирая все доказанное, мы и убеждаемся в справедливости нашей 
теоремы. 

Замечание 2. В указанном в начале статьи общем случае, когда 
р®) пробегает простые числа с условием ш4 р® == $ (шо п) (или также — 
произведения заданного числа простых чисел, подчиненные тому же 
условию), оценка теоремы будет также иметь место. Она будет иметь. 
место также и для чисел р(®, определяемых двумя условиями: ш4 р®== 
== $ (1104 п), в (р) = 1, где [ имеет одно из значений 1, —1. 


Поступило 
241.ХП.1953 
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ИССЛЕДОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ ВОПРОСОВ АНАЛИТИЧЕСКОЙ 
ТЕОРИИ РАЦИОНАЛЬНОГО И КВАДРАТИЧНОГО ПОЛЯ. 1 


Работа посвящена изучению некоторых аналитических функций, свя- 
занных с дедекиндовой функцией (.(5) в тех случаях, когда © есть 
либо рациональное, либо квадратичное поле как с положительным, так 
и с отрицательным определителем ДЛ. 

Вводя особую функцию с (2), автор строит ряд определенных общих 
закономерностей, которые для. рационального поля переходят в класси- 
ческие формулы анализа. Для квадратичного поля эти закономерности 
представляют собою новые, еще неизвестные результаты. 


8 1. О функциях (5 (8) и с(2) 


1°. Пусть ® есть алгебраическое поле у-го порядка с основным чис- 
лом А и пусть г; есть число вещественных полей, сопряженных с ®, 
а г. — половина числа мнимых сопряженных полей, так что 


Х= ти + 27». (1.1) 

В настоящей работе мы ограничимся исследованием лишь случаев рацио- 
нального и квадратичного поля, когда 

х=Тих=2. (1.2). 


Обозначим через Ё(п) число идеалов поля с нормой п и введем в рас- 
смотрение функцию! комплексной переменной $=^--й, определив ее посред- 
ством ряда Дирихле: 


Й < Р(п) , 
{ (5 = а РЕК (1.3). 
[ ) х №а р п3 
Так как 
Е (п) =О (п”), (1.4) 


где положительное число у может быть сделано сколь угодно малым, 
то ряд (1.3) будет абсолютно сходящимся при Ве (5) > 1. 

Кронекер и Дедекинд первые изучили аналитический характер функ- 
ции (о (5) и показали, что эта функция является регулярной на всей’ 
плоскости комплексного переменного $, за исключением точки $ =1, 
где она имеет полюс первого порядка с вычетом, равным 


2+1 4 (0) 
УГ! 


где и) 
г-ы+ы—1, 20=50, ФО-ьО= 


(1.5), 


3=0 с 
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Кроме того, ими установлено, что для функции ‘е (5) имеет место функ- 
циональное уравнение 


ЕЕ фе ь 
АТ (5) Г”? (5) Са ($) = А' "(= *) (4. — 5) & (4—5), 1.6) 
тде для краткости положено: 
УГ! 
А —- от х 12 . а) 


Из этого функционального уравнения и из выражения {1.5) следует, что 
бе (0) = — 5 для рационального поля; бо (0) = —1 для мнимого квадра- 
тичного поля; ( (0) =0 для вещественного квадратичного поля. 

В дальнейшем исследовании нам понадобится асимптотическая оценка 
функции (ъ (5) в полосе $ =*-+ й (*,«*<«т,) при болыших значениях |{|. 
Этот вопрос был исследован Ландау, который показал, что 


С (8) О (1.8) 


причем эта оценка равномерна относительно *, изменяющегося в преде- 


‘лахи -т.. 


2°. Введем в наше исследование основную функцию о(2), которая по 
своим свойствам окажется вполне аналогичной функции 2—1, играю- 
е —= 


щей фундаментальную роль в теории рационального поля. С этой целью 
рассмотрим определенный интеграл 


\ Конев 0 9-0 20 
Я о ы 
2 
тде для краткости положено 
г”. (* 5 га) 
@ ($) = = (2.2) 
т (2) Г’з ($) 
"Так как 
\ Кое Ш, 9-0 №00 (2.3) 
0 
где Ко(х) обозначает макдональдову функцию, то мы можем заключить, 
что 


Кль (2) = Ухе-*х (2.4) 


для рационального поля (г; =4, г, = 0); 
Кол (о) — ПЕ Кое 


ГА 


(2.5) 


для мнимого квадратичного поля (г, = 0, г, = 1); 
К» (2) = 2 {Ко (48 2) + К, (4&У2)} (2.6) 


для вещественного квадратичного поля (г, =2, г» = 0), где 
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Из асимптотический оценки при большом |х|: 
К(®=ЗУ Те» |%|<1, (2.7) 


и дно, что интеграл (2.1) будет абсолютно сходящимся при Ве (5) >> 0; 
поэтому его можно обратить по известной формуле Меллина, в резуль- 
тате чего получится формула: 


т-+1со 
1 гы 
Кин = Тб Й, +>0, #>0. (28) 
чо 2608 и т 
Рассмотрим функцию 
Й со 
(=, (в) = д У Р() Кн» (=), #>0, (2.9) 


п=1 
где число А выражается формулой (1.7). 
Докажем, что ряд (2.9) будет сходиться абсолютно и равномерно 
в области, определяемой неравенствами 2 > х, >0, где через 2, обозна- 
чено произвольное число, которое может быть выбрано сколь угодно 
малым. 
Действительно, при $ =^-- И и при большом |{| имеет место оценка 


ОЕ =), вкл, (2.10) 
ИЗ которой вытекает, что 
о Е | 
—_6(1—9)=0(е |1"). (2.11) 
2608 —- 


Положим в формуле (2.8) *>*, >1, тогда мы можем написать, что 


со р 7 т. 10 со Е (и) 428 

пт п п) 4*а5 
> Е (п) К, „(= т \ — _6(4—9 > а 
п № ло 2608 15. т М 


Произведенная здесь перестановка порядков суммирования и интегриро- 
вания совершена на законном основании, так как ряд (1.3) сходится 
абсолютно при *, >1 и, кроме того, сходится абсолютно и интеграл (2.1), 
как это следует из оценки (2.11). 

Далее, из оценок (1.8) и (2.11) вытекает, что 


< М х Е й 
У РК, (11) <= 7®, ч>ь (2.12) 
п=М 0 п=М 


где через М обозначена конечная, не зависящая от 2 величина. 
Из последнего неравенства ясно, что ряд (2.9) сходится абсолютно и 


равномерно в области #> 4. 
Отметим еще, что из приведенных здесь рассуждений вытекает сле- 


дующая важная для нас формула: 


Й А28—1 а 
(2) = эт о, о 
&—1со о 
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3°. Найдем, пользуясь формулой (2.13), разложение функции с(7) на 
рациональные дроби. С этой целью возьмем за контур интегрирования 
прямоугольник с вершинами 


А(&—(Т), Ва+а), 
СВ-+Т), 28-2), 


где «>14, —1<В< 0, 'и проинтегри- 
руем по этому контуру функцию 


24—16 (1 — $) о (5) 
ГО) (5) = —, 


1$ 
2608 —— 28 
7) 


Если принять во внимание оценки (2.11) и (1.8), то нетрудно убедиться, 
что на прямых ВС и ДА имеет место оценка 


Ай 
® (5) =О(е * |1), 
откуда ясно, что 


та “(94 =0, ша \-()&=0 
Т->® вс Т> < А 


Применяя теорему Коши, найдем, что 
Во 
(а) = Ю-В + \ ‹ (5%, 2>0, (3.1) 
В—1<о 
где через А, и В, обозначены вычеты Фуиииик ©) относительно ее про- 
стых полюсов $ =0 и $ =1. 
Преобразуем интеграл, входящий в т (3.1), сначала при помо- 
щи функционального уравнения 


(о (5) = 41-6 (5) & (41 — 5), (3.2) 


а затем при помощи подстановки $ = Л — 6, тогда этот интеграл приве- 
дется к виду 


1— В+ ео 1—В+1< © 

1 0 ао УР 4с 

21 ох 16 19° ям (п) пс (п \с 
1—В-10° 2 81 а 1—6 40° 1 2 зщ (=) 


Так как по условию 'В<.0, то мы имеем право переставить здесь поряд- 
ки суммирования и интегрирования. Сделав это и приняв во внимание 
известное равенство 
т--1со | 
п ав 1 
= ==—= @ >09 0 а, (3.3) 


2 ) 
2та И ео. ыо 1+ а 


мы убедимся, что интеграл, стоящий в правой части равенства (3.1), 
приведется к сумме 
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Замечая, что 


— 2755? (0) 9) 1 
о, 


мы получаем искомую формулу, дающую разложение функции ‹(х) на 
рациональные дроби, а именно: 


_ 25760? 0) 51 ах ЕО) 
в (2) = Ат - гс ат. (3.4) 


Для рационального поля эта формула переходит в классическое разло- 
жение Эйлера: 


1 1 4 < 1 
ве ат и. ее 


Хотя разложение (3.4) доказано нами в предположении, что х веще- 
ственно и положительно, но нетрудно убедиться, пользуясь методом 
аналитического продолжения функций, что равенство (3.4) сохраняет свою 
п 


> п 
силу и для комплексных значений 2, но таких, что — 5 < 21025. 
Укажем на некоторые следствия найденных формул. | 

Следствие 1. Если положить 3 =& +1 (>20), то из соотноше- 
ния (3.4) следует формула: 

(г) ыы 

а отт сь (0) 265 (0) 11 НИМ 
т15 = КЕНИИ | Е в ; 
2115 (12) Е Е Чи (в) ЕЕ ‚ 3.6) 
Из этой формулы видно, что 21410 (12) есть мероморфная функция, имею- 
щая на плоскости 2 бесчисленное множество простых полюсов в точках 
2 =п (п=1,2,3,...) с вычетами, соответственно равными Р (п); кроме 
того, из того же разложения видно, что 
+1) (0) 
() в 


п=1 


(3.7) 


Следствие 2. Если 3 =х-1у их)>0, то модуль произведения 
233 (2) может быть сделаи сколь угодно малым при беспредельно рас- 
тущем х и при любом вещественном $5. 

Для доказательства достаточно обратиться к формуле 

1 “С” деф 4 
в (2) = 5: О, и, (3.8) 


254608 2: 


доказанной нами для вещественного и положительного 2. Но эта форму- 
ла сохраняет свою силу и для комплексных значений 2 с положительной 
вещественной частью, т. е. для 


&=|2|е8, — < 0<>. 


Действительно, интеграл (3.8) будет в этом случае сходящимся, что сле- 
дует из оценки подинтегральной функции: | 


ог ="). (3.9) 
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Умножим обе части равенства (3.8) на 2°и выберем а ббльшим $, 
что мы всегда можем сделать. В силу оценки (3.9), мы можем написать, 


что 
оо 


аа (1)| <=” М \ геем 


—с 


где ограниченная величина М от х не зависит. Отсюда непосредственно 
следует, что 


1 (®) |= 0 (==), 


а это равенство и доказывает наше следствие. 

Следствие 3. Если вещественная часть 2 = х -- и; растет неогра- 
ниченно так, что ее дробная часть {т} = [1] — 1 заключается между 
двумя произвольно взятыми дробями ту и х,, то 


|< (#) | =0 (|2 |"), (3.10) 


где положительное число 1 может быть взято сколь угодно малым. 
Для доказательства достаточно воспользоваться формулой (3.6), разбив 
суммирование в правой части на интервалы (1, п< 1), (п> 1, оо) и при- 
няв затем во внимание оценку (1.4). 
4°. Воспользуемся функциональным уравнением (3.2) для доказатель- 
ства того, что при р>0 имеет место формула преобразования: 


Ув [2 о — ХРох,. „(= 


П=1 


= и т [2 "07 (0) — Хе) ты (=) з (4.1) 


где Х,,„,(2) обозначает функцию, определяемую интегральным соотноше- 


нием 
[> г (3) г" 
\ Хь, т, (21) 8—1 4 = таких НИЙ Ве (5). >0, =_>0. (4.2) 
[о 


Для доказательства этой формулы заметим прежде всего, что 


Хто (1) = 2е—^ для рационального поля; 
Хь, 1 (2) = е-* для мнимого квадратичного поля; (4.3) 
Х,, о. (1) =4К, (25) для вещественного квадратичного поля. 


Отсюда ясно, что в силу оценки (2.7) интеграл (4.2) будет абсолютно 
сходящимся в полуплоскости Ве (5) > 0, вследствие чего его можно обра- 
тить по формуле Меллина и написать, что 


а--1с0 


Хин г” (5) го, 1-0, о 
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Выберем «>>1; тогда получим 


У Е (п)Х,. Е — о АЗГ": (5) Г": ($) & =; ча рр (4.5) 


0—1 


если теперь проинтегрировать функцию 


ат" (5 г Г" (5) бо (3) 
($) = ——— 
Г. 

по обводу четырехугольника АВС («>1, —1<В< 0), то в пределе при 

Т > ео получим 

со т Й В-Е1оо Г ы ия 

Хе) Хх. (1) = № Аа т | АМ” (5) г © =, (4.6) 
в 


П=1 —1с0 


где А, и В, обозначают вычеты функции ‹ (5$) относительно ее полюсов 
$ =Ои $ = 1. 

Преобразуем интеграл, стоящий в правой части (4.6), сначала при. 
помощи функционального уравнения (3.2), а затем при помощи подста- 
новки 5 =1 — с; тогда мы найдем, что этот интеграл будет равен 


4 в 1—$ 45 
о. АГ ( г“и-эча-)*,= 
В %оо 
со 1—В-Н1= 
1 Е (п) отита [6 тат 4с 
ГЕ 2 \ АГ и г у 
о 1—В—#> е 


вследствие чего формула (4.6) получает вид 


УЗ Рух,, „(®)- ЕЕ УР, (1). (4.7) 


П=1 


Принимая во внимание, что 
та 1 
В =2'5 (0), А, =— 2" .0)--, 


мы из соотношения (4.7) выведем формулу (4.1). 
Для рационального поля эта формула переходит в соотношение, 


известное из теории тэта-функций Якоби} 


наити} = [на ет}. о 8 


П=1 ПТ =1 
Для мнимого квадратичного поля получается формула Розенгайна: 


ИЕ [1+ ХР. 7 = [1+ У Ре Уз } 20 4.9) 


П=1 п=1 


а для вещественного квадратичного поля мы получаем соотношение: 


уз [* ©- Урок (в) == [< 9-Х еоок, =). 


р > 0, (4.10) 


установленное нами другим способом в работе (1). 
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5°. Покажем, как из формулы (4.1) получается функциональное урав- 
нение (3.2). 
Введем для краткости обозначение 


и) = УР) Х., (^^), #>0 (5.1) 


где Х„, „,(2) определяются формулами (4.3). Пользуясь интегралом (4.2), 
найдем, что 


ар (5) Г" ($) 65 (5) = бе п (2) 2—1щ4х = фи, (#) ая 
0 0 


со 


-- \ вах, $0, 


= 


Будем считать, что 0 з<1, и преобразуем интеграл 
1 ‹ 
ен (2) 4, 
0 


на основании формулы (4.1), следующим образом: 


1 


ааа = {270 (0) — 2" (0) ща = 
(2) = а { е (0) в Ок я,н- =} 2 х 
0 0 
те (т) (0 ах (г) © 
= __ ©) ге ео | \е. в (<) ха 
1 


тогда мы получим: 


Е (0) ый 275 (0) 


А ‘(5 2) Г” (5)65($) = + бы а) ани. (6.2) 


"Так как правая часть этого равенства инвариантна при замене $ на 1 — $, 
то должна быть инвариантной И левая часть, т. е. мы можем написать: 


АГ” (>) Г” (5) ($) = АР” (===) "(1 — 3) 24-3) 77 53) 


Ограничительное предположение 0<5;<.\1 может быть, очевидно, 
снято, и мы, таким образом, получаем функциональное уравнение (3.2). 

В дальнейшем исследовании нам понадобится еще одна функция, 
которую, подобно функциям К,„,,", (2) и Х,,,,,(1), мы выразим ‘посред- 
ством определенного интеграла 


| У,.,, т, (22) 8—1 = еж с #07 $5.4) 
2 т лег” ( 2) г" 2—9) = 


<ходящегося в области, заданной неравенствами 


ое (5.5) 
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как это видно из равенств: 


У!» (2) =е->' для рационального поля; ] 


8ш 2 
Уз (2) = - Для мнимого квадратичного поля; 


(5.6) 


У, (2) = Л.(22) для вещественного квадратичного поля. | 


Здесь через Л.(2) обозначена бесселева функция нулевого порядка, 
причем принята во внимание формула Вебера: 


= —т 
а 0. < Вв(2) <= 20. 35.7} 


Отметим, что между тремя функциями Х,„, „,(2), У, (1) и К, (2) 
существует интегральное соотношение, выражаемое формулой 


со 


(х,..» (2) Ун. (62) 42 = + К», (45), @а>0, 5>0. (5.8) 


о 
Действительно, из формулы 


«+420 
а 1 $ а 
Хи, (5) = зар ГА)" =, а>0, 
&—1с0 


а 


интегрированием по параметру найдем, что 


ео 1 а--150 7 

а ИА п С (1— $45 
(х..„(=) У,,, г, (65) 42 = =>: \ о о в 
0 и—40 2 60$ 5 


откуда, в силу соотношения (2.8), и вытекает формула (5.8). 
Укажем еще на формулу 


[2 =] 


К — 61) —К 7) 
Кун, (а) а ай | г. СЫ се тах = 
0 
ь ь 
== и,, "(-=), @>0, %>0, (5.9) 


которой мы воспользуемся в дальнейшем. 
Для ее доказательства достаточно взять соотношение 


. Е &--4 
К,., т, (— 162) — К, „, (62) _ 1 я тж (1—3) 4 > 0 
2: А рее ЕЛЬ 
а—4с0 


и затем интегрированием по параметру установить, что 


ьй р 
К (—:5:)—К фх 
у (аа) т.т 22) ) х ах = 
а--1-|-120 
_ * . пав 
ве: 


Е 
а От т (==°) Г Ца (-«- 


откуда, в силу формулы (5.4), и будет вытекать равенство (5.9). 


2 известия АН СССР, серия математическая, № 2 


` 
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В дальнейшем, во избежание излишней пестроты формул, мы часто 
будем опускать индексы и; и г, у букв Х, У ит. д. 

В заключение настоящего параграфа приведем таблицу обозначений 
основных параметров и функций, которые постоянно будут встречаться 
в дальнейшем изложении: 


Т. Рациональное поле. 
1 5 Й 


х=1. г=0, п=Ь га=0, А=у=, 0=—=, 


от, Ха», У,ЕЕЬ КОЕТюь, 


Г. (2) = Уксоз2л, М(т)= Утзш2х, М№(2) = ле. 


П. Мнимое квадратичное поле. 


о Ро ПО А=ИТАТ, О 


2п 


зшх 


Х (&)=е-*, УС) = я К (<) = 


(2) = ЛУ), М(®=К (Уз) + > У. (2У3), 


Мои Е а) в ‚ (2=И2) йо 


Е е=2е, ве 4. 


Е °(2=У =) 


Ш. Вещественное квадратичное поле. 


о О д а С (0) =0, 


Х (1) =4К. (22), У(т)= Л, (22), К()=2(К.(&У2)-+ К, (4У2)}, 
(2) =2{ КУ) —- (42), М(®==Л 4У3), 
М (2) = Уз {=К, Че Уз- =К, (4в Уз) }. 


$ 2. О различных интегральных представлениях функции (5 (8) 


6°. В настоящем параграфе мы займемся вопросом о представлении 
дедекиндовой функции (о (5) и ее производных (® (0) и (0) через опреде- 
ленные интегралы. 

В п® 2 мы доказали, что при «>> 1 и Ве(2) >0 имеет место формула 
&--1со 
\ а (9). (6.1) 


&—1 2 с08 то: 


8 (х) = 


21 


Интеграл, стоящий здесь справа, сходится абсолютно, а подинтегральная 
функция голоморфна при а>>1 и стремится равномерно относительно 
“>! к нулю, когда |{| растет неограниченно, как это следует из оценки 


(3.9). 
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Известно, что при таких условиях мы можем обратить интеграл (6.1} 
по формуле Меллина и написать, что 
со 
(о (5) = 247 **0з ^® (5) \ (1) 4х, Ве(5)>1. (6.2) 
0 
Эта формула доказана нами в предположении, что Ве(5)>>1; но разло- 
жение (3.4) показывает, что для вещественногов квадратичного поля, 
когда (о (0) =0, точка х = 0 не является полюсом функции с (1); поэтому 
для вещественного квадратичного поля формула (6.2) справедлива и при 
$5 =1. Отсюда ясно, что в соотношении (6.2) мы можем считать, что 


Ве ($) > 1 — г, (6.3) 
где г =. + г. —1. 
Если принять во внимание функциональное уравнение 


[< (== АР 23 ($) [© (1 — 5), 


то интеграл (6.2) может быть переписан так: 
со 
= $ 
68 ($) = 23т 7 
о 


= 4х, Ве()<». (6.4) 
Формула (6.2) для случая рационального поля переходит в классическую 
формулу Римана: 
о: (2) г 1 
От ет 42, Ве(5)>1. (6.5) 
Для квадратичного поля эта формула дает. равенства: 
( 25 \28—1 
"б) © 
ео (даеаае, Ве (в) >, (6.6) 
ВА) Ш — 


для мнимого квадратичного поля, 


ы а © 
т Е (2) 2—4, Ве (5)>0, (6.7) 
Г? (5) с05 —. 0 


| Се ($) — 


для вещественного квадратичного поля. 
Из последних формул видно, что 


с (2) 2?Р—14х =0, р=1,2,3,... для мнимого квадратичного поля; (6.8) 


.—3 


со 


\ (2) др ах =0, р=1,2,3,... для вещественного квадратичного поля. 
0 


(6.9) 

Кроме того, из соотношения (6.4) видно, что если в случае веще- 

ственного квадратичного поля продифференцировать обе части этого равен- 

ства по $ и затем положить $ =0, то получатся следующие интеграль- 
ные представления производных о (0) и (0): 

9 
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со 


(0) == ( (2) 4х, (6.10) 
(2 (0) = —2* (4) 108 дах. (6.11) 


0 


Если обратиться к формуле (6.1) и проинтегрировать подинтегральную 
функцию по обводу прямоугольника с вершинами 


А(«—1Т), А@+Т), СВЧ), 2ВЬ-), 0<в<и, 


то, рассуждая так же, как в и°3, мы придем к равенству: 


В152 1251 
1 А а (1—$)% ($) а 
в(х) + —— = ие \ —_—_—_- 


, 
* и. 
В—1< 


0<8<1, (6.42) 


п 
2 соз 75. 


откуда вытекает А 
быв) = А-В сов 2649) Це (=) + ® ©. фе-чат, 0<Ве(5)<1. (6.43) 
0 


7°. Обратимся к функциональному уравнению 
(в (5) = А" С ($) & (1 — $) (7.1) 


и развернем его правую часть в ряд, расположенный по степеням раз- 
вости 5—1; тогда, принимая во внимание, что 


и] 2 . 
а А 


= В. _. 102 2% 
пы 2 и — гуН тт: 12 (1 а" 2 


(1—5) = (0—6 06—1+-506—4+..., 


найдем, что 


Е ры 


у 2+1 п" С) (0 
ыы : | 
8—1 У! $1 
271 п" | С (0) (2п) 
- Ут (Ге [6 +16 2790}, и 

где через С обозначена постоянная Эйлера. 

Выражение, стоящее здесь справа, может быть представлено через 
определенные интегралы, содержащие функцию с (5). 

Чтобы показать это, обратимся к формуле (6.12), которую на основа- 
вии уравнения (7.1) можно представить так: 


Е и. 1 дя 1 1—2 45 : 
50+ и Ааа -и,, ов. (73) 


Интегрируя по параметру { и принимая во внимание, что 


[©] 


кадет = "99, ве()>0, #>0, 


й: 208 79 <Я 
2 
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убедимся, что 


У (+ к (=) = ЧЕ, 0<8<1. (1.4) 
0 В—40 


Докажем, что, несмотря на наличие бесконечных пределов интегриро- 
вания, произведенная здесь перестановка порядков интегрирования ока- 
зывается законной. Для этой цели покажем, что здесь выполняются все 
условия, позволяющие применить известную теорему Жордана, устанавли- 
вающую возможность такой перестановки. 

Положим для краткости 


И бе(а-+ и) ди 0 (@—й а" 
И ИЕ В ОЗ нае ИЕН 
$1 = (аи) т (а— 1) 


и воспользуемся асимптотическими оценками функции (о (а - И) при боль- 
шом || и функции К (= =. при большом у; тогда мы найдем, что 


1 


( 8 (У, 6, вк (==) лы «ед, $ (1, 
Ао 


где Ин А 
Ед, = Се ^^*А, р>0; 9) =е 3№, #>0, 
причем постоянное число [%» от А, не зависит. 


Равным образом 


со 


вв вк (= 28а 
В 


© 


< вв. $ (1), 


где 
п 


в. : =” > 
ев, = Гле я Во, ф (у) =е Ч 9>0, 
причем постоянное число [., от Ву не зависит. 
Так как функции $ (1) и ф(у) конечны и интегрируемы в пределах 
(1, + со) и (4, + со), где через & и у обозначены достаточно большие 
величины, то мы вправе утверждать, что 


со со о оо 
т «| (у ь эк) ы- ау \ С (у, вк (#4 


откуда, в силу теоремы ордана, вытекает законность произведенной 
перестановки порядков бесконечного интегрирования. 
Возвратимся к формуле (7.4) и будем считать, что 
Оо. (7.5) 
Проинтегрируем при этом условии функцию 
Ап (1— 5) 


2 511 плз 


® ($) = 


по обводу четырехугольника с вершинами 


где через й обозначено произвольно взятое положительное нецелое число, 
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Применяя теорему Коши, найдем, что 


и т 
эт = + Уд ( «(548+ 
вт р —^—1Т 
ват т 
т \ о (5) 4 + >= \ о (5) 45, (7.6) 
_внат вт 


где `В, обозначает вычет функции (5) относительно полюса $ =0, а 
через У Вр обозначена сумма вычетов той же функции относительно тех 


р 
ее полюсов $ = — р '(р=1, 2, 3...), которые заключены внутри кон- 
тура АВСО. 
На стороне ОС, тде = —й- и, в силу оценки т =О (2-0, 

имеем: 

—патТ + © 

че: Е. \ Ю. 
—1—1Т —©® 


где А, — постоянное число, не зависящее от й. Так как, по условию, 
0<:< 1, то отсюда‘следует, что 
т 
Ша \ (5) =0 
Ию ат 
На отрезке СВ вещественная часть переменной $ изменяется в пределах 
—1<««< В, поэтому мы можем написать, что 


вт 


п в 
° (5) 48| Ве * а 


я 


— с -1Т — < 


где постоянная величина В, от х не зависит. Так как 0х1, то ин- 
теграл, стоящий здесь справа, сходится, вследствие чего 
в+ат 
№ш  \ 5(3)48=0. 
Т> +5 — о+4Т 
Совершенно аналогично доказывается, что и 
ре 
бе \ в (5) 45 =0 
ОН 
после чего формула (7.6) переходит в следующую: 


В оо 
1 Атбо (1 — $) 4 
ттт (71) 
В—1= 
Если ввести обозначение 
с Ома (2т)х 
. Ул] И ея а ГА] ее (7.8) 
так что 27+1 ре 
Пи С 
= а УТАТ тс. ры 
то мы будем иметь: 


кА ЯР Та 


1 А 
В = В. ем) = а 


Я 15 


СН (0) 108 г] 
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Аналогично, при 0<5х<!1 получаем: 


А А Л 
Ув ое Е (п) и. 
р Е 2» (”) ее + п п } 
ва найденные значения вычетов в формулу (7.7), мы можем при- 
вести соотношение (7.4) к такому виду: 


о 1 1 271 п" 50 (0 
НЕ Хе [+ Ну 082+ 
П=1 Е 


+9 


ЕЯ, 
к зе) 94. (7.10) 
Применяя принцип аналитического продолжения функций, мы без труда 
докажем, что разложение (7.10), доказанное нами в предположении, что 
0 << 1, оказывается справедливым и при комплексных значениях т 
п п 
таких, что — > < 2181 -. Впоследствии мы свяжем формулу (7.10) 
< изучением некоторой аналитической функции, которую можно рассма- 
и . 


тривать как обобщение функции г Е . 


а сейчас укажем на некоторые 
следствия этой формулы. 
Если ввести обозначения 
КЕ, 20) 
Тьт $, 
т РЕ ПЕ В. (7.11) 
С-В, (9) 


В М. о ен. 


то из формулы (7.10) получается следующее интегральное соотношение: 


- ао 2С бо (0) 
ОХ ани а о | м (2:) а, #>0, (17.12) 
ПЙ—= 0 С 
где _ 2741 д 7Тз 
Е (7.13) 


Если и во внимание, что 


„У, + 


я? па 


т" (0) +6 „ (0) Ве(2) >> 0, 

то соотношение (7.12) может быть переписано в следующей форме: 
С 0 | 0 
\ м (5: = (< (Е) + со тв = ен 579+ —_ №0. (7.14) 
0 


пт 


Для рационального поля эта формула в в интеграл Пуассона- 


Лежандра: | 
бы 1 1 а 1 


0 


Для мнимого квадратичного поля о А воотношение; 


к) +56 г: = 
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ут], #>6 (7.46) 


где Ко(2) и У,(1) обозначают макдональдову и бесселеву функции ну- 
левого порядка. 

Чтобы развернуть формулу (7.14) для случая вещественного квадра- 
тичного поля, будем рассматривать ее левую часть как сумму 


(аа 


Из формулы (7.3) видно, что 


[®®) 

а веси м 4 
ум (=) = 5 а. 
0 


вследствие чего 


- 


п 


о (= _ 5 0) 
| м(ж) а ‚= — 


Отсюда получится значение интеграла (7.14) для случая вещественного 
квадратичного поля, а именно: 


1 (И =) (д = о), о) 
са | 


Выведем еще одно интегральное соотно...--:..., содержащее функцию 
Г (-2-) и функ . (0), ©. (0 
(аз ункции (,(0), (,(0) для случаев рационального и мнимого 
квадратичного поля. 

Для этой цели составим определенный интеграл 


2т:—1 = 


о, 


и будем считать, что 
{= Ша’ ЛЬ, 


$51 


Е бое + (4) т). 


где 


27. —1 ыв 


Но из равенства (6.4) следует, что 


со 


\ с (1) 2—1 4х Е, 
$ 2 АР 28 соз > С (5) 
а соотношение (2.1) дает: 


еже. 


0 


— 
ьз 

Г. 
——>” 
п 
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Отсюда без труда найдем, что в рассматриваемых случаях. 
КИА "Я п" 607 (0) 
Ша 1, = д $ о 
8—1 РА О У ГАЗЕ 
Принимая во внимание ‘равенство (7.2), получим искомое интегральное 
соотношение: 


к (0) 


ИР, о + 
А] 
с — 1)72+1 п 
+ = \ и т Е а (7.18) 
0 
переходящее в формулу Дирихле 
и С 1 5032 
ЕЯ - | (7.49) 


в случае рационального поля, и в соотношение 


С (= КИ 


со (ет) += 9+7 


— в случае мнимого квадратичного поля. 
Для вещественного квадратичного поля, когда (5 (0) =0, изложенный 
здесь метод приводит к интегральному соотношению 


2 (0 =4 (< 4-ю (2 ИЕ (0) — 
—& [С юв2я И =} = (0—2 оювеаь, 


4* (1.20) 


которое приводится к тождеству 0==0, если воспользоваться ранее дока- 
занными равенствами (6.10) и (6.11). 

8°. Докажем, что уравнение для дедекиндовой функции ( (5) может: 
быть выведено и из интеграла (7.14). 

В самом деле, умножим обе части равенства (7.14) на 21° где. 
0< Ве (5) <1, и проинтегрируем затем по д от д =0 до. = оо; тогда, 
принимая во внимание равенства 


С 428 п 1 
м (5) фе = тб 1-Эщт-ь, Ве (8) >0 
0 
1—23 1$ 12 < 62 = 3—1 0<В [6 <1 (8 1). 
62 (5) =2А 608 (5) ( а ей о 5, е (5) Ч ] 
0 


найдем, что 


6 ($) = 2 эт т. [6 в (#) + — (0) 


г], 0< Ве) <1, 


откуда, в силу соотношения (8.1), получается функциональное уравнение: 
(9) = 46 (9) 6 (1—5), 


причем принятое ограничение 0< Ве (5) <1 может быть, очевидно, снято, 
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В работе (?). нами дано одно интегральное представление римановой 
функции © (5). Это представление может быть распространено и на квадра- 
тичное поле. Чтобы показать это, обратимся к формуле 

Й 4 а-4со 
пи о ее 2 МО 
а—1со 


при помощи которой найдем, -что 


и. Ча о 


Если проинтегрировать функцию, стоящую здесь под знаком интеграла, 
по обводу четырехугольника с вершинами 


А(&—({Т), В@а-+Т) СВТ), 268-—ми), 


где 0<В_ Ве ($), то в пределе при 7 - -+- со получится равенство 


2 Р (п) 1 С (0) п Ш 
ПЕ. Е 
ет 1- ( ) яп р) 
В+ 12 в (о 
д и пра (8.2) 
27а 2 пб у ° 
В- оо “9-5 


Обозначим через Ф, (у) левую часть этого равенства и произведем оцен- 
ку функции Ф,(у) при больших и малых значениях у. С этой целью 
проинтегрируем функцию, стоящую под знаком интеграла в соотношении 


В+ 420 9 1 
о А, ов, 3) 
М зо 298 2 у 
в : 


по обводу четырехугольника с вершинами 

А(8—2Т), ВВТ) Сан), Ба), 
где аи 1<0, и увеличим затем Т до бесконечности; тогда мы при- 
дем к формуле 


о а Се —з-+1) 


1 И 
Ф, (7) = Во + 5; БЕ 4с, арт В 


аи, 
23 -—— у 
у—15о р 
где через А, обозначен вычет подинтегральной функции относительно 
полюса с =0. Очевидно, что величина К, от у не зависит. 


Из последнего равенства следует, что при больших значениях у 
И 
©, у=№+0(—,), 
откуда вытекает искомая оценка 
Ф, (у) =0(1. (8.4) 


Далее, из рагенетва (8.3) вытекает, что при малых значениях у имеет 
„место оценка 


Ф, (у) =0 (3), 0<В<Ве(5). (8.5) 
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Примем во внимание, что 
[ль (5) = Утооз22, Гл (а) = > Ло (2), 
Гл) = 2{Ко4У=)— 57. 4У=)}, 


и заметим, что при больших значениях лх имеют место известные асим- 
птотические оценки 


(8.6) 


(8.7) 


Тогда, учитывая оценки (8.4) и (8.5), мы убедимся, что определенный 
интеграл 


р С а 
= дни | Ф, (9) Е ее (8.8) 
0 
будет сходящимся в полосе 
—1 
г: < Ве (5) < 1. 


Заменим здесь функцию Ф, (у) интегралом (8.3) и переставим порядки 
интегрирования, что является операцией законной; тогда, в силу соотно- 
шения 
п 45) 
2 


раде а = -), 220, Ве(5)>0, (8.9) 
х 
0 


найдем, что 
В +15 


-о (5 о 
пб 2 


й Е 
в-Ч4оо 291 5 


Если проинтегрировать функцию, стоящую здесь под знаком интеграла 
ато обводу четырехугольника с вершинами 
АВ—2Г) ВЫ), ССВ-Т), ВСВ), 
жо в пределе при Т-> = получится равенство 
В-Е то 


1 а 
=) = \ 9) == 
— в“ 420 2811 = 
В+ 120 
Л а 
= 5) ; бе ($ + о) __ = (5) —Ф,_,(). — (8.10) 
В— 42° Я т 


Из соотношений (8.8) и (8.10) вытекает следующее интегральное пред- 
ставление функции б5(5): 


со 2741 пт 0) (0) 1—3 
Е и 
ай + (5) 14] 9 5 (1—8) 


я со со р 7 от дк (т) 0 = у у 
ео 60 
- + (5) 2 


132 Н. С. КОШЛЯКОВ 


где 


#>0, — <Ве(5) < 1. 


Для рационального поля это представление переходит в формулу для 
римановой функции 6 (5): 


.. 2 | р о Е их. о ау, *>0, 0<Ве(5) < 1, 
п у 
к (8.12) 
приведенную нами в работе (°). 
9°. В 1932 году Зигель восстановил по черновикам Римана следующее 
интегральное представление функции (5) = т” г(-;-) <: 
15 


й тах ах — 4— ра 4 
9 == Г(5) а ет р ) еее - 


е ре х —_тих же $ 


—е 
од 1 1 


(9.1) 


Здесь символами 0и/’1 и 0х 1 обозначено то обстоятельство, что интегри- 
рование производится по прямым, параллельным биссектрисам координат- 
ных углов и пересекающим вещественную ось в точках, лежащих 
между 0 и 1. 

Докажем, что аналогичное интегральное представление имеет место и 
для функции 


р. (5) = А°Г" (>) Г” ($) 6. (5. (9.2) 
Для доказательства возьмем интеграл 
Й а--1со # 
пх ре втг, [б тз [е] 
х (1) = эт \ АЗГ (5)г Фета» Ве (2) >06, 1<а<>, 
&—1с0 р 


и составим при помощи этого интеграла соотношение 


со &- оо 


кобра - ть {игре вэ 
п—0 р &—1со 
где 


п тт 


0О< В ($) < 1 в=е, з=ёе т. 


Функция, стоящая здесь под знаком интеграла, имеет внутри прямо- 
угольника 


А(а —1Т), В(а НТ), С(АВ-НТ) 2(—В—2), 


ге В=1— а, три простых полюса: с=0, с=з и с=1 с вычетами, 
соответственно равными 


Ве, в, ВО. 
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Принимая во внимание, с одной стороны, функциональное уравнение 

ве (1 — 5) = р (5), 
а с другой стороны, то обстоятельство, что в пределе при 7 -> - со инте- 
гралы, взятые вдоль отрезков ВС и ДА, обращаются в нуль, мы придем 
к формуле 


ре (5) =Ф, (в, 5) + Ф, (в, 1— 5), (9.4) 
где 
ое У ЕР (п) | (==) 1—1 ах. (9.5) 
п—=1 


Для преобразования входящего сюда интеграла обратимся к формуле (5.4), 
написав ее в виде: 


2 = 2 зщ Г" (5 д ет ПРЕ << (9.6) 


При помощи этого интеграла найдем, что 


< 


\ Г (==) 21а = за г“ (5) г" А (х х (1) У (20 зазй-*а, (9.7) 


причем совершенная здесь перестановка порядков интегрирования имеет 
законное основание, так как тут выполняются все условия, позволяющие 
праменить теорему Жордана. 

Введем для краткости обозначение 


{У (ар) (х=1, 2), (9.8) 


понимая под ним, что 


("едуо, = (о), це/ (ево, = ЧЕТ; (9.9) 


тогда легко убедиться, что внутреннее интегрирование в формуле (9.7) 
выполняется в силу равенства 


} х (2) У (62) га = а, а>0, Ь>0, (9.10) 
1 
где 


2, = оу у 2 (1х (ва (9.41) 


22—27» Н 2=вл: 
Таким образом, формула (9.10) может быть переписана в виде: 
со со ПЕ 2 
ПЕХ\ 3—1 а ОЕ 15 (+ у я) [1 
1 0 
где 0 < Ве (5) < 1. Проинтегрируем входящую сюда функцию 
п= и 
2‘, я) 
и? -- п? 
по обводу четырехугольника с вершинами (рис. 2): 
А(Т—#®), В(-Т-®) С(—Т), О(+Т, 0<ЕХ<— У 


причем точка и = 0 выделена из контура посредством полуокружности 
весьма малого радиуса 5. 
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Так как по условию 0< Ве (5) <1, то интегралы, взятые вдоль отрез- 
ков ВС и ПА, равно как и интеграл, взятый по полуокружности, в пре- 
деле при Т->- © и6->0 обратят- 
ся в нуль, вследствие чего мы полу- 

чаем соотношение 


с 
д = 2 (1%- ч) 
А’ А] аи 
АОИ ОЕ 
+°2—1 
В 
11$ © 7 (= р +) 
к 
8 А Ме? т \ ет ЧЕ, 
Рис. 2 ы 


(9.13) 


Л 
тде 0<Ё <у5 . Положим в левой его части и =х, что равносильно по- 


вороту прямой, по которой производится интегрирование; на угол 45° 
против часовой стрелки; тогда мы придем к равенству 


© 7 (= 1 =.) 
“( х (11) тат = 2 А" (5) в а 
И и! 


Возвратимся к формуле (9.12) и преобразуем первый член, находящийся 
в правой ее части. Полагая х == ей, найдем, что 


= —©<—4Е 
{ "зу и а \ { зу = м и аи = 
р А р=1 7 =$ р А Р=1 ра 
ох! + 00—3Е 
О т 479 ( \ НИ о 
== 4-е? \ {у т 1 41. 


Отсюда непосредственно вытекает, что при всякой комбинации чисел 
у 1. а, 
Ио — 0—1 
И а 0 0) 

имеет место соотношение 


=} НЕ ($ ) г еж ы 
ЕЕ \ (у (2) и ах. (9.15) 
0х1 
Внесем выражения (9.14) и (9.15) в соотношение (9.5); тогда мы при- 
дем к! формуле, аналогичной формуле Римана-Зигеля, дающей предста- 
вление функции 


р ($) = 4" (--) < ($) 
в форме следующих интегралов: 
р.(5) = А’г"($) Г”: ($) \ о, (, 2) 4 АГ" (4=“)г” \ о. (в, 2) Г 


ох 1 м1 
(9.16) 
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где 


(х—1) 


в; (е, 2) = (ет) _ а (2, о (ЕР) +. (2, =) (9.17), 


и 
0 (0) ее 
о, (в, м оные =], 048 
Е = 
% (т, :) Г в Е и 0 ы (2). (9.19) 


Здесь при Хх =2 надо произвести дифференцирование по р и после поло- 
жить р = 1. 
Для. рационального поля 
Х — 1 Г —=^ Та = 0, = 0, А = о Х1 (5) — Резак, Ув (@)= 
п 
и, следовательно, 


т =2о о Ех дпх* х 1 
ет О = У! р оО: во (72 "= = у 


Так как 


1 
Фра (9 Вии е) = +2 750 а, 


е 


то формула (9.16) для этого частного случая дает формулу Римана-Зи- 
геля (9.1). 
Для мнимого квадратичного поля 


у =, 0 НТ Хол (2) =е-*, У, 1 (2) = —— 
и мы получаем формулу 
ТЫ. ($) ($) = 


- (ИТ С. Е и ГА иво Я г(1(—5) о (®, 2) де; (9.20) 
о 1 


А 
где 


= Е т м У А ‚Фо (5, 5) 


та 


Р=1 
епт 31 1х 
Ф тр 2 ке я 2пе 
Хх 5 = Хх = = —=.— ва 
2 ( й 9) (епт) Е те) : У| | й У|д| 
Е тх е 


Для вещественного квадратичного поля 


Х=2, п =2, та = 0, г=1, А= и, Х, о (2) = АК, (2), Уьь (2) = Ло (22), 
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и формула (9.16) приводит нас к соотношению 


(ео 


р рае т че. в 


ы = ы 
ЕЕ 


= П=1 р=1 
и Ко (пр) Ло (26) 21 5 _ 2% 
Я > |, (п) ЛЬ ©) уд т 


причем дифференцирование цилиндрических функций надо производить 
по р и затем полагать р = 1. 


10°. В п°7 мы нашли, что 


7-1 тзу (т) 
и. сы, (10.1) 


1 К Е АЕ ЧЕ, 
Ш а 


где постоянная Со определяется посредством формулы (7.8). 
Кронекером было показано, что для мнимого квадратичного поля 
эта постоянная может быть выражена через тэта-функции. 
Выведем формулу Кронекера, применив следующий способ рассуждений. 
Выражение для дедекиндовой функции ( (5) может быть написано 


в форме 
«(9-2 


где суммирование распространяется на все целые значения х и у, исклю- 
чая одновременную комбинацию х = 0, у= 0. 
Введя обозначения 


и Ве (5) > 1, (10.2) 


А =4а—в, Ул, >0, (10.3) 
найдем, что 
= = (29 + 5 (23) о. (10.4) 


где 
со хо 


-и О. етьтетый ее 
здесь через ( (5) обозначена обыкновенная функция Римана, а знак ука- 
зывает на то, что при суммировании следует пропустить член, соответ- 
ствующий значению х = 0. 

Выразим сумму 5 через определенный интеграл, для чего раесмо- 
трим криволинейный интеграл 


\ 22—14 


О 
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распространенный по контуру, состоящему из двух концентрических окруж- 
ностей, описанных из точки & = 0 радиусами 6 и К, и отрезком веществен- 
ной оси от точки = до точки д = А. 


Если считать $ числом целым и положительным и выбрать р таким, 
что 0<р< 245, то, интегрируя по вышеуказанному контуру, найдем в пре- 
деле при 6 —>0 и А-> -- < следующую формулу: 


\ Ру т 
Я (аа 2+ в = 


= (—1 Вал УВ АРВ (3) [а ВР-8 8—1 : 
3 этого +9 А вы 


(“ 
(10.6) 
где для краткости положено 
Е® Г(Р$-+1) з-р а 4 (1— 
Тр" а 0) 


Обращая интеграл (10.6) по формуле Меллина, найдем, что 
т-Н4юо 
1 Е п Г (<) Ф., в (<) ас 
сев 29 лая Рот никуые 57 < 11009 


где 
РН иб—86°—1 (8) о 
Фо) (со о (=). (10.9) 


При помощи интеграла (10.8) выражение (10.5) может быть представлено так: 
тю 
1 2" а Г (3) 5 (65 (25—50) ($) 
Е —(-— о Де 05, (10.10 
211 | УЛ, ( - Г (5) Г(в—#+1) яв > ) 


где 


м (Еее). в 


Рассмотрим в качестве контура интегрирования прямоугольник с верши- 
нами 
А(« НТ), В(с—аТ) СФ) Вф—1), 
где 1 <*< 2$ —1, —1<р< 0. 
Так как на отрезках, параллельных вещественной оси при больших 
значениях |{|, имеет место оценка подинтегральной функции порядка 


оз, 


то в пределе при Т = -- со после интегрирования по прямоугольнику 
найдем, что 
с-вваы | (2) "ГО. пра, (ид 
у там А. Г (5) Г (в—$ + 1) 91 


фр—#< 


где В. и А, обозначают вычеты подинтегральной функции относительно 
полюсов в =0 ис=1. 


3 известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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Так как 
21 [а \*-1 (Г (в) 5 (в) 5 (25—в) °В® в , 
В, — уз (в) Торе =| 77 м +46 -Ю+- 
2 0—0 
и 
2 8—1 Г (9) (2 — в). ВФ 
а - 
1 1 Г($) Г (6—5 +11 = 
2 4тС 2 
=ух +ух + ух 105 ЕЮ 54 
то 
ь 2 т ны кой 4кС 2 а. 
И [© яя => Ре т 108 +5, 
где 


ее сы А УЛ )}а. 


65 ИА, [® | бат =. р 
Принимая во внимание, что 
2608 Г (8) 5 (5) 


с<и—з) = =. 


8—9 = 2, ве®>ь 
ее 


где через 5(п) обозначена сумма делителей п, найдем, что 


со . 1—Р+< 1—р- 1 
5—4 5 (п) [1 Г (5) 48 1 ГК8) 48 
И А п 2 (—2п то, )8 2 (—2тте»)8 | * 
1 в=1 1—1 " 1-40‘ ` ый 
где 
__ В ++ИА, РЫ+ЕИА, 
О в а 

Так как 


а+ 
2=г \ Г (2) да е-х, «>0, Ве(2)>0, 


то 


8—1. УЛ, УЛ, Ч 
о У ое АВ 
ИА иен" Ид а = | 


Обратимся к известной формуле Лиувилля, согласно которой 


со 


Уате = У М, Ве(5) > 0, (10.15) 


П—=1 }Й=1 
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где арифметические функции а(п) и 5(п) связаны между собою соотно- 
шением 


а(п)= У (а), 
п=а5 
причем суммирование распространено на все делители п. 
Если здесь положить (4) =а4, то будем иметь а (п) = 5 (п) — сумме 
делителей п, после чего формула (10.15) даст: 


со 


50) У Не — 0 (10.46) 


П—=1 


Интегрируя это равенство по $, получим: 


[> ®) $ со 
ен Уве), В@>0, 
Пт П=1 

а так как 


Па — ем) =е № в 1) 


У—1 


18 (в) = 2 $ (0, е2ч%), 
где 5, (2, 9) выражается рядом 
а и 25 
9, (2, 9) =249* зш 2— 24% зщ 32 + 2р* зш52-+..., 
то 
5 (п) 
1 т ето = а 108 (6). 


П-=1 


Поэтому соотношение (10.14) приводит к формуле Кронекера [см. (3)]: 
а Ат 
1 И (о | : 
и (6®9-уЕ тя = а о: — ух 08 (1(6) (65) 
(10.17) 
Сравнивая правые части формул (10.1) и (10.17), найдем значение 
производной ©, (0) для случая мнимого квадратичного поля, а именно: 


е (0) =2 ори (10.18) 


где числа ®, и о, определяются равенствами (10.13). р 
Из формул (10.4) и (10.12) можно найти и значения функций (о(2) 


(е(3) и т. д. Так, например, 


(2 (2) = 2 54) + 3-54) + В+ В, + 


р-+ со 
1 2% [а (9—0 9—9 о) 
=. рт \ УЛ, (*-) эт 26 193 
е—1со Я 
где 
В о Зато (3) 
0-5 3=—2257° == А.А, 
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Правую часть этого соотношения можно преобразовать к виду 


Запс (3) 
«(= О у 
18 С ее |. Г (8+1) 48 и Г (8+1) 48 |+ 
А, 2 п |2 о (—2пто!)8 +1 ее. (—2ттоз)8 1 


8 сие С оо а ое ты 

па в (п Е 

Тлух ЛУ. > 7з в \ Фтисж ПЕЗЯЯ 25 \ ме |, (10.19) 
о — 


6 5 
аа (—2то,) об (— 2 то»)°: 


где через 5.(п) обозначена сумма третьих степеней делителей числа п. 
Последнее обстоятельство следует из равенства 


($) 8—3) = У с Ве(5) > 1. 


1—1 


Отсюда вытекает формула, аналогичная соотношению (10.14), а именно: 


Ат у р 5: отл 88 у 55 (0) чеки 
п={ П=1 


_8ап®_ 53 5'з (п) ет = За | у 5 5з (п) тать 


Введем в рассмотрение функцию 


Е(2) = а — ев"), жш=о+ 8, а, (10.24) 


У=1 


и примем во внимание соотношение 
[®®) со 
д Е 
У 5 (пе"= Хх, Ве(2)>0, 
п=1 А 


получаемое из формулы Лиувилля (10.16) при 6(4) = 43; тогда мы без 
труда найдем, что 


5. 
> 53 (№) озтта = лов 0@&—т, (10.22) 
Хх 5% (и) ( 
3 (® ; ) 
У 2 ри = дк \ (2 — 01081 (04 — 1 =—®. (10.23) 
0—1 0 


В результате выражение (10.20) примет следующую форму: 


сое они С ее" о 

о (2) в=-гуЕ | Бои — ут | (оае-- Бюв а 
(10.24) 

где числа ®; и ®, выражаются при помощи равенств (10.13). Формула 

(10.24) упрощается в частном случае, когда а =с=1, 6 =0, т. е. когда 


Р (п) представляет собою число разложений п на сумму двух квадратов. 
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Действительно, в этом случае ® =, =1 и формула (10.20) дает 
соотношение 


(а (2) = 25 (4) + =6(3) + а М 55) И НО 5: №) ати, (10.25) 
И=1 П=1 


Вторую из сумм, входящих в правую часть последнего соотношения, 
можно исключить, для чего рассмотрим формулу: 
со а&-1со 
5з (п) о т 4$ 
р = \ о. Я. 


П-1 а—1со 


Проинтегрируем функцию, стоящую здесь под знаком интеграла, по 
обводу четырехугольника с вершинами 


и перейдем затем к пределу при Г -—>- со: тогда мы придем к равенству 


а--1со 
4 ( ГОО а, 


У (2тв)* 
г) 3) 
= + Ю-В. ЕВ. + \ и (10.26) 
В —“1оо 


где через А., Н., В, и В. обозначены вычеты подинтегральной функ- 
ции, которые оказываются равными 


Е 4 4 73 
Во = В, = —50(3), В = — 5 6(3) 6, Вз= 75°. 
Преобразовывая правый из входящих в формулу (10.26) интегралов 
посредством подстановки 5 = —2— 0, найдем, что 
+ 1°о —2— +10 
1 Г ($5 (5) 6 ($ +3) паек \ Г (6) (6) 6+3) р. 
2 (26° 2 =) 
В—1< —2—В—1ю р. 


после чего соотношение (10.26) примет форму 


1 < 53 (9) оао — 
> (3) — ВУ" ее 


П=1 


тео. бот 


П=1 


Полагая здесь р = 1, получим 
[®.®) 9 4 2 
ее ФЕ 


п=1 
и, следовательно, 


бе ке 98 ет, 
П—=1 
Но по формуле (10.22) | 
со С п2 
У р е-27т — — 99 \ 1ое 8 (#) &— 75 › 
0 


П=1 
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и окончательно получаем: 
Е 
4 
(>(2) = — б + 8 \ ор (#) аи. (10.29) 
0 


11°. Формула (10.20) может быть выведена и без помощи интеграла 
(10.6). Чтобы показать это, обратимся к формуле 


(о (2) = 5.64) + 264) 5, (11.1) 


где 


+ 


ея 


4. (2) 
ыы: № 


у=1 х=—© 


(х + Фу) = ©у)* 
Напишем равенство 
1 о 1 
(2 + чу} (2 + оу} — Му (а { | 
= — те арт | 1 .| 


и на основании соотношений 
а--1со 
1 1 \ п (1 —$) 45 


а ЕЕ ЕЕ ) 
Ш (5 62 Ву4 5:3 


4 4 4 п 4$ 
оу 2 м $ 8 0,455, О<а< 2, 


“ 
@—1со 


преобразуем его к следующему виду: 
а-1со 
1 неа \ п (1 — $) 4 


сто е+5) М2 ) ма оеаья — 


&—1с0 
«+100 а 1с5 
ан & \ п (1 — $) 4; а \ п 45 
А, 25 ) зщ м5 02 8у4—98 А, УЛ, 2% . зштз «184—858 
&—1с0 а—1со 


- &-1с0 
2а8 1 п 45 
А, ИА, 21 9ш п ©1— 84—83 : 
в &—100 


Из этого равенства вытекает, что 


РИ РРР Ч ЧИ 


— 1 п 5. п$ 1—5 
т \ эт 5 © о 


4 1 п = п Де 
“о \ т м5 "со. 2585(5)5 (4 — 5) 45 + 


За 1 п а у 
те Ул 2 \ т” 608 — —:6 (5)6 (4 — $) 48 — | 


и ео 28 
уе п > = 6 (5)5 (4 — $ а4:$. 
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Если проинтегрировать входящие сюда подинтегральные функции по 
обводу четырехугольника с вершинами А(«— #7), В(а-- #7), С(В+ Г), 
(В—2Т), где —1<8<0, то в пределе при Т-> + со получится 


формула 
Затх (3 АН Й 
5=—5 64) + а \ а (4-е. 


КУ. 2 Зы 2 С 
а 
тт ые ав) — 948+ 
ен 
УЕ, ая 18 (— Е 6(5)6 (4 — $) 4 + 
Е бам 
Ея ,данеауя сес) 64 — 5) 4 


Нреобразуем отдельные члены этого равенства посредством функциональ- 


ного уравнения 
2 087 Г (3) (6) 
о 


тогда мы получаем равенство 


= О + 


А, УЛ, 


2— В-Н1<о 
82 1 Г (в) = 
вн |) рос +2) — 4+ 
2—В—1< 
ве а 
т \ р = (< 2) (в —1)4в+ 
2—В—1< 
8 Й 1—В-+1 ее 
па в 
и СОЯ 
8 Й 1— В 1 г о 
па ыы в р 
О 


Развернув здесь произведение римановых функций в ряд Дирихле по 


формуле 


73 


ебе-9= У, > 


П=1 
получим соотношение (10.19), из которого вытекают формулы (10.20) и 


(10.24). 


Поступило 
26. 1. 1953 
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К ТЕОРИИ СИМВОЛА ШАФАРЕВИЧА 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


Настоящая работа посвящена локальному построению локальной тео- 
рии полей классов для абелевых расширений простого нечетного пока- 
зателя [. 


В работе строится локальная теория полей классов для абелевых рас- 
ширений простого нечетного показателя /. Хотя эта задача и была ре- 
шена в работе (8) для произвольных абелевых расширений, тем не менее 
целесообразно отдельно рассмотреть указанный в настоящей работе слу- 
чай, во-первых, потому, что его удается исследовать особенно простым 
методом, который, к сожалению, не удается перенести на общий случай, 
а во-вторых, потому, что для приложения к интегральной теории полей 
классов рассмотренный в настоящей статье случай является единственно 
необходимым. 

Пусть А’— произвольное поле алгебраических чисел, содержащее не 
равный единице корень [-й степени из единицы (, где /-- фиксирован- 
ное рациональное простое нечетное число, [ — простой делитель { из А’ и 
К — поле, получаемое из"А’ |-адическим замыканием. Как известно, в этом 
случае корни степени №!—1 из единицы, где № — абсолютная норма 
идеала |, вместе с нулем образуют мультипликативную систему предста- 
вителей А идеала ()), где ^ — простое число из №. Каждое число «ЕЁ 
может быть однозначно представлено в виде: 


@& —= — 0+ №, 
где а; 6 А. В частности, 


ре Стан неро (1) 


е 
где е — показатель ветвления К, а е! = ее 


Пусть % — поле инерции А. Как известно, каждое число «6% пред- 
ставимо в виде 
@ = р 01 1, 


где а. 6 В. Ввиду совершенности поля классов вычетов, соответствие и—> а! 
в поле %, определенное формулой 


а^ = (У о; в) = У& Г 


есть автоморфизм. В кольце формальных степенных рядов от неизвестной 
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1х с коэффициентами из ) определим ряд 
со 
Е (о, 2) = УГ" ат т". 


п=0 
Г. (а, х) обладает следующими свойствами: 


Г. (а: + в», 2) = Ё. (а, 1) + Г (о, 1), Г (аа, <) = аб (а, т), 


где а — целое [-адическое число. Отсюда следует, что ряд Е (я, 1) = е >) 


обладает свойствами: 
Е (о, + а,,2) = Е (в, 2) Е (а, 2), (2) 
Е (аа, 5) = Е (ах). 


В случае; когда «ЕВ, имеет место тождество 
(т) 


Е(а, 1) = Па—а"=") ", (3) 


где р (т)— функция Мебиуса, а т пробегает все натуральные значения, вза- 
имно простые с {. Из этого тождества следует, что при а В Е(а,х) имеет 
целые [-адические коэффициенты. Ввиду (1), это верно’и для любого «6%. 
Поэтому. Е (а, 2) сходится для всех х==0(*). 

Пусть Х — неразветвленное поле, получающееся из Х\ алгебраическим 
замыканием поля классов вычетов. Если АЕ) — решение уравнения 


АГ — А=—а, 


где «У, то обозначим Е(Г’ А, ), где Ё определено уравнением Е (1,Е)=5, 
через Е («): 
Е(Г А, Е) =Е(а). 


Это обозначение имеет смысл, так как легко видеть, что все целые 


АСУ, удовлетворяющие равенству 
АГ — Аа, 


дают одно и то же Е([" А, Ё). Ясно, что Е(а) удовлетворяет соотноше- 
ниям: 


Е (ал + чз) = Е(а;)-Е (а) и Е (аа) = Е (а), 


где а — целое /-адическое число. В работе (1) доказано, что Е(а) удовле- 


творяет сравнению 
Е (в) =1 ое (Ма), (4) 


в котором е, определено из формулы (1). Значение функций Е (а,^4) и 
Е(&) уясняется из следующей, впервые сформулированной и доказанной 
в работе (1) теоремы. 

ТЕОРЕМА 1. Каждая главная единица в из К может быть пред- 
ставлена в виде 


е = Е (а) Е (№), 


где а, 4 — целые числа из 3, а Е пробегает все значения между 1 и (е, 
не делящиеся на [. 


мы 
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Так как каждое число № из А представимо в виде в = А“ фе, где а — 
целое число,  — элемент из А, а = — главная единица, то теорему 1 
можно еще сформулировать так: каждое число + из К момено предста- 
вить в виде 

№ = Аа Е (а) | [Е (4 №1), (5) 
где значок = показывает, что левая часть этого соотношения отли- 
чается от правой множителем, являющимся 1-й степенью. 

Представление (5) будем называть каноническим. 

Определение и свойства символа Шафаревича (р, У). 
Пусть ци у— два числа из Ки 


и = 8 Е (а) [Е (№), 
== в Е (В) ДЕ (8; 4) 


— их канонические разложения; тогда символ (р, у) определяется равен- 
ством 


(р, у) == Е (а8 — ба + т), (6) 


где 
Е (1) = Еба: В, +). (7) 
1,7, 
Оператор 6 определен на группе главных единиц = равенством 


де =8 [Е (а) | Е (а ^*)] = Е (о). 


Символ (р, у) обладает следующими четырьмя свойствами, из которых мы 
докажем только последнее (доказательства первых трех см. в работе (1)): 
1. Билинейность: 


(раро» У) = (ра У) (в»›у), 
(№, уу») == (№, У,) (№, %). 
2. Кососимметричность: 
(ру) = (в). 
3. Невырожденность: 
из (№, у) =1 для всех у следует в 1, 
из (р, у) =1 для всех р следует у=1. 
Можно даже утверждать больше, а именно, имеет место 
ЛЕММА 1. Какова бы ни была единица р2е1, найдется простое 


число } такое, что (р, \) +1. 
Доказательство. Пусть )— какое угодно простое число. Если 


(№, ^,) = 1, то лемма доказана. Если же (1, ^,) =1, то по теореме о не- 
вырожденности символа (1, у) существует у; = \8е такое, что 


(м, У.) = (в, №12 (в, =) = (м, =) = 1, 


Простое число } = ^.е и будет искомым: 

4. Инвариантность. Символ (р, У) зависит только от чисел р иу 
и не зависит от простого числа », фигурирующего в его определении. Для 
доказательства свойства 4 нам понадобятся следующие леммы. 
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ЛЕММА 2. Пусть в 221 и у2е1 — два числа из К. Тогда каждое чис- 
| 


| 
ло а из К, являющееся нормой чисел из К, =К(Ув) и К, =К(У»), 0у- 
1 


дет также нормой некоторого числа из К» = (Ув). 
Доказательство элементарно и приведено в работе (5). 
ЛЕММА 3. Число у = Е(а, 2.4) есть норма числа Е (9, А“) из поля 
1 


К =А(А), где А =УХ. 

Доказательство см. в (!), стр. 128. 

Определение. Свойство символа (1», у), состоящее в том, что равен- 
ство (в, у) =4 является необходимым и достаточным условием того, чтобы 

1 
у было нормой в К, = КУ), называется норменным свойством символа 
(№, у). 

ЛЕММА 4. Инвариантность символа (р,у) и норменное свойство 
эквивалентны. 

Доказательство. Пусть инвариантность символа (ру) доказана. 
Докажем норменное свойство. Если р = Аа Е() [Е (х:^1), то будем разли- 
чать два случая: первый, когда а == 0(1), и второй, когда а==0(1). 

41°. Если а == 0(1), то существует целое а’ такое, что | 


аа’ ==1 (1). 
Вводя обозначения: 
ро’ ов в, а’а о а’, а’о; а а’, 
будем иметь: 
=^Е (а) ЛЕ (а, 4). 
й 1 
Так как К(Ур)=А(Уь), то число у, являющееся нормой некоторого 
й Й 


числа из К(УХ), будет, очевидно, и нормой числа из А (Ур ), и из равен- 
ства (№’, у) =1 следует равенство (р, у) =1, и обратно. Из всего этого сле- 
дует, что в случае 1” норменное свойство достаточно доказать только для 
простых чисел р, но для таких чисел оно следует из леммы 3. 


2°. а=0(1) и, значит, в =Е(а) [] Е (а: №). Докажем сначала вторую 
1 
часть утверждения. Пусть у = М, А, где А — число из К, =А (Ув); нуж- 


но доказать, что (11, у) =4. Если бы (1, у) = 1, то по лемме 1 нашлось бы 
простое число Х такое, что 


(У =1. (8) 
Так как (№, у) Е 1 и (^, у) 1, то существует п == 0(1) такое, что 
(рп, у) =1, (9) 


где |”"\ — простое число. Из предположенной инвариантности символа (р, У) 
относительно выбора ^ и в силу сказанного в 754 из равенства '(9) сле- 
дует, что 

у = М, м) В, (10) 


1 
где В — число из К(Ур”^). Так как, кроме того, по предположению у есть 
| 


1 
норма в К, = (Ув), а значит, и в &(Ур”), то, по лемме 2, отсюда следует, 
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| 
что у есть норма в А (УЛ) и, значит, по доказанному в 51, (2, у) =1. Это, 
однако, противоречит неравенству (8). Пусть, наоборот, 


(р, У (11) 


докажем, что у есть норма в К„ =^(Увр). Действительно, по лемме 1, 
существует простое число Х такое, что 


(‚= (12) 
и, значит, у есть норма в А(У^): 
| 
у=М№,4А, АЕК(У»). (13) 
Перемножая равенства (11) и (12), получаем (р, у) =1, откуда, по до- 
1 


казанному в п°1, следует, что у есть норма в (Ув): 


1 
у= М.В, ВЕКУ»). (14) 
Из (13) и (14), по лемме 1, получаем 
у, В, 


1 

где В, Е ЖУь). 
Итак, норменное свойство есть следствие инвариантности. Докажем 
обратное. Пусть Х и ), — два простых числа. Докажем, что для любых 


виУу 
(р, ^)х = (р, ^)», 


где значок ^ в правом нижнем углу указывает на то простое число, при 


помощи которого вычисляется символ (р, У). Действительно, если (1, у)» = 
1 


— 1, то, по доказанному, у есть норма в К (Ур), а значит, (в, у)», =1. Так 
как значения символа (р, у) берутся из фактор-группы группы примарных 
чисел ® по подгруппе [-х степеней, ®/о!, которая есть циклическая [-й 
степени, то, обозначая через ®«, образующую этой группы, можно напи- 


сать: 
з 1х (и) 
(в, У)». — о . 


Р» (в, У) есть кососимметрическая бипинейная форма. Так как, по доказан- 
ному, /л (№, у) и /,, (в, у) имеют общее нулевое многообразие, то 


Да, (в, у) = сЛа (р, У), 
где с— не зависящая от (р и у константа, и, значит, 
(ру у)», = (р, У), (15) 
Докажем, что с==1 (е). Положим для этого р = ^, у= Е (о). Тогда 
(№, У)» = 8) = (р, У)л,, 


откуда через сравнение с равенством (15) получаем с ==1 (е). 
ЛЕММА 5. Имеют место формулы: 


Е (а, 8) е-в "в, (16) 
е^°— Е (а, в) при ае. (17) 


Доказательство см. в (1), стр. 131. 
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ЛЕММА 6. Если р=Е1 (\е+1), то 
(руд” = 8 ехр (18 ву! 4), (18) 
где ау = Ув: №, если у = Ув де. 
Доказательство. Заметим, прежде всего, что равенство (18) имеет 
смысл, так как вх ехр (10 в, у14» у) не меняется при переходе к другой 


записи у. Если у==^, то (в, ух = и 
6» ехр (18 р, у 4) у) == бор, 
и равенство (18) в этом случае доказано. Пусть у = Е (8, ^3), где В = 0(1). 


Будем различать два случая: 
а) Если р = Е(а, 8), а = 0(1), а>[, то 


Лев = (о, А) == ада (1:1), 


а 
ута = Фву = ЕВ, "И"; 
т-=0 
отсюда 
рр У ав" + (дает), (19) 


т=0 
Так как а- 6 >е, а Го -+а=0(1) при т>> 0, то, по лемме 5, 
Злехр (68, +?) = 8, Е (6о8, ^°** ) = (ву, (20) 
Во ехр (вв, Ле” ЬНа) М (в ", В) =, (21) 


Равенства (19), (20), (21) и доказывают формулу (18) для случая а). 
6) к = Е (10, №"), а > е. В этом случае 


1 р == 10а -- аа (Ме: -- 1) 


и 
ОН ыы — 1т ть а Борт "+1 -а 0) 1а+ь 
12 в: У алу = > (18° Л + а В х у-ва ВА ""”. 
т==0 
(22) 
Так как @ + ”"Ь>ье, то, по формулам (17) и (16), 
ехр аг В ана) > 
ды Вата" д" ф + да) = ехр(— 087" ("в (23) 
$ ехр (Бат В, №1?) = 8) Е (Бат В, №2 +°) = 4. (24) 


Из (22), (23) и (24) получаем: 
бл ехр (16 р-У—14л у) =1, 
но в этом случае и (1,у)), = 1. Лемма 6 доказана. 
ЛЕММА 7. Если р==1 (\°+!), то значение (р,у) не зависит от выбо- 
ра простого числа \, при помощи которого этот символ определен. 
Доказательство. Пусть === 1 (\е+1) — главная единица и 


е= Е (а) |] Е(,^) ] Е(а, №) (25) 


фе 9 >е 
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— ее каноническое разложение. Согласно (4), 
Е (<) = Е («т еи, №1) = Е (в, №), 


поэтому, логарифмируя (25), мы получаем, как и при доказательстве 
предыдущей леммы: 


]9е == ъ о; М -- в» у | № о ХЕ ао (4). 
Представляя в таком виде 10 р.у-14)у, получаем: 
Дор. ! Фу» ор № д -- 15 + вом: (Ме), (26) 
где для краткости положено № а; № = т, и, значит, 
(в, Уд = 8 ехр (ж^*). (27) 


Пусть < — другое простое число. Вычислим (в, у)-. По той же формуле 
(19) находим: 


(в, у) 1 = б.ехр (в №-у-1 4-5). (28) 
Но 
а» 
ру та: = в р-у 14... -- . 
откуда 
12 в-У- Чу У, бе: д Ж-ь (г -- 12) к . = к оо ©. . 5“). (29) 
Так как 
а" 5 < = аз (14 9) == У Сей (1), 
то 
8. ехр (= о, 5) ее. (30) 
Исследуем второй член сравнения (29). Пусть Х = е; тогда 
(р 11) 4%. 2 = (а 1) + (2 + шде-14,е. (31) 
Как и вьше, получаем: 
д. ехр (27 - 12) =1, (32) 
откуда 
д. ехр (27 - 15) © . > = 6. ехр (22 -{ 1) =—1 але. (33) 


При помощи формулы (19) и соотношения 


18 Е" (2) = 8 ПЕ (а, №) = Ур + 1 Хам на 4 0) 
получаем 
ах 
д: ехр (хг - 1) . 
Наконец, 


^ = 8. ехр (26 + (4) 1 4.е = (Е (1), ) =1. (34) 


до Ае+еь (1 в —1 Че) == А" (1+1), 
откуда 
$. ехр ж^** = 8) ехр ао ^=2. (35) 
Из формул (27) — (35) выводим: 
(р, ы — (1, У). 
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| 
ЛЕММА 8. Если А = А“ ПЕ (9 А) иу=Мь (4), ге А= У», 
то 
(р, у)х = (в, Ал. (36) 
Рассмотрим два случая: 
а) Пусть А = Л. Доказательство формулы (36) в этом случае сводится 
к доказательству равенства 8)у = лу. Докажем его. Если у = Е (В, №), 
Ь == 0(1), то для этого достаточно доказать, что 
5 Е (8, 4%) = 1. 
В силу формулы (17), 
Е (8, 45) = ехр(—18" 45) =1. 
По формуле же (1) 
Поэтому 7 
— 8 = У А+Ь. 
А так как # +61 и 6+ 0(1, то, по формуле (18), 
Злехр(— 18° 5) = Е (к +5) = 1. 
Но это как раз совпадает с бу = д) Е (3, №5). 
6) Пусть А =Е (в, А<), а = 0(1), р =Е (ог, ^°); тогда 


1, если а + 6 =0(1), 
13 И а{ь = —1 
(уд = 6 Е (аа, | ехр (— 18" ^^), если а 6 =, 


(4,5) = (Е (а, 4"), Е в, 4%) = (Ев, А"), ехр(-—8° 4), — (37) 
а это, по формуле (19), дает: 


(37) 


(А,)л = 8лехр(— 18°" АЪЧЕ (а, 9) = 8л ехр(— 487" А Ура" 4"), 
то 


Так как при т_> 0 получаются члены с показателями ==о0 (1) (ввиду того 
что В =0(1), а { состоит из членов с делящимися на { показателями), 
то последнее равенство может быть переписано в виде 


(А, уд = 8лехр (— 148= «А“®), 
что, по доказанному в пункте а), равносильно условию: 
1, ели а Б=0(1,, 
(А, у) = 7) — 17 к р 
8 ехр (— 18° Л*) = 8 ехр (— [28° ^*); если а 6 =. 
Сравнение этого равенства с равенством (37) и доказывает формулу 
сдвига. 
ЛЕММА 9. Если ® — примарное число и <= \ю®, то (в, у) = (ву). 
Доказательство этой леммы следует из сравнения 
Е (а, №2) == Е(а, <“) (№1), 


(36') 


так как ==) (№16: +1), 
| 
Если ре 1, то условимся поле К(Ув№) обозначать через А„, а поле 


1 1 
®(Ув, У»), где у также 75 1, — через №, у. Соответственно числа из К„ 
будем обозначать большими латинскими буквами © индексом |: 


р (А,) я №» Ар, М ту (Ан») = Мил Ан, ). 
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ЛЕММА 10. Если р, у-Е1 и у есть норма в К, то и р есть норма 
ве 
Доказательство. По условию, у= М, А. Так как в =М, М, 
1 


й 
где М =УЬ, то зв = М, (А, М). Но эр = М (Ги), где Г. = Ув. Из 
двух последних равенств, по лемме 2, следует, что ру = М№,А,. Так как, 


| 
кроме того, у = №, (М), где М = Уъ, то в = М, (А, М \. 
ТЕОРЕМА 1. Необходимым и достаточным условием того, чтобы 
у было нормой в №», является равенство единице символа (р, У). 
Если р ^ некоторой единице из А, то будем коротко писать в ^— 1. 
Доказательство достаточности. Пусть )— произвольное 


простое число и 
(в, У)» Е (38) 


Докажем, что у есть норма в А„. Рассмотрим три случая: 

1) Или в-21, или у41. Ввиду симметрии р и у, достаточно рас- 
смотреть один случай, например, у-- 1. Если у = А9в, то у’ = У, где а’ 
определено из сравнения аа’ ==1 (1), будет == простому числу. При этом 
равенство (38) сохраняется и для У’. Следовательно, можно сразу принять 
в этом случае, что у — простое число. Если (^, у), -Е 1, то можно найти 
такое примарное число ®, что < = о удовлетворяет условию 


(<): =4. (39) 


Действительно, если (),у)) =дло, то т=)ю будет искомым простым 
числом, так как, по лемме 10, 


(<, у)з = (<, у) = (®, у) = (А, У) (®, у) = 8.08 «1 = 1. 


По той же лемме, 


(№, У); == (р, у)х =1. (40) 
Из равенства (38) следует, что у = №.А.. По формуле сдвига 
1 
(му): = (в, Аг =1 (Т=У°). (41) 


Если 
р = < Е (а) [Е (<) =Т" ДЕ (а) Е (а Т°,, 


то по формуле (17), в А; 
С [оо №. те-1 
> — 2 Т® == 
в == Е (а)ехр(— 7" Т'==1 (Т "). 
Но для таких чисел инвариантность, а значит, и норменное свойство 
нами уже были доказаны. Поэтому из равенства (41) следует, что 
Аз = М их (Аз, и) 


и, значит, 
У == М: А; = М Ат =— М, Вь, 


где В, — число из #и. 

2) в—1, у—1, прич а или др =1, или 6) =1. Доказательство 
остаётся прежним; в этом случае паже не нужно переходить к другому 
простому числу ‘. 

3) „—1, у 1, ль 21, 8лУ2Ё1. Заметим, что каждая единица в 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 2 


154 А. И. ЛАПИН 

и а ИЕ С О Е ЕЕ Е 
из К есть норма в Аь, где ® — произвольное примарное число. Действи- 
тельно, так как (о, Е (а, \1)) = 1, то, по доказанному в 2), Е (а, №2) есть 
норма в Аь. Пусть 


Е (в, \°) = МЕ (а, ^°) = Е(5р Жо [ (<), ^^), 
откуда. 
а==р Хо | у (@) (1). (42) 
Из (42) следует, что и 
Е (а) = Е(5»(@)) = МЕ (@), 
а значит, и каждая единица е есть норма в Аь. Пусть р=’о, где ® — 
примарное число, а 8’ = 1, тогда (р, у)х == (в, у); (®, у)» = (в, У) = 1 и, по 
доказанному в 2), у есть норма в А». А так как, в силу 3), у есть норма 
в Кь, то, по лемме 2, у есть норма в А = Ёь. 
Доказательство необходимости. Пусть у есть норма в №. 
Докажем, что (р, у), =1. Рассмотрим два случая. 
1. в—1, у. 1. Опять, как и выше, можно принять, что у — простое 
число. В этом случае найдется такое примарное число ®, что т = Х® 
будет удовлетворять равенству 
(т, 9) = (0,5) ", (43) 
откуда 
(рук =1. 
По ранее доказанному отсюда следует, что у есть норма в А,„., а так 
как, кроме того; у есть, по условию, норма в А„, то, по лемме 2, у есть 
норма в А; и, значит, (<, у). =1. Из равенства (43), по лемме 10, по- 
лучаем: 
(в, У): Е (в, У)х =1. 
2. р 1, у—1. Возьмем простое число Х’ такое, что (в. ^Х')х =4. 
Тогда 
(р, у)х = (р, У^)л. (44) 


Так как (р, ^')» =1, то, по доказанному, »’ есть норма в К, а так как 
и у есть норма в Ё,, то и №у есть норма в К, и, значит, в силу до- 
казанного в случае 1, 
(в, АУ)» = (р, ух =1. 
Следствие. Ло лемме 1, отсюда следует инвариантиость символа 
(р, У). / 
ЛЕММА 11. Если с — автоморфизм поля №, то (р, у) = (5, %°). 
Доказательство непосредственно вытекает из построения символа (в, 5). 
Следствие Т. Если 1-5 =1, то (р, \—5) =1 и, значит, 


Е Ми: 
Следствие П. Если в = № М, где М — число из №, то 
(р, У) = (М, У). 
Доказательство. Ввиду леммы 8, в = М, М = № А, откуда 


М = АВГ °. 
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По предыдущему следствию и лемме 8, отсюда получаем: 
(М, )л = (А, у) (В'®, )д = (А, Уд = (р, У)». 
ТЕОРЕМА 2 (общая формула сдвига). Пусть К — абелево расширение 


К показателя Ги в 561, у-2 1 — два числа из Е. Тогда, если у есть нор- 
ма некоторого числа А из К, то 


(в, у) = (в, 4). (15) 
1 [ 
Доказательство. Если (К: А) =", то К =А(Ув,...Увь где 
4 — числа из К. Доказательство формулы (45) будем вести индукцией 
по п. 
1 
1. п=1, К=А(Ущ. Будем различать два случая: 
а) в =^ — простое число из Ё. Формула (45) в этом случае уже 


была нами доказана в лемме 8. 
Ь) в == — единица из А. Введем следующее обозначение: если а 21 


| 
и А, = (Иа), то (в, А.), обозначает, что символ (р, А.) вычисляется 
в поле Ка. 
Если у = №. В., то докажем сначала, что 
(в, у) = (в, ВУ), (46) 


где /— не зависящее от р и у натуральное число = 0([. С этой целью 
покажем, что из равенства (р, у) =1 следует (р, В.) =1 и, наоборот, из 
равенства. (р, В.) =41 следует равенство (р, у) =1. Пусть (в, В.) =1. По 
теореме 1, отсюда следует, что 


В: = Мк. ит, (Ви, .) 


и, значит, 
у = М, В: = №. и Ве и = М, Гы, , 
т. е. (2, у) =1. Пусть, наоборот, (р, у) =1. Выберем в А простое число Х 
так, чтобы 
(^;%) =1. (47) 
Если р^)^“, то 
(АЕ, ) =4. (48) 


Из (47) и (48), по теореме 1, следует, что 
У = М№›В» = М№›=В»Е, 


откуда, по доказанному в п. 1 теоремы 7 
(в, у) = (е, Вл)» = (е, Ве)» = 1, 
так как у = М№.В.. Из этих равенств следует, что 
Ва = М.В», и Вх = М.В), Е, в, 


а значит, и 
У = М№›.В» =— М№М.В», Ц= М№.№»В»; = — №. (№». (В»+, :)) = Пе. 


Отсюда, по теореме Гильберта, находим: 
В. 0 М№»›В», « = ГЕ Мэв (Ве, «), 


где с — автоморфизм Ал УР а ‹— автоморфизм Але УР / № По 
4* 
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теореме 1 и лемме 11, отсюда следует: 
(®, В.) = (^, ГХ °МВ», 9 =1 (49) 
(Ве. (50) 
Из (49) и (50) окончательно находим: 
в. В.) а (№, Ва) = . 


Рассмотрим две билинейные кососимметрические формы Р,(р», В.) и 
Е. (р, В.), определенные равенствами 
(№, у) = (№, №.5:) = об: (м, СИ 
бы Во = ево. 


и, аналогично, 


Билинейная форма в поле классов вычетов по { определяется своим ну- 
левым многообразием с точностью до постоянного множителя. Согласно 
доказанному, отсюда следует, что Ё, == /Ё, (по4 ), и, значит, равенство (46). 
Докажем, что /==1(1). Пусть е = Е (4%) Е (а, ^^) — каноническое пред- 
оставление в, тогда 

е=1 - а° (24°), 
откуда 


ме) = 80) 
а Г 
Так как а==0(1), то уравнение 239 =В разрешимо и потому за простое 


в А. число можно принять 
1 


а 
д= (=) 


1 


[22 


Беря в (46) 
в = (4, №), В, =4 4 А*, 


где $ = [е, —г, а г>а и взаимно просто с [, будем иметь, согласно (2), 
стр. 81, 


у= МВь = М (1 + 4*) =4 + № (* +) =Е(а, №*) Е(м%.. 
{> 


Вычисляя (р, В.) и (в, У), получим: 


(в, у) = (Е (1, №"), Е(а, №*)) = (5, ^®). (51) 
Так как 
Е (1, ") = М... = 1 А... = Е (4, АИ). -= М. . 


где точки обозначают не интересующие нас множители, то, применяя 
к числам 


У: 


в = Е (4,1) 26. Пи ВЕи, №... 
формулу (19), а затем (17), получим: 


(р,В.) = 8лехр (—15, Л"**) = 8 Е (5, ^"®®), (54°) 


(в, У) == (в, В.) 


Сравнение этого равенства с равенством (46) и доказывает, что Р==41 (0, 
а значит, и теорему 2 для п=1. 
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2. Пусть теорема 2 уже доказана для всех полей г степени я до 
кажем се для поля К степени [”. Если К =й С у, и то 
и ре и через А’. Так как 

у= №киь (В) = Мы (№кик (В)), 


то, по индуктивному предположению, 


(№, у) = (в, Мкиь (В). | (52) 
Так как К =й(Ув»), то, по доказанному в пункте 1, 
(в, Мкие (В))м = (в, В)к. (53) 


Из равенств (52) и (53) и следует формула (45). 

ТЕОРЕМА 3. Пусть С —егруппа чисел из Ё* (мультипликативная 
группа не равных нулю чисел из ЕЁ), содержащая Е" и такая, что 
(К: А*1) < со, К — соответствующее ей абелево расширение К показателя 1 
и №М(К|]Е) группа чисел из Ё*, являющихся нормами чисел из К. 
Тогда С и М(К]Ё) образуют в смысле скалярного произведения (т, у) 
ортогональную пару. 

Доказательство. Пусть (@:А") ={” и, значит, (К: ®=Ё.- Бу- 
дем доказывать эту теорему индукцией по п. Для п=1 она следует. из 
теоремы 41. Пусть она уже доказана для всех полей К степени [" "над #; 
докажем ее для поля К степени /". Если №.,...,‚ ри — числа из базис- 
ных классов группы С / "1, то 


Г = Е 
КЕ(Уы, ..., Ув). 


Пусть 
1 | 
з рей кс 
А = КУ, м, у). 
То, что нормы чисел из К ортогональны по всем 4 (=1,2,...,п) 
следует из теоремы 1. Пусть, наоборот, у — число из А, ортогональное 
ко всем 4 (Г=1,2,...,п). По индуктивному предположению, отсюда 


следует, что у есть норма в #'/Ё:у= М (Ви), где В, 6 К. 
По формуле (45), 
= („, У) = (Ри Вик, 
откуда, по теореме 1, 
Ви—1 == Мк (В), ве ий, 
и, значит, 
у = Мы (Ви) = Мы (Мк (В) = Мк (В)). 


Определение. Подгруппу А" назовем допустимой, если она имеет 
в А” конечный индекс. 

Пусть К — абелево расширение # показателя [. Подгруппу чисел из А", 
являющихся нормами чисел из К, будем обозначать через МК. 

ТЕОРЕМА 4. Соответствие К —> МК есть взаимно однозначное соот- 
ветствие межд абелевыми расширениями # показателя [ и допусти- 
мыми подеруппами №. При этом группа № | МК изоморфна группе 
Галуа К | Е. Если Кл С К., то МК, > МК», и, наоборот, если МКС М№Кь, 
О Аа. 
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Доказательство. Обозначим через С (К) подгруппу К*, состоящую 
из всех чисел, становящихся в К 4-ми степенями. Из элементарных сообра- 
жений теории Галуа получаются следующие утверждения [доказательство 
их см. в (3)]. Х 

Соответствие К -> С (К) есть взаимно однозначное соответствие между 
абелевыми полями К/Ё показателя { и конечными подгруппами Ё" | &\. 
При этом группа С (К) | Е" изоморфна группе характеров группы Галуа К/А. 
Если КС К,, то С(К)СС(К.), и, наоборот, если С (К,) < С(К,), то 
о 

Так как, согласно теореме 3, ортогональным дополнением группы 
С (К) является группа МК, то теорема 4 следует из только что сформу- 
лированных утверждений и теорем об ортогональных дополнениях. 

ТЕОРЕМА 5. Пусть Ё — произвольное поле алгебраических чисел, 
содержащее не равный единице корень 1-й степени из 1, и 1|[1— 
простой идеал из Е. Если К — абелево расширение К показателя [ и 


я Мк а/к (В), 
2де В — число из К, №(1) — 1-адическое замыкание Ё и К (1) — кольцо 


[-адических чисел над К, то 
=, В). 
ал к (%) 


где произведение берется по всем простым делителям 1 из К. 
Доказательство. По теореме Ш 7 С из (4), К(Т) распадается 
в прямую сумму полей К (%). Если 
В = {Во}, 


где Во — компоненты В в К (%), то по формуле 7.5 из работы (“), 
= Мк» (0 (В) | Мксеуь (1) (В) = Пк (В). 


Применяя формулу (45), получим: 
(в, у) =Пе, Мк (зо (В)) аи (в, В) к(®) 
И И 


1 
Считаю своим долгом принести глубокую благодарность И. Р. Шафа- 
февичу, который прочитал эту работу в рукописи и дал ряд ценных ука- 
заний и советов. 
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ОБОБЩЕНИЕ НЕРАВЕНСТВ С. Н. БЕРНШТЕЙНА и А. А. МАРКОВА 


(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В статье доказываетея, что некоторые хорошо известные неравенства, 
связывающие максимум модуля тригонометрического полинома и макси- 
мум модуля его производной, сохраняют силу, если вместо нормы в 


пространстве С рассматривать норму в пространстве [2 (р> 1). 


Введение. Хорошо известно замечательное неравенство С. Н. Берн- 
штейна ('), (?) для тригонометрических полиномов порядка п: 
шах |7» (2)|<л шах |Т„ (0! (0.1) 
—п<<п —п<[<п 
Это неравенство играет основную роль при решении вопросов, касаю- 
щихся связи между дифференциальными свойствами функции ](х) и 
быстротой, с которой стремятся к нулю ее наилучшие приближения 
Е„() при помощи тригонометрических полиномов порядка п. 
Им пользуются также при изучении сходимости рядов Фурье и рядов, 
сопряженных к ним. 
А. Зигмунд (8) перенес неравенство С. Н. Бернштейна на пространства 


[Л (р> 1), т. е. доказал, что 


о ое (0.2) 


где 
1 


ь Не 
У ра, ву = [яга |". 


Неравенство (0.2) также неоднократно было использовано и самим 
Зигмундом и другими авторами. 

Кроме вышеуказанного неравенства С. Н. Бернштейна (0.1), известно 
также следующее его неравенство, которое, в отличие от предыдущего, 
условимся называть «леммой С. Н. Бернштейна» (3): 

Если Т„_1 (&) — тригонометрический полином порядка п—1, то 

шах |Т,-,(1)|<п шах |Т„ 192]. (0.3) 
—п<{<п —п<<п 

В $2 будет доказано, что эту лемму можно перенести на простран- 
ства [7 (правда, с точностью до некоторого постоянного множителя 
[(см. (2.1)]). 

Как известно, И. И. Привалов (") изучал возможность переноса 
неравенства С. Н. Бернштейна (0.1) на случай, когда рассматривается не 
весь отрезок [— т, *], а лишь некоторый отрезок [а, Ь] меньшей длины*. 


* См. также Д. Джексон (4). Джексон не заметил теоремы И. И. Привалова и 
передоказал ее, а затем дал ряд ее приложений. 
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Он доказал, что тогда для всякого отрезка [а’, 8'], целиком лежащего 
внутри (а, 6), имеем 
тах |Т» (6) | < Сп шах |Т„ (6) |, (0.4) 
а’<!<ь а<!<ь  . 
где С — постоянная, зависящая только от а, а’, 9’ иф. 

В $ 3 мы переносим этот результат на пространства [7 (р > 1). Целе- 
сообразность рассмотрений такого рода следует из того, что, благодаря 
им, можно, зная характер приближения функции на некотором отрезке 
[а, 6], заключать о дифференциальных свойствах функции на любом 
отрезке [а’, 6'] внутри (а, 6). : 

Если надо оценивать производную Т» (0)`не на [а’, 6'], а на всем 
[а, |, то приходится обращаться к неравенству, аналогичному неравенству 
А. А. Маркова. Классическая теорема А. А. Маркова (9) звучит так: 

Если Р„ (1) — многочлен п-й степени, то 


‚ 2 
тах | Р» (7) | <3— 


п? шах |Р»(2)|. (0.5) 

а<х<ь а<х<«ь 
Сам А. А. Марков не переносил своего неравенства на тригонометри- 
ческие полиномы, однако это может быть сделано. Сделал это Д. Джек- 


сон. (5), (7); мы доказываем в $ 4 формулу 
[7 (6) ра, < С (@, 6) и? |, (6) ра, = (.6) 


для 1<р<- со (в частности, отсюда другим способом получается и 
результат Джексона). При доказательстве мы пользуемся вышеуказанным 
переносом ‘на [7 леммы С. Н. Бернштейна. 

В $5 из формулы (0.6) выводим для многочленов степени п нера- 
венство 


|2» (2) 12.) <С(@, 8)" | Р.(2) |2 ъ› (0.7) 


которое следует рассматривать как перенос на [7 классического нера- 
венства А. А. Маркова. 

Наконец, С. М. Никольский (1) нашел замечательную формулу *, 
позволяющую по норме тригонометрического полинома в пространстве [7 
судить о его норме в пространстве [Л для 9>р: если 1 <р<а<+о, 
то 

м 


1 
|7 ах, ) < 20? 9 || Ть | (0.8) 


—п, п) ‘ 


Здесь речь идет о норме на отрезке [— м, п]; если же рассматривать 


отрезок [а, 6], то мы докажем (см. $ 6), что при 1 “р а< + со имеет 
место: 


7» [9 о 5 < С (а, 8) п” (5) |7 |2 а, в) (0.5) 


Кроме того, для всякого [а’, $'], целиком лежащего внутри (С 
имеем: 


* Мы здесь формулируем результат С. М. Никольского не. полностью, а лишь 
для случая полиномов от одного независимого переменного. 
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1 


1 
Та (а. ь) < С (@ а’, В, Отт 9 Тр мы (0.10) 

В $ 7 мы доказываем, что во всех полученных неравенствах оценки 
в смысле порядка точны. Относительно входящих в них констант я ниче- 
го сказать не могу. 

Ввиду и без того значительного объема этой статьи, возможные при- 
ложения полученных теорем к проблемам аппроксимации функций три- 
гонометрическими полиномами и к сходимости тригонометрических рядов 
будут изложены мною в другой работе. 

$ 1. Начнем с доказательства нескольких лемм. 

ЛЕММА 1. Если Т» (1) — тригонометрический полином порядка п и 
если «>20, ар>1, то, полагая 


и 
ы \ Т.Р Е а (1.0) 
—п 
имеем Е 
я А р: 
к —п<{<п р 
где А — констачта, зависящая от а, но если «< р, то АХ 8т. 
Положим 
== АХ _ (а (1.1) 
—п<!< 


Пусть & — точка, где максимум достигается, т. е. 


17 (|= в. (1.2) 
Так как при любом й 


7-Е [+ ть 6+ |, 
где О 9< 1, и, в силу неравенства С. Н. Бернштейна (0.1), из (1.1) 


следует |7» (4) |< ра РЬЯ „| -— [7 (6) |< в [#|. 
Поэтому при р = получим 
1 
|7. (91-1) |< при в — Е (1.3) 
и, в силу (1.2) и (1.3), 
1 1 
17» (0|> -- для и — 5 <<.+5,. 
Итак, существует интервал Д длины = на котором |Т„ (| > т. 
Имеем: 
т 
(т, рр зшёР < <. Т.Р [за [ 4Е = Тир 
А — 
а потому 
(=) |312 [42 < Ир. (1.4) 
А 
Чтобы оценить интеграл в левой части, заметим, что |8ш{| — четная 


функция и имеет период п; поэтому, не нарушая общности, можно счи- 


п > Й + 
тать центр А лежащим на [о, >| Тогда найдется интервал Д’ длины не 
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Е а потому 
Е [т #14 > > (=) а! — (ры 


п 
—. который лежит ‘целиком на [с 


ат № а" 
Ра ), 
где ДА’ = (а, 6). Так как 6 —@> =, то 
у [2 [.2 1 «1 а: 
На > (@+ 3") ай ь 
&——-1 
и так как «> 0, то минимум этого выражения равен (>) ‚ откуда 
ея А Бы 2 ый 1 
) Е и> (2) «1 (=) 2 (“+ 1) ле Н ° 
„Из (1.4) и (1.5) находим 
ео 
(2) «ем, 4.5) 
откуда 
1 — ие и ол Зы 
ет п? 4, (1.6) 
1 
Так как р>1, то при «< р, замечая, что (р-+ 1)? <2, выводим: 
ЖЕ 
Бе ль, 
что и требовалось доказать 
Следствие. Полагая а =0, получаем из (1.6): 
ВН к 
шах |7, (|< 2" Рив ( \ тра (1.7) 
—п<{<п вы 


С 
т 1+ — 
Этот результат (даже с заменой 2 #? на 2) был получен Джексо- 
ном ($). Метод, которым он доказал свое неравенство, положен в основу 
только что доказанной леммы 


ЛЕММА 2. Если Т„ (1) — тригонометрический полином порядка п 
р>1Т идя 0, то 


т += 
\ |7, (0 Ра < СРп* \ 17. Р | за ё [48 


—52 
где С — константа, 


зависящая от а, и абсолютная константа, если 
а < р. 


Для доказательства заметим, что если 


от › ТО | Ш {| > 
> яп >= > . поэтому 
К-т Е а +” 
\ | еее < \ | Ти |? | за [а < пм т, Ра (1.8) 
аналогично, 
3 г: 2% +т 
\ 17. Ра < па \ 17.2 | эл 2 4 < па 
в 


ты |". (1.9) 
Ро —п 
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Далее, обозначая через Д любой из интервалов (=, —т- = ; 
ых 0 0 п п \ о ь 
5, 0), (0, г) или (= 2", ")› Каждый из которых имеет длину 
5 имеем 
Ри, (1.10) 
где р = шах |7»„(1|. Но, по лемме 1, 
—п<{<п 
Е 
ет” (1.11) 
где Л.р определено формулой (1.0). Поэтому из (1.10) и (1.11) находим: 
я 
о г ежи \ 7» Рё 44. = (1.42) 


Но так как интеграл от | Т»| по всему отрезку [—т, т] получается 
от сложения двух интегралов, стоящих в левых частях формул (1.8) и 
(1.9), и четырех интегралов по интервалам, обозначенным нами через Д, 
то из (1.8), (1.9) и (1.12) находим: 


тт т 
17.42 < (2 жА?и“) \ Г.Р < 
+” 


< СР" \ 7. [12° 45, 
—т 

если С выбрать так, чтобы С?>.2-- 2жА?, и лемма доказана. 

$ 2. В качестве следствия лемм, доказанных в $ 1, мы получим тео- 
рему, которая должна рассматриваться как перенос леммы С. Н. Берн- 
щтейна (см. введение, формула (0.3)) на пространства ГЛ. 

ТЕОРЕМА 1. Для любого тригонометрического полиноме порядка 
п— 1 имеем 

= Се 

где С — абсолютная константа. 

Действительно, если в лемме 2 положить а ==р и извлечь из обеих 
частей полученного неравенства корень степени р, то мы получим утвер- 


ждение теоремы 1. 

$ 3. Перенесем на пространства [7 теорему И. И. Привалова [см. введе- 
ние, формула (0.4)], а именно, докажем теорему: 

ТЕОРЕМА 2. Если Т» (8) — тригонометрический полином порядка п 
и если для некоторого [а, 6], лежащего на [— т, ®], имеем 


|| 7» (9) 12аь=М (>21, (3.1) 
то для любого [а’, 6'], целиком лежащего внутри (а, 6), найдется такая 


константа С (а, а’, 6', 6), что 
|7’ (6) [р (аль < С (а а”, 9,6) пм. (3.2) 


Мы рассмотрим- отдельно случаи четного и нечетного полиномов, 
а потом сведем общий случай к частным. 
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а) Пусть т» (и) — четный тригонометрический полином порядка п и 
0О<а<В<т. Докажем, что 
|| (№) [пр (аи, в < С (@, а", В’, ВП || пп (и) [р (и, в. (3.3) 
Пусть 
|» (и) [гр ет — М. (3.4) 
Для каждого и на [а,8] из формулы 
№ ви ОЗ совр 9089 ооеР (3.5) 
найдем единственное число { на [0, п], для которого (3.5) имеет место; 
в частноети, при #=0 имеем и=а и при 2—1 имеем и =В. Пусть 
числам о’и В’ отвечают значения 1, равные соответственно й, и й., при- 
чем ясно, что Ой, < й, < т, а потому 


91220 > 0 на [й,, №.]|. (3.6) 
Из (3.5) имеем 


с0$ & — с0$ 
по 


эт и 5 $1 # 4, (3.7) 
а потому 
аи `® $ (с05 & — с0з В) на [й, №»]. (3.8) 
Шри замене переменного по формуле (3.5) получим 
пи (и) = О» (1), (3.9) 


где О» (Е) — четный тригонометрический полином порядка п, определен- 
ный на [0, *]. 
Для доказательства неравенства (3.3) заметим, прежде всего, что, 
в силу (3.9) и (3.8), 
е о @ ра 2 ( 
‚ тер гс р аи И р 
|=) пы Е а < ее ее а \ 10, Рае. (3.10) 
Положим ы 
Пинки (2), = ОБО ЗА. (3.11) 
Ясно, что х„4а (1) — нечетный тригонометрический полином поряд- 
кап- 1. Так как р> 1, то в силу (3.11) и (3.4) имеем: 
фрчины (ОР 4 «5 | | шие = 
о 0 


2 2 


№ 
\ |<» (и) Рзши аи © М? ` (3.12) 


— соза — со В с0$ & — с03 В - 
откуда, ввиду четности |п„11 (1 |, 
+ й { С 
\ |и-на (ИР т я (3.13) 
Отсюда, в силу теоремы 1 и (3.41), 
+ 
р р р 4 1 
10» внес Е, (3.14) 


—п 


где С — абсолютная константа, и, в силу четности О„ (0, 
п 
2 
р ф р р 3.15 
Мо» 4 < СР (п + 1) ТС (3.15) 


() 
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Далее, по теореме Зигмунда (0.2), из (3.13) следует 
+= 


д 
\ [аа (@) [42 < Е (п-- 1)РМ?, 


—п 


откуда 
п г 2 и 
Инь (О 22 < ооо (" + РМ. (3.16) 
Но у 
тп- (8) = О» (1) зп Е - Ол с031, 
поэтому 


|на < 27 [ [чи |? + 19= |, 


значит, на основании (3.6), 


’ А ’ Е 
10 < (5 лы + ОР] дая № << 
Поэтому из (3.15) и (3.16) следует: з 
п. В п 
й 2 и 
о (5; [зы Рае | 194 ] < 
Ра т. па 
2 2 у | 
<(5} в МР (в + 17 [С° +]. (3.17) 
Замечая, что п> 1 и соединяя (3.10) и (3.17), можно написать: 
В” 
) р р 1 Р Рур 
Ц (в 4 < В | п М?, (3.18) 
если выбрать константу В так, чтобы ВР>> (СР - 1)27, что возможно, 


ибо С — абсолютная константа. Замечая, что д зависит только от й, и 
Йй., т. е. только от и’ и 8’, полагая 
1 


@ (<, ИЕ 8, 8) и В; (с0$ & — с0зВ) 


и извлекая корень степени р из обеих частей неравенства (3.18), мы 
найдем: 


<С(, ав’, З)пМ, 


< 


т. е. формула (3.3) доказана. 

6) Пусть теперь х„ (и) — нечетный тригонометрический полином поряд- 
капи 0 а<В<т (в противоположность случаю а), неравенства 0<а 
иВ < т здесь существенны, но это не отразится на окончательной теореме). 
Докажем, что 


} 3.19 
ори о С.В Эт в (3.19) 

С этой целью заметим, что 
си (и) = эти пил (и), (3.20) 


где п„_, (и) — четный тригонометрический полином порядка п — 1. Отсюда 
<" (и) = шит, _, (и) + с0з ии 1 (и). (3.21) 

Так как мы предположили, что О «< Вт, то 
зти>о >) на аи В, (3.22) 
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поэтому из (3.20) следует 


О (3.23) 


На основании уже разобранного случая четных тригонометрических 
полиномов отсюда получаем 


ее К, 9, и, (8.24) 


где К зависит только от а, а’, В’, В. Тогда из (3.21), (3.23) и (3.24) по- 
лучаем 
1 Иры во < [К.В В) (т — 9] 1 р в < 
> ЗС (а, а , В’ › 8) п]| < Й о, в)’ 
так как о зависит только от а и 8, и неравенство (3.19) доказано. 

в) Пусть теперь Т,„ (8) — произвольный тригонометрический полином 
порядка пи [а, 6] — любой отрезок на [— т, т]. Пусть [а’, 9'] — любой 
отрезок, целиком лежащий внутри (а, 5). Положим в = шш(а’ — а, 6—6) 
и разобъем отрезок [а’, 9] на А равных частей, где А выберем так, 
чтобы 


ао (3.25) 


Докажем сначала, что если (6;, 6,,,) ((=0,1,...,&—1) есть один из 
отрезков длины 7, которые получились после разбиения (а“, В’) на № 
частей (6, = а’, 0% =\’), то 

| 7» (0) |2; в в; +1) А(\)п | Т» (6) Ра, 5) (3.26) 


где А (1) — константа, зависящая только от 7. Чтобы убедиться в этом, 
возьмем любое 0’, а’ —1< 6’ <Ы, и заметим, что 0’+3\ содержится в 


(а, 6) [в силу (3.25)], а потому, полагая для краткости || Т„ (6) |9 = М, 
а, 
имеем: 
| и —зт, в”). < < М и |7» (6) Е 5. 
я 
0’ 0’ 3” 
\ |7» (6) Ра < М? и \ |7, (6) Р 46 < М?. 
6’/—3т у 0 


Полагая @=0’—и в первом и 0=0’+|ыи во втором интеграле, 


находим 
37 


3% 
И (и ораь < М7 и з [7 @ 0 Раг< М, 


те, ь у , 
М и Ты ОМ. 27) 
Полагая 
С Сы т. (0 
О ара А В 


мы видим, что т„(и) — четный, а т, (и) — нечетный тригонометрический 
полином порядка и, причем из (3.27) и (3.28) следует: 


[п (и) || <М и |<" (и) || ЗМ. 


170, зт вт) ^ 170,31) № 
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Если мы применим уже полученные результаты для четных и нечет- 
ных полиномов, принимая в формулах (3.3) и (3.19) за (а, В), например, 


интервал (2 , 3), а за (а, 8’) — интервал (9%, 27), то получим: 
|5 ре) СМ и |. |», <С()М, — (3.29) 


где С (7) зависит только от 7. Но из (3.28) находим 


Ти (0 и) = пи (и) + п (и), 


ТР (п, 21) 


поэтому | 
Т’ (9 - и) =*, (и) + (и) 


и, значит, из (3.29) следует || 7’, (0'- и) || <2С(1)пМ, т. е. 


ГР(л, 21) 
2 9’--2" Е 
177, (© + в) Рав < Сори М или | |7, (6) 240 < [2С (При? М. 
т 9/--п 


Таким образом, 
17 (9) рено << [С] М. (3.30) 
Пусть 6’ принимает любое из значений 0; —1, 1=0,1,2,...,К—1; 
тогда условие а’—ч< 6’ < удовлетворено, и мы получаем из (3.30) 
| (6 ры = ИТ 5 6, 
а это и есть неравенство (3.26). Складывая все неравенства (3.26) при 
1=0,1,2,.... Е—1, находим 7, (9) р, „< АА (1) "М. Но так как 


176, 


<С(аа’,Ы,5)пПМ 


К и 1 зависят только ота, 6, а’ и Ь, то || Г, (0) | г 


и, вспоминая определение М, получаем: 
177 (6) [ри 536 (@, а”, , 6) Ти (6) | 


Г (а, 5) 
что и требовалось доказать. 
$ 4. Докажем следующую теорему. 
ТЕОРЕМА 3. Если Т„ (8) — тригонометрический полином порядка п и 
(а, 5) — любой интервал, то для 1 <р < - со имеем 
Про ы < Ты) 


Это — неравенство, аналогичное неравенству А. А. Маркова, но для 
тригонометрических полиномов и в Г. 
Как и при переносе на [7 теоремы И. И. Привалова, рассмотрим три 


случая: 
а) допустим, что п» (и) — четный тригонометрический полином порядка п 


и О <з<В<т. Докажем, что 
жа К ВЯ (ид в (4.2) 


(4.4) 


ЕЮ (а, ь)" 


В 
Пусть снова (как в $ 3) 


сов = 208-608 ор А. (4.3) 
Тогда 
В п 
1» (м) Ри аи = оао (10, (Ри, (4.4) 


[и 0 
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где через О„(1) обозначен тот тригонометрический полином, в который 
превращается п„(и), когда мы совершаем замену переменного по фор- 
муле (4.3). Рассуждая, как в $3 при доказательстве (3.10), находим: 


В п Й 
й = 2 И ОО Е 
\ К (и) 2 <аи (===) \ ве | 1 241. (4.5) 
[2 0 
Докажем неравенство 
\ и |“ а2 < В®и”” \ 10в(В Рашёаь _ (4.6) 
0 0 


где В — абсолютная константа. 
Пусть сначала р=1; тогда наше неравенство справедливо, так как 
в силу четности О„ (г) и теоремы Зигмунда при р =1 


\1е. ша < ром т) 


—п. 


а на основании теоремы 1, примененной к случаю р =1, находим: 


—* 
\ 10.4 С (п - о ош < ас | (4.8) 
—п ` —_ 0 
° Соединяя (4.7) и (4.8), мы видим, что при р=1 неравенство (4.6) 
доказано. | 
Для случая р>>1 применим неравенство Гельдера. Имеем: 


= 


О» и о 
т ‘зи = \ = 10.141 < {{ — "а [о ра" #149) 
0 о 
©, (0 ь ы 
Так как п; = фи_2(1 — четный тригонометрический полином по- 
рядка п— 2, то, применяя к нему теорему 1, находим: 
+” т 
\ а С И \ | фа 311 # |? 46, 
откуда 
и Ра < СР (п — пи эт Р 2 
0 0 
или 
(| 9, | та 
У-шлт | 42 Са — Фа (4.10) 
0 0 


Но, в силу неравенства Зигмунда (и снова учитывая четность), 


Це, ре „” (1-0 [2 а. (4.14) 
Из (4.10) и (4. 11) находим : 
ОИ 0, 
о 


рии и - 


п 


НС’ п (10,24. (4.12) 
0 
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Из (4.9), (4.11) и (4.12) получаем: 
( о, р 


шШё 
$1 эт 


п 


ыы "о, рае] ® [, ‚ори < 


сы с (10, Ра | (443) 
0 
Но на основании леммы 2 при «=1 и в силу четности О„(2). 
о, Г <4т (|0, Рае (4.14) 
о о 


Поэтому из (4.13) и (4.14) следует: 
0, (@ | 


зшё 


п 93 к 
\ 58 < СР АРияР\ | О.Р < ВР иль (| 0„[РашеЧь (4.15) 
5 | б 
а это и есть неравенство, которое мы хотели получить. Теперь из (4.4), 
(4.5) и (4.15) находим 
В р п 

, 2 р—1 : = 

аи < (ар) ее 
В 
еек г р у) 

< (еояь) В? иль (п, (и) пин < [К (а, В) п \ (и) | аи, 


откуда 
|, (1) [17е,в) < К (а, В) п? || пи (и) |1а,в) › (4.16) 


что и требовалось доказать. 
6) Пусть х»„(и) — нечетный тригонометрический полином порядка п и 


0<«<В< п; докажем, что 
хи (и) |1, в) < К (, В) п || хи (и) [Р(а,в) - (4.17) 
Имеем: 
в (и) = зшит,— (и), (4.18) 
где л„_4 (и) — четный тригонометрический полином порядка п —1. Отсюда 
т, (и) = эшит, _, (и) + созити—1 (и). (4.19) 
Так как О я<В« т, то зпи> о >0 на (а,В), а потому из (4.18) 
следует: 
|) Рьву « | 2 (и) [ев (4.20) 
Так как случай четного полинома был уже нами разобран, то из 
(4.20) выводим: 
, — 4 
ти (12) [17,8 < С (% В) (п — 1) |< (и) [в (4.21) 
Из (4.19), (4.20) и (4.21) получаем: 
, 1 
|1, (и) | < ь [С (а, В) (п — 1 [а (и) Ре, < 
< К (а, В) п? || < (и) [17а,в) › 
где К зависит только от а и 8, так как С и ® обладают этим свойством. 


5 известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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в) Пусть, наконец, Г» (0) — произвольный тригонометрический полином 
порядка п и пусть (а, 6) — произвольный отрезок, на котором он задан. 
Разделим [а,65] на четыре 

д $ равные части* точками Ст, 

-п а 7 [№ [9 6 7/9 Вх Сз и пусть Аи В 
середины отрезков [С,,С.] 


ыы. и [С.,Сз|. Положим 
Т.А +Т, (Аи ТАк а) = Т, (Аи) 
о а 


2 2 
Ясно, что п, (и) и <, (и) — соответственно четный и нечетный тригоно- 


3 
метрические полиномы порядка п, причем если = (5 —а)<и< 3 (5 — а), 


то А— и пробегает отрезок (а,С:), а А и— отрезок (С,,Сз); значит, 


6 —а 3 
полагая для краткости я = —5—, = (6 — а), имеем: 


| пи (и) [12,8 < | ТГ» (9) [Раю и [| (и) иРа,в) < || Т (9) |.2‹а,ь)- 
Принимая во внимание уже доказанное в пунктах а) и 6), получаем. 
отсюда 


|| (и) [иР4,в) < С (а, В) п? || Тл (6) [гРа,ь) 


[1, (и) [Ре,в) < С (о, В) п? || Т» (6) |\17аь). 
Но так как 


Ть(А- и) = п» (и) - < (и), Ть(А— и) = пи (и) — т (и), 
а значит, 
Т, (Аи) =т, (и) + <. (и), Ть(А-и= м (и) < (и), 
17. (А - и) Ре, < 2С (а, В) п? || Ть(6) | а,ь) 
и совершенно так. же 
17. (А — и) 17,5 < 2С (а, В) п? || Т» (6) |17(а,ь);- 


то 


иначе говоря, 
ИТ, (9) [12а,с) <2С(@,В) п? || Т» (6) Ра, 
и совершенно так же для (С.,С.). 
Заметим, что я и В зависят только от а и 6, поэтому можно написать: 
|7. (6) 2‹л) < К (а, 5) п? | Ть (0) [гР,ь,, 
где Д — любой из отрезков [а,С,] или [С›,С;]. Но если положить 


_ Т,(В+и)-Т, (Ви) 


ие 


". (и) = 


Е 
2 я 


* Здесь я пользуюсь тем же методом, которым пользовался Джексон (7), когда 
доказывал для тригонометрических полиномов в пространстве С неравенство- 
А. А. Маркова. Употреблявшийся мною до того, как я нашла указанную работу 
Джексона, метод был тот же, как для переноса теоремы И. И. Привалова на ГР 


и требовал несколько более длинных рассуждений. Из теоремы 3 случай простран-- 
ства С получается при р == + со. 
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то теми же рассуждениями можно доказать, что предыдущее неравенство 
будет справедливо и в том. случае, когда роль А играет [С.,С.] или 
[Сь, 6]. Отсюда, складывая все четыре полученных неравенства и заменяя 
4К (а,6) новой константой С (а,6), найдем: 


ИТ” (60) |2е,ъ) < С (а, 6) п? || Тр (8) [12 а,ьу, 


и теорема доказана. 

$5. Из неравенства А. А. Маркова для тригонометрических полино- 
мов в пространстве [7 (1 < р< + со) сразу получается справедливость 
неравенства А. А. Маркова для многочленов в [7 (1 <р< + ©). 

В самом деле, имеет место 

ТЕОРЕМА 4. Если Р„(1) — многочлен п-й степени, то 


|Р, (2) |17аь) < Сп? | Рь (2) || 1Ра,ь, 


где С — константа, зависящая только от а и 6. 


Пусть О «< В‹ т, в остальном а и В произвольны. Для простоты вы- 


п а а 1 И 
кладок предположим, что а =; и В =2 —: Гогда 608 @ = =, с088= — 5. 


Пусть 
а 6 


д=(Ь — а) сози - “ = 
Тогда при и =& имеем х =, при и =В имеем х = а; далее, 
Ри(х) = п (х), 
где п„(и) — четный тригонометрический полином порядка п. Имеем: 
ь 


В 
\ |2. (2) Раз = (6 — а) \|я» (и) |? эл и аи. 


УЗ 


Т 2 й 
ак как на ‚-_) имеем ши >. оо 


а 


ее буьура 


3 
в 
(аи < 
@ 

Согласно неравенству А. А. Маркова для тригонометрических поли- 
номов в [/7, отсюда следует: 

ь 

2 \ р 
—___.\|Р, (1) [ах (5.1) 
УЗь- 2) ._ 
где С зависит только ото и В, а поскольку они фиксированы, то С — 


абсолютная константа. 
Далее, из (5.1) находим: 


| (и) Раш < С? пр 


р—1 
| 4и = 


(Рая ИЕ 


В 
Я Ш 
(Ра < 


а ИЗ 


56? (уз) (5-5 ры (2) Раз. | (5.2) 


5* 


В 


= (1 (| 


к, 
(6 — а) эти 
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Полагая 
2С 1 


Узь—а 
и извлекая корень степени р из обеих частей (5.2), поуааЬи 
||Р,, (2) |2.) < К (а, 6) п? || Ра (2) [Реьь). 

Здесь К зависит только от а и (точнее, только от длины В — а, 
как и в классическом неравенстве А. А. Маркова для пространства С). 

Заметим, что перенос неравенства А. А. Маркова на пространство [7 
для специального случая. р=2 был сделан Е. Шмидтом (12), но его 
метод, основанный на приведении квадратичных форм к каноническому 
виду, не может быть применен к случаю р = 2.* 

$ 6. Пользуясь неравенством А. А. Маркова для тригонометрических 
полиномов в пространстве С, мы можем получигь для отрезка [а,6] не- 
равенство, аналогичное неравенству С. М. Никольского (10), доказан- 
ному им для отрезка [— т, м] [см. (0.8)]. 

ТЕОРЕМА 5. Если ТГ, — тригонометрический полином порядка п 
и1<р<а< ©, то | 


К = 


и 
ие 
|7 9. < К (а, 6) п || Та [17а,ъ). (6.1) 
Для доказательства этого ‘предложения мы воспользуемся леммой 
Джексона (7): 
2 


если || Ти |1оа,ь) = М, то шах | Т, (1) | < Кп? М, 
а<х<ь 


где К — константа, зависящая только от аи 6. Другими словами, для 
случая 4= -- © и любого р>1 теорема 5 сводится к этой лемме. 

С. Б. Стечкин сообщил мне свое доказательство неравенства С.М. Ни- 
кольского, построенное на том, что если это неравенство доказано для любого 
р>1и для 9 = + ©, то элементарными выкладками можно получить 
его в общем виде. Таким же методом из леммы Джексона выведем тео- 
рему 5. Имеем: 


[1] ь ь 
рт, аа = ЦР Гоа < < {шах | 7, р. < 


а а 


2 


< (К (а, 5) пр Т»ь [ЕРе,ь} 9 ИТ» [22(а,ь}? < 


2 
рт К(а, 6-2? ” ре (6.2) 
Извлекая из обеих частей этого неравенства корень степени 4 и за- 
мечая, что 4 — = < 1, найдем 
з(—«) 
|7» [Зав < К (а, 6) п ® “|| Та [пеьь 
что и требовалось доказать. 


* В опубликованной в Реферативном журнале № 3, 1953, рецензии на мою за- 
метку (18) С. М. Лозинский. указал, что неравенство А. А. Маркова для алгебра- 
ических многочленов было известно (52626 — НШе — Татагкш, Бике Ман. 7., 3 
(1937), 729—739). Прочитав эту статью, я хочу отметить. что метод доказательства, 
примененный ее авторами, не имеет ничего общего с моим. 
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Лемма Джексона, на которую мы здесь опирались, основана на 
применении неравенства А. А. Маркова в пространстве С. Если же поль- 
зоваться рассуждениями, аналогичными тем, которые позволили нам до- 
казать неравенство И. И. Привалова, то можно получить такую теорему: 

ТЕОРЕМА 6. Если Т„(2) — тригонометрический полином порядка п 
и1<р<ч< +, то для любого [а’,Ь'], целиком лежащего внутри 


(а, 6), найдем: 
1 1 


Та ель < С (аа, 6,6) пт 9 | Та рРа,ь). (6.3) 
Для доказательства заметим, что здесь, как и в случае теоремы 5, 
достаточно убедиться в справедливости неравенства (6.3) при любом ри 
при 4 = -- ©. Действительно, если мы докажем, что 
к 
Е. Ро а, 5.6) п” 17 Рав, (6.4) 
то, в точности повторяя выкладки, проделанные для получения нера- 
венства (6.2), и замечая, что 


ы’ |?) 
р 
_\т „Раз < <» 4х, 


мы получим (6.3). Итак, все сводится к доказательству неравенства (6.4). 


При доказательстве этого неравенства мы будем поступать совершенно 
так же, как при доказательстве теоремы 2. Мы начнем со случая четно- 


го тригонометрического полинома т„(и), заданного на [о, В], где О<а< 
<В<т. Сохраняя все обозначения $5 3, мы рН что 


тах шах |0»(| < 5 шах | “ча (8) | < 
и<и< в <<» г<<ть 
1 
<; шах ева (6) |. (6.5) 
—д<1<п 


Но, по следствию леммы 1, имеем: 


1 
шах |1 (1)| ЗС (п - 1)? || спа (0) | 6Р(-п, п). (6.6) 
—п<{<п 
Далее, 
Паб, 2 = 2 Ре < 
0 0 
п й В 
<2\ 9, Рэт Е а р 
0 
дави (и) [Р 
`> с03& — с0з В ||» (и) 1 (а, в)’ 
значит, 


1 


| зазнь (В) Пр = я < (ев) 1 (а, в)’ 


и окончательно из (6.5), (6.6) и (6.7) получаем: 
1 


тах |п.(и)|< < с. 22 п? (еее о в), 


(6.7) 


ааа с03 & — с0$ В ы 
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р 
шах [тв (и) [ЗС (а, В’, В) п” [[п» (и) пе. вуз, 
&’<и< в’ 
так как д зависит лишь от а и В. 
Итак, для случая четного полинома на [о, 8], О<а< 8 < т, неравен- 
ство (6.4) установлено. , 
Переходим к случаю нечетного полинома. Пусть „(и) задан на 
[«, , О0<а<В«т. Полагая т»(и) = щит, (и), мы видим; что 


шах |<. (и)| <, щих х ,[пи(и) и по уже разобранному случаю 


=’ ив’ ы 


тах | пьа (и)| < С (ва, В, В) (п — 17 || мило (и) | 


и <и< В’ 1 (а, в) 
1 
<С (в, и, [а (2) ыЕ 
где о = шш | япи|. Отсюда 
«ив 


1 


шах |. (и)| < А (а, В”, В)? | <= (в) 


оси В Г (<, В) 

Наконец, случай произвольного полинома ТГ» (6), заданного на любом 
отрезке а<0<Ь, сводится к двум предыдущим в точности так, как это 
сделано в теореме 2; надо только доказать, что на каждом из кусочков 
{00:11 @=0,1,2,...,Ю=1) 

1 
шах [Г (0)|< А (9) и? |7. 
Г. (а,5) 
где А зависит только от 9 (а это можно сделать, опираясь на уже до- 


казанные случаи и пользуясь теми же формулами, что в $ 3). Ясно 
тогда, что 


1 
шах | Ть (6) |< А(7) ПР | Ть || (а. ь): 
а<9<и : 
7’ / 

а так как у зависит только от а, а’, В’ и БВ, то неравенство (6.4) пол- 
ностью ‘доказано. 

$ 7. Оставляя открытым вопрос о величине констант, входящих в до- 
казанные нами неравенства, поставим себе целью показать для них точ- 
ность оценки порядков. Начнем с оценки в лемме 1. 

Пусть 


ед = (5. (т) 


Ясно, что шах |0»„(1)|==и^4. С другой стороны, О» ({) — тригонометри- 
—п<<п 
ческий полином порядка 4п —4, а потому из леммы 1 мы должны по- 
лучить при < р 
а. 
п4 = шах |0»,(1| < А (41 — 4) РТР, И 
—п<< 
где 
+ + 


= 19| эша а = и |ашаае (7.3) 


511 
= 
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в мы убедимся, что [— п4Р-—1—“, то правая часть (7.2) имеет по- 
1+“ 1-0 
д 
рядок пРп "” = т, а левая равна п, т. е. оценка порядка точна». 
Чтобы оценить порядок Г, заметим, что 


т К С 
т (вые) (шо 1—4 


так как подинтегральное выражение имеет период 
2 


зшЁё 
и <1 при 0<2 <>, то порядок Г тот же, что порядок Г’, 
тде 


зтлА ЧР. х 
ет (5112) 44, 


Но так как 


п 
У 
2 


2 
[#12 уе . ди 
Г = = ( (52 п? МЫ | (311 и)*Р НЕ 
д 


[- 


Наконец, 


ы = = 
(311 и)“ Р (зщ и)*Р (811 и)*Р и 

\ ира Чи < \ с 4и < \ и и пр. 

0 0 х 


Но ««р, откуда ясно, что интегралы слева и справа конечны (и не 
фавны нулю), а тогда 


А, 
а значит, и 


ГАБтЯР-т 1 (7.4) 
т. е. точность оценки порядка в лемме 1 доказана. 

Тот же пример годится для доказательства точности оценки порядка 
в лемме 2. На основании этой леммы мы можем утверждать, что 


{т 


(310 72) \4р 4р,& 
У `( те 4 < СР, (7.5) 
тде [ определено формулой (7.3). 
мулы (7.5) имеет порядок п4Р-1. 
порядок. Действительно, 


аа на анРиа 


На основании (7.4), правая часть фор- 
Покажем, что и левая имеет тот же 


где 4 постоянно, значит, действительно Л — п4Р-1. 


зщ иР\4 
оценки, полагая снова ТГ (#) = 


Теми же приемами 
Я ", ‚ убеждаемся в справедливости 


* Мы будем писать } (п) <> ф (п), если существуют две положительные константы 
„А и В, для которых 


Е Е 
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оценки в теореме 1 (оба выражения в левой и правой частях имеют поря- 
док п4Р-1). 

Для доказательства точности оценки в неравенстве А. А. Маркова 
можно положить 


о = (8 


и обозначить через’ л„(и) полином, в который превращается О» (1) при 
подстановке (4.3); при этом а и В выберем так, чтобы О а<В< пт; 
тогда зши > ® > 0 на. [, 8]. 

В этом случае вопрос сведется к доказательству точности оценки 


, р п 
5т 242 < Ви? \ | О, |9, (7.6) 


0 


где В — абсолютная константа. Опуская выкладки, укажем, что при 
выбранном нами 0О„(Р) выражения в правой и левой частях (7.6) оба 
имеют порядок пбР—2. 

Для того же полинома доказывается и точность оценки в неравенстве 
С. М. Никольского. 


Поступило 
22. УГ. 1953 
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18 (1954), 177—184 


М. Е. ГРАГУА 


О НЕКОТОРЫХ ВОПРОСАХ РАВНОМЕРНОЙ АППРОКСИМАЦИИ 
РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА * 


(П редставлено академиком Н. И. Мусхелишвили) 


В работе’даются некоторые обобщения одной теоремы Н.И. Векуа(*), 
касающейся равномерной аппроксимации в замкнутых областях реше- 
ний дифференциальных уравнений эллиптического типа. 


$ 1. Некоторые вспомогательные формулы и предложения ** 


Рассмотрим дифференциальное уравнение вида: 
д д И. : 
Ди + а (т, 9) 5, + (т, у) 5, Не (вуи=0, (Е‹) 


где А — оператор Лапласа, а а(х, у), 5(х, у) и с(х, у) — заданные целые 
функции от действительных аргументов х, у, вообще говоря, комплексно- 
значные. 

Если коэффициенты а (т, у), 6 (х, у) и с(х, у) аналитически продолжить. 
для комплексных значений х, у и ввести новые переменные 


= и, =Ж— 1, 


то уравнение (Е›) примет вид: 


122 д д 
Веве Е А (2,6) 9% + В (9 + С, ди =, (Е) 


где А, Ви С являются, очевидно, целыми функциями переменных 2, С. 
Пусть Т — некоторая конечная односвязная область с границей /.. 
Зеркальное отображение области Т относительно действительной оси 
обозначим через Т, а ее границу — через Г. Для замыкания областей Т 
иТ будем пользоваться соответственно обозначениями Т - Ё и ИИ 
Не ограничивая общности, будем в дальнейшем предполагать, что 
начало координат, 2 = 0, принадлежит области Т и что выполняется 


следующее условие: 


А (0,0 =0, В(2,0). 


* Эта работа выполнена в Тбилисском математическом институте по тематиче- 
скому плану 1949 года под непосредственным руководством И. Н. Векуа. 
** Формулы и предложения данного параграфа принадлежат И. Н. Векуа 


[см. (1), гл. 1-Ш). 
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В этом случае всякое регулярное решение уравнения (Е.) в области Т 
дается формулой: 


и (2,9) = 6 (2,0, 2) (9) — (#0). &0, 52) + 
0 


+6(0, 24 2) "@— (+ (<) 26 (0, <, 22) 4, (1.1) 


где ё = + у ЕТ, =х— ЕТ, С(Ь*, 2,0) — функция Римана уравнения 

{Е‹), которая в нашем случае является целой функцией комплексных 
аргументов &, 1, 2 и С а (2) и ©* (5) — аналитические функции соответ- 
ственно в областях Т и Т, определяемые следующим образом: 


$ (1) = 0 (2, 0)—- 0(0, 0)6 (0,0,2,0), з=з+ ЕТ, (1.2) 


°(9=0(0,9—50(0,0)6 (0, 0,0, 9, С==— ЕТ, (1.3) 


обозначает аналитическое продолжение ре- 


Ё. Е. 
где бы =и (2+, * = 
шения и (5х, у) относительно переменных 2 и <. Обратно, при произвольных 
аналитических, соответственно в областях Т и Т, функциях $(2) и 
$" (5) формула (1.1) дает регулярное решение уравнения (Е) в области Т. 

Если а, 6 и с — целые действительные функции действительных пере- 
‘менных хи у, аи (5, у) — действительное регулярное решение в обла- 


<ти Т, то в этом случае формула (1.1) принимает вид: 


и (2, у) = Ве [6(е,0, 2,1) Ф,(2) — (Фо (0) 6 (6 0, 2, =) #4], (1.4) 


где 


Ф, (2) =20 (2,0) —0 (0,0)6(0, 0, 2,0). (1.5) 


Пусть Т — область класса Ай, т. е. такая, что ее граница Г, — глад- 
кая в смысле Ляпунова кривая, и пусть и (5, у) — регулярное действитель- 
ное решение уравнения (Е.) в области Т, непрерывное в замкнутой об- 
ласти Т -- Г. Тогда функцию и (т, 9) в области Т можно представить 
в виде: 

и (2,9) = (М (2,04, а=2+ ЕТ, 261, (1.6) 
ь 


где $ — дуговая абсцисса линии Г,, 


д 
6 (2,0, 2, 2), г 2. 9. С (в+›0, », 2) 
таб (10,1) #— к те С(, и. т 


М (2, =] ‘4, (1.7) 


а р(1) — заданная на Г, действительная функция, являющаяся решением 
интегрального уравнения Фредгольма: 


и (о) = в (04) + (М (0) (04, (1.8) 


Г, 


где и(%) = и (1, 4) — граничное значение решения и (х, у). 
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Легко заметить, что всякой непрерывной на Г, функции № (Е) соответ- 
<твует, по формуле (1.6), регулярное решение уравнения (Е‹), являющееся 
непрерывным в Г + Г. 

Наконец, сравнивая (1.4) и (1.6), непосредственно получаем: 


а ы (2 & вх - 
Е =2 ШЕСТ, ЕЕ. (1.9) 


$ 2. Приближение действительных решений уравнения (Е,) в случае 
действительных коэффициентов 


В этом параграфе мы будем предполагать, что коэффициенты а, би с 
‘уравнения (Ё.) — действительные функции, а и(х, у) — действительное 
регу лярное решение данного уравнения в некоторой односвязной области 
Т класса Ай. 

Рассмотрим частные решения уравнения (Е): 


2 


и (2, у) = Ве [С (2,0,2,2)Р„ (2) — 2 ()26(,0,= 2), (24) 


0 


где Р„(2) — произвольный полином п-й степени комплексного пере- 
менного 2. 

И. Н. Векуа принадлежит следующая теорема [см. (1)]: 

ТЕОРЕМА 1. Пусть и (х, у) — регулярное решение уравнения (Е\) в 
области Т, непрерывное в смысле Гельдера в Т + Г; тогда существует 
последователоность частных решений уравнения (Ез) вида (2.1), кото- 
рая равномерно сходится к и(х, у) в замкнутой области Т + Г. 

На основании этой теоремы можно доказать и более общее пред- 
ложение: 

ТЕОРЕМА 2. Пусть и(х, у) — регулярное решение уравнения (Е\) в 
области Т, непрерывное в обычном смысле в Т + Г; тогда существует 
последовательность частных решений уравнения (Е\) вида (2.1), кото- 
рая равномерно сходится к и(х, У) в замкнутой области Т - ЕЁ. 

В самом деле, и(х, у) можно представить по формуле (1.6), т. е. 


и (2, у) = (0 М (2,04, == ЕТ, (2.2) 


Г 


где | (#) — действительная непрерывная функция, определенная на Г. 
Пусть Рит (2,9) (п,т=0,1,2,...) — последовательность целых ра- 
циональных функций (от действительных переменных х, у), равномерно 


сходящихся на С к в(1). Пусть, далее, 


пт (2,9) = ДР в (0 М (1,0 45 ЕТ, 16. “09 
Г, 
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На основании (1.9) и теоремы Привалова [см. например, (*)], легко заме- 
тить, что 9пт (2, У) являются регулярными решениями уравнения (Ё.), 
непрерывными на Г, в смысле Гельдера. Следовательно, на основании тео- 
ремы 1, для доказательства сформулированного предложения достаточно 
установить равномерную сходимость  последовательности Фиш (х, У) 
{пт = 0,1,2,...) к и(2, у) в замкнутой области Т | С. 

Для упрощения записи введем обозначения: 


От@) == в -- Ри, Е=2-4 ЩЕБ, 


Нь(2) = 6(2,0,2,2), Н( = 6(,02,2); 


тогда на основании (1.6) и (2.3) можем написать: 


и (2, У) — Фнт (2, у) = \ От (В М (2,148 = 
Г 


2 


Но (2) ь (Ноы 
6. ( )Ве нь в-тА т г. 4 = 
0 


Но (2) — Но (4) г. ЕН (1,4) - 
= 0-е [аневете я + дея - — = И - -- но 
Г 


‚' СН (2, 1) —Н (2,1) | ей 3 а 
В 45, == ЕТ. (2.43 


Далее, 


[4 


: 4 а 1 
о (2) Ве ЕЕ == и (д в 4, (2.5) 
Ё 


где г=|{— 2] (6 Г, 2= 2+ ЕТ), ап — внутренняя нормаль. Отсюда, 
на основании известных свойств [см., например, (?)] потенциала двойного. 
слоя непосредственной оценкой получаем: 


Отт (1) = ан. 


| 


|5 = 


где № — фиксированная на Г, точка, в которой левая часть неравенства 
(2.6) достигает своего максимального значения. Применяя известные: 


преобразования, можем написать: 


й а 4 . 1 Сэт 0 (&, 2%) 
= | бт (6) 3 № | @$= = т Опт (2) 45 = 
Г, 


1 а | 
== - 4$ „ТА 
п. ао т 
где © — некоторое фиксированное число в интервале (0,4), К (&,, г) — функ- 
ция переменных &,2, непрерывная на ДД в смысле Гельдера, а 9 (, #4) — 
> 


угол между вектором 11 и касательной к кривой Г, в точке &. 
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Легко заметить, что левая часть неравенства (2.6) равномерно стре- 
мится к нулю на Г, когда п, т-—> со. Следовательно, на основании прин- 
ципа максимума гармонических функций, равномерно стремится к нулю 
и интеграл (2.5) в замкнутой области Т + [,, если п, т-—> <. 

Совершенно аналогично можно показать, что интеграл 


О ИЕЖИ 


ти 
Г, 


равномерно стремится к нулю в области Т -- Ё. Наконец, оценивая не- 
посредственно (2.4) и учитывая вышесказанное, легко заметить, что раз- 
ность и (т, у) — 9т (1, у) равномерно стремится к нулю в Г -|- Г, что и 
требовалось доказать. 


8 3. Исследование общего случая 


В этом параграфе мы рассмотрим вопрос приближения регулярных 
решений уравнения (Е›) для того. случая, когда как коэффициенты, так 
и решения данного уравнения, вообще говоря, являются комплекснознач- 
ными функциями действительных аргументов х, у. 

Рассмотрим функцию 


Е (2.0 = \в (о Коац, (3.1) 


тде С (2,0) — заданная аналитическая функция комплексных аргумен- 
тов ри Св цилиндрической области (Т, Т, 1») (Е ЕТ, з ЕТ, СЕТ”). 
Предполагается, что Г и Т* — произвольные конечные односвязные области. 
Не ограничивая общности, считаем также, что начало координат 2 = 0 при- 
надлежит области Г. 

Относительно функции С (1,2, ©) будем в дальнейшем предполагать, 
что она непрерывна в замкнутой ‘области (Т - 2, Т" - Г) и удовлетво- 
ряет неравенству 


ИС: < М,, БОТ, Г, 7%), (3.2) 


где М — абсолютная постоянная: 

Очевидно, что Ё(2, ©) — однозначная аналитическая функция своих 
аргументов 2, © в области (Т, Т*) (ЕТ, СЕ 1"). 

Обозначим через 2=2(0) функцию, конформно отображающую 
область Т на круг |® |< 1 с условием 2(0) =0, и докажем следующее 
предложение: | 

ЛЕММА. Функция КЛ(2,0) непрерывна в замкнутой — области 
({Т- Г, Т*- [*) и на этом множестве удовлетворяет неравенству: 


|2 (2,01< М.В, (3.3) 
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где 


=. имах ера 
(ББ ОЕСТЬТ,Т*) 


а В — постоянная, зависящая только от области Т и подинтеграль- 
ной функции }(2), если: 

а) функция 2 =2() непрерывна на окружности ||=1 в смысле 
Гельдера с показателем х (0<«< 1), а }(2) удовлетворяет неравен- 
ству: 


| (= (в) 5 МИ, < (3.4 


где М, и В— положительные постоянные, причем | =а— В > 0, или 
Ь) функция 2 = (40) на окружности |в|=1 непрерывна в смысле 
Л»›(р<1) [см. (3)], а} (2) удовлетворяет неравенству: 


|1 (2 (1) | < М Пв 2 (1 — г) $] В, || =г<1, (3.5) 


где Ми В — постоянные, причем = р—В`> 0. 

Мы проведем доказательство только для случая а), так как для слу- 
чая Ъ) лемму можно доказать совершенно аналогично, учитывая соответ- 
ствующие предложения работы (3). 

Докажем сначала справедливость неравенства (3.3) Имеем; 


2 


Ра.) = (60, „00а со 2 (0), лесе (<) 4х. 


0 


Отсюда, учитывая (3.4) и известную [см. (3), (“)] теорему Харди 
и Литтльвуда об оценке ров аналитических функций, непосред- 
ственно получаем: 


| (2, 9 |< шах| 6 (&, 2,9 | „ма — 1) 1%< М.В, (&ОЕ(Т, т), 
м 
где 


ы 
и м — дах. 


0 


Совершенно аналогично можно показать, что 


РН. О | Ки, ши, 


где К — абсолютная постоянная, не зависящая от 2'и С (26Т, СЕТ”). 
Следовательно, на основании вышеупомянутой теоремы Харди и Литтль- 
вуда заключаем, что функция Ё (2, () равномерно непрерывна относительно 
2 в области Т--Ё. Так же легко доказать равномерную непрерывность 
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Е (2, / отвосительно © в области Г* -- ^^, что полностью доказывает лемму 
для расматриваемого случая *. 


Рассмотрим частные решения уравнения (Ед) вида: 


ит (2, У) = (2, 0, 2, 2) Р» (2) — 2. (0 6(,0, 4+ 


0 


+600, 2, 2,20.) —( 0» (<) = @ (0, ч, 2, 2) ак, (3.6) 


где Р„(2) и Ош (© — полиномы п-й и т-й степеней комплексных аргу- 
ментов 2 и 6. 

Предположим, далее, что функция 2 == 2 (4), конформно отображающая 
область Т на круг | ® | < 1, на окружности | ® | =1 непрерывна в смысле 
Др (р>1); тогда, на основании вышедоказанной леммы, легко получается 
следующая 

ТЕОРЕМА 3. Пусть и(т, у) — регулярное решение уравнения (Ед) в 
области Т, аналитическое продолжение которого 0 (2, () относительно 
переменных 2 =х у иб=х— И) удовлетворяет условиям: 

а) 0 (2, 0) непрерывна в области Т-+Ё и 

Ь) 0 (0, О непрерывна в Т + Г. (см. $ 1). 

Тогда решение и (т, у) непрерывно в Т-Е Г, и его можно равномерно 
аппроксимировать с произвольной точностью на этом множестве при 
помощи. частных решений (3.6). 

В самом деле, учитывая (1.1), (1.2) и (1.3), на основании доказанной 
леммы получаем непрерывность функции и (х, у) в Т-+ Г. 

Пусть о (2) (2 ЕТ) и 9" (© (СЕТ) — аналитические функции, соответствую- 
щие и (х, у) по формулам (1.2) и (1.3). Тогда, как известно, существуют 
последовательности полиномов Ри (2) и Ом (© (п, т = 0, 1, 2...), равномерно 
сходящиеся в соответствующих замкнутых областях к функциям $(2) 
и $* (0). Используя лемму, легко проверить, что частные решения, соответ- 
ствующие полиномам Р» (2) и От (@), равномерно сходятся на множестве 
ТГ к функции и(х, У), что и требовалось доказать. 


Поступило 
41. ХИ. 1952 


* Как известно, С. Н. Мергелян (5) доказал следующее предложение: 
Существует; эжорданова область Т и аналитическая в Т функция }(2) такая, что 
2 
1 (2) непрерывна в Т-+Т, однако функция Е (2) =\ 7 (Е) 41 (а@ Т произвольно фиксировано) 


а 
стремится к бесконечности при приближении # по произвольному пути к любой 


точке некоторого всюду плотного на границе Т множества Е. 

Очевидно, интерес представляют соответствующие положительные теоремы. 
В частности, из вышедоказанной леммы, полагая С (&, 2, <) == 1, получаем следующее 
предложение: 

Если функция 2 =2() на окружности | | =1 непрерывна в смысле А›(рР>1), 
то для любой аналитической, ограниченной в Т, функции }(2) функция Е (2) непре- 
рывна в Т+Г.' 
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ЛИНЕЙНЫЕ ФОРМЫ ОТ НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 
И НОРМАЛЬНЫЙ ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе доказываются некоторые теоремы о стохастически незави- 
симых линейных формах от независимых случайных величин и даются 
некоторые приложения их. 


В 1941 г. С. Н. Бернштейном (') была доказана следующая теорема: 

Пусть Х и У— две независимые случайные величины, имеющие рав- 
ные дисперсии. Для того чтобы величины Х + Уи Х—У также были 
между собой независимы, необходимо и достаточно, чтобы случайные 
величины Х и У были распределены нормально. 

В 1948 г. Б. В. Гнеденко (2?) доказал более общую теорему: 

Пусть на плоскости имеется невырожденное распределение вероят- 
ностей. Для того чтобы это распределение было нормальным, необхо- 
димо и достаточно, чтобы можно было двумя различными способами 
выбрать на этой плоскости такие оси координат ХОУ и 00Г, в кото- 
рых распределения вероятностей координат т и у точек плоскости, 
а также координат и и э были независимыми. 

При доказательстве этой тебремы Б. В. Гнеденко рассматривал линей- 
ные формы П =аХ {+ $У и Г=оаХ-ВУ от независимых случайных 
величин Х и У и доказал, что в том случае, когда случайные величины 
О иТ будут независимыми, случайные величины Х и У будут распре- 
делены нормально. 

После результатов, полученных С. Н.. Бернштейном и Б. В. Гнеденко, 
естественно было рассматривать линейные формы не от двух, а от боль- 
шего. числа случайных величин У,, Х,,...,Х». Этому вопросу и посвя- 
щена настоящан работа. 

6 1. В этом параграфе мы будем рассматривать две линейные формы 
от независимых случайных величин Х\, Х,,..., Хи: 


С. = А - а.Х› -|- ме» я бт, 
Е 


Будем считать, что распределения в величин Х,,Х.,..., Хи 


отличны от несобственного. 
ТЕОРЕМА 1. Все случайные величины Х., Х.,...,Х» будут распре- 


делены нормально, если 
А) линейные формы [1 и [5 независимы, 
В) ве а. =0`(1=14,2,...,м). 


6 Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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Доказательство. Рассмотрим линейные формы 
/ Га / и 
1 = —а:Х, —а,Х, — +. — @Х», 
д / у. р ‘ 
= —ЫХ, —6.Х.—.-.-— Хи, 


/ 
в которых случайные величины Х; независимы, распределены так же, 
как и случайные величины Х+, и независимы от них в совокупности. 
* у * / * и 
Пусть д =А-+А, Б =Ь+Ьи Ж=Х— Х;; тогда линейные. формы 
ыы * * 
1 =а,Х, | а,Х› + --- 4 Хи, 
* * * * 
[№ Е ых, = 6,Х, Ре бо= 5-Х 
будут независимыми, а характеристические функции случайных величин 
* ' 
Х; будут вещественными и неотрицательными. Если обозначить ‘через 
= ео * 
[({) характеристическую функцию случайной величины { (Ё=1, 2) 
а через $;(Г) — характеристическую функцию случайной величины, 
Е м 
Х; (1=1,2,...,п), то из условия А) следует, что 


и т 
д = Пава), (= Па(&х), 
$=1 2 | *=1 ОХ 
А (0-1 (©) = [| кам + вт). 
4—1 

Покажем, что ни одна из характеристических функций, входящих в ра-. 
венство (1.1), не обращается в нуль. Допустим противное: пусть произ- 
ведение ],(1)-[. (<) при некоторых значениях & и т обращается в нуль 
и пусть & — наименьший по абсолютной величине корень этого‘ произ- 
ведения. Такой корень найдется, так как функции }, (1) и /.(°) непре- 
рывны и ] (0) = + (0) =4. Предположим, что }(&)==0, тогда найдется 


такой номер №, что Фик (ак) =0. Положим & = ({ в =) н и к; = —. 
(11 шах (ак |, [5 и*> 0); тогда | 
аа ба, |, | 

ль) =0, 


что невозможно. Обозначим | 
Ч» (1) = шф (1) (& =1, 2) и $1 (1) = 1 $:(1) ЕТ, я, 


и 


тогда 


У: ОТ, (<) = У в (а + Ы>). (1.2) 


{1 
Дадим переменным { и < произвольные приращения й, и й.: 


Ч, (Е- #,) + №, (< + №.) = У 44 (ай Вл ай, + ыы | (1.3) 
+=1 
Ч, (Е №) + Т, (<) = У $1 (а + + ав), (1.4) 
$=1 


Ча (#) + Ч. (Е №) => 4 (ав -- Вл + ЬА,). ((.5) | 
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Сложив равенства (1.2) и (1.3) и вычитая из них равенства (1.4) и (1.5), 
получим: 


У Е (а -Е их, ай, 6йь) = 0, (1.6) 
И +=1 


Р+ (а —- ых, ай, ый.) = фз (ай -- ах + ай + А.) — 
— 0: (а -Е 6:° азй1) —\ (а Е бе В.) -Е $: (ай - <). 
Так как линейные формы Й и Й независимы, то найдутся коэффициенты 
ак, бк, @, М такие, что 


Дь, 1 — ав —= бы ЕЕ ©: (*) 
Обозначим 
ав Вх —$, ап - 61 —= И. 


Переменные 2 и и могут принимать произвольные значения независимо 
друг от друга, и уравнение (1.6) можно переписать так: 


УЕ, (с,2, авс, Фьс,йь) У, Еу(аль вара, Бал) + 
® 1 
+ УЕ, (её + дли, аз№а, 6№.) =0. (1.7) 
Суммирование производится по всем таким значкам г, 7, $, для которых 
ай | 6 = с:2, ай бл =аум, 
аз Е бух = с:2 + аи. 
Если сумма УЕ, (с,2 + 4зи, азй:, 6:й.) пуста, ‘то равенство (1.7) возможно 
8 
только в том случае, когда 
УЕ, (са, села, в.в.) = У Е; (аи, ал, Ъь) = С (в, №). (4.8) 
т 2 


(Равенство (1.7) справедливо при любых значениях 2, и, Й., й,, а пере- 
менные 2 и и могут принимать любые значения независимо друг от 


друга.) 
Положим 
У (1) = (2), Ва =Ь, 
В В к 
ыы =, С.) =; 
тогда 


У Р(с,2, ст, св), = (а 2—9 (2+8) — [Ч (2+1) —1(2)] = С, (#) 
т 
или 
481 (2) = С, (1). 
Известно, что это уравнение имеет единственное решение: 


(= В, (2+ 4, (®), 


| * 
откуда следует, что сумма Ус,Х, распределена нормально, но тогда 
т . 


6* 
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нормально будут распределены и все случайные величины совокупности 
ен а следовательно, и случайные величины совокупности {Х,} (теорема 
Крамера. См., например, (7)). Б силу того что суммы УЕ, и УЕ; вхо- 
ГА 

дят в равенство (1.8) симметрично, все случайные величины совокупности 
{Х;} будут тоже распределены нормально. Для этого случая теорема до- 
казана, так как совокупности случайных величин {Х,} и {Х;} исчерпы- 
вают всю совокупность случайных величин Х,, Х,,..., Х,. 

Рассмотрим теперь случай, когда сумма УЕ, (с;2 - аи, азйа, 65») не 
пуста. Придадим переменным 2 ии произвольные приращения йЙз и Йа 
точно так же, как мы это делали для переменных # и ®; тогда 


У, $, (2 -- а, или, ВЛь, ей, Ча) = 0, (1.9) 


Ф, (с;2 - ди, азйа, бьЙ, сзйз, Ч Йа) = Е». (сз - 4зи - сзйз | @зйа, аъйи, 65) — 
— Р, (52 + ди + сзйз, ай, 65й5) — Е. (652 - Чи -- азйа, азйи, Взйь) 
-- Р5 (с:2 + 4зи, азйл, 65№»). 


Из коэффициентов с., 4, выберем какую-либо пару ср, 4». Тогда либо 
ДЛЯ ВО ба, о@т (и О и Ч. 0) 


(а) ср4т — стр == 0, 
либо найдется хоть одна пара са, 4. такая, что 

( 

(5) ср@. — са» = 0. 


В случае (Ъ) обозначим срё-- 4ри =о и перепишем уравнение (1.9) так: 


УФ, (ел, езсойз» ера, аз, ВВ») = 0. (1.9') 
5 
Обозначим 
УЕ, (ео, аз, 6,1) = Е (в, №, №,) (1.10) 


и положим срй; =й и ар. =й; тогда уравнение (1.9'’) примет вид: 
АЕ (о, Ва, №ь) = 0. 


Решением этого уравнения будет многочлен степени не выше первой. Из 
уравнения (1.7) следует, что 


УЕ, (ел, сы, аъ’ сп) и УЕ; и, айцал, авы) 
т Й 


— тоже многочлены степени не выше первой. Так как 


се арб — ав -( аб, — бар 
а, — аб, ' р а,ь, — а, ’ 
а 
д ав . аб. — а 6 
т 1 1 
И т а т вт т В 


И ее НА 
а, — аб, ’ а, — аб, ’ 


то равенство (а) возможно только в том случае, когда @т= ета, и 
Вт = етбр, и равенство (1.10) можно переписать так: 


У Еу(ез®, вар Ва, еб рйь) = Е(ъ, В, й,). 
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Обозначим 
У (ел) = Р, (в) 
и положим 


й ' р’ : * , 
ар: =, Ой Но Рио) = РН) 
р р 
тогда 


2 25 
А», Р(5) = Е*(ъ, №’), 
откуда следует, что Р(5) — многочлен степени не выше третьей. Но так 
как Р(5) — логарифм характеристической функции некоторой случайной 


величины, то, на основании теоремы, доказанной Марцинкевичем ($8), 
степень его обязательно равна двум, и случайные величины совокупности 


{Х}} распределены нормально. Так как УР, и УЕ, — многочлены сте- 
т й 


пени не выше первой, то Ут, (с,2) и. У $; (а) будут многочленами сте- 
> - 


пени не выше третьей, и (на оснований (7) и (3)) случайные величины 
совокупностей {Х,} и {Х;} будут распределены нормально. Для этого 
случая теорема тоже доказана. 

Пусть теперь выполняется условие (Ъ). Тогда величины 


® = срё + ри, = сё + 4ай 


могут принимать независимо друг от друга произвольные значения, 
и уравнение (1.9) можно переписать так: 


УФ. (52, е@рйа, б,рйь, е;бойз, е,Чрйа) Е 


= 


— № Ф,, (1, 1:41, Ты: бай», ТСайз, Чай) 5 
в 
и У$., (ее - зы, @з,Йл, Въ, Ль, С,йз» 4, йа) = 0. (1.11) 
8 
Суммирование производится по всем таким значкам $, $;, $, для которых 
с; + 4: и = 652, сь2 + Чи = м, С - 4, и = еб]. 


Функциональное уравнение (1.11) аналогично по форме функциональному 
уравнению (1.7), но число неизвестных функций, входящих в уравнение 
(1.11), по крайней мере на два меньше, чем число неизвестных функций, 
входящих в уравнение (1.7). 

Для решения функционального уравнения (1.11) мы можем применить 
тот же самый прием, которым мы пользовались для решения уравнения 
(1.7). В результате мы либо решим уравнение (1.11), а следовательно, 
и уравнение (1.7) (случай, аналогичный случаю (а) при решении урав- 
нения (1.7)), либо придем к функциональному уравнению аналогичного 
вида, но с числом неизвестных функций по крайней мере на два меньше, 
чем в уравнении (1.11) (случай, аналогичный случаю (Ь) при решении 
уравнения (1.7)), и т. д. 

Так как число неизвестных функций \; конечно, то на некотором 
шаге процесс оборвется, и мы придем либо к уравнению 


Т (5, й1, йо, с) й») 2 0, 
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либо к уравнению 
Ей, ... ЕТО й.. об) =0, 

в которых переменные & и 9 могут принимать произвольные значения 
независимо друг от друга. Функции Т, (6, №;,...,й»), То (т, йл, В», -. - ›Йз») 
и Т(Е№,...,№») при надлежащем выборе произвольных приращений 
1 и й» будут представлять вторые разности от некоторых других 
функций. Последние будут многочленами не выше второй степени и 
в свою очередь, при надлежащем выборе произвольных приращений 
И. и А». будут представлять вторые разности от некоторых других 
функций, которые будут многочленами степени не выше четвертой, и т. д. 
В результате мы получим, что 


У (с), Учат), Ус ра) 
т 8] у 8 


будут многочленами степени не выше, чем 2%. На основании теоремы 
Марцинкевича (3) они будут многочленами второй степени, а на основании 
теоремы Крамера (7), все случайные величины Х,, Х.,...,Х„ будут рас- 
пределены нормально. Теорема доказана. 

ОБРАТНАЯ ТЕОРЕМА. Если случайные величины Х,,Х.,..., Хь 
распределены нормально, то коэффициенты и, 4(1=1,2,...,п) можно 
подобрать так, чтобы линейные формы [1 и [, были независимыми. 

Доказательство. Для того чтобы линейные формы (1 и (, были 
независимыми, достаточно, чтобы 

В (1, 1) =Е (1 — Е1,) (5 — Е.) =0. (*=) 
Так как все 
Е (аХ; = Еа;Х}) (6;Х; = ЕБ;Х}) = 0, 
если & ==], то условие (**) можно переписать так: 
ъ ть 
В (1, 1) = ХЕ(Х, — ЕХ У иь = У а4во? = 0. 
+1 += 
Очевидно, что коэффициенты а;, 6: можно подобрать таким образом, что- 
бы это соотношение выполнялось. В том случае, когда условие В) 
теоремы 1 не выполняется, но коэффициенты а, 6: таковы, что 


т 
хх (а+61)? -Е 0, справедлива следующая 
+= 

ТЕОРЕМА 2. Если линейные формы Ци |, независимы, то все те 
случайные величины, коэффициенты при которых отличны от нуля в 
обеих формах, будут распределены нормально. 

Доказательство. Не умаляя общности рассуждений, мы можем 
считать, что коэффициенты при первых № случайных величинах отлич- 
ны от нуля в обеих формах. Формы Д и [, запишем так: 


1 =а.Х, + а-Х, ++. + акХь + Х, 
где Х = ак: Хьы +... Ра Хьи У=ы а Хьа-... Е ВХ, 


Соотношение (1.1) в данном случае можно записать так: 
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№ (2-1 (©) = П Фа (а | вх) 1 (2) & (©), 


1=1 


1(1 = П (ай), &(®)= П (В). 
1= Е 


=А+1 


(1.12) 


* 
Покажем, что в произведение П фа (а -- <) входят по крайней мере 
1 
два множителя. По условию, это произведение не пусто. Допустим те- 
перь, что`А. =, т.е. 


Пае@а- вл) = (ай 85, 


$=1 


тогда 
== Х, =, КУ 
и 
В ® = $: (1:1), БО (69-5 0), 
Л (0) -Л (<) = ча (ё - 61) 71 (08 (%). 
о аа = — вт; тогда 


о: (в) (—- вв (312) =108(—3=). 


Так как в некоторой окрестности нуля |1|< Т. ни одна из функций, 
входящих в последнее равенство, не обращается в нуль, то это равен- 
ство возможно только в том случае, когда | ©, (а2) | = 1 для всех { из области 
|| < То. Это возможно только в том случае, если случайная величина 
Х, имеет несобственное распределение, но такой случай мы из рассмотре- 
ния исключаем. В области |1 |< Ть и |*|<Ть будет справедливо со- 
отношение 


Ч, (#) + Ф.(<) = - фа (а Ар > {;(а; я 2 х фз (6). (1.13) 
=+1 
к 


Сумма г ф; (аё-- Вл) содержит не менее двух слагаемых и, кроме того, 
—1 

среди коэффициентов аз, в (1=1, 2, ...,Ё) обязательно найдутся такие 

ар, бр, аа, ба, что арб — аб = 0. Действительно, в противном случае 


и =а.Х, + а. Х.- +... аХь-+Х, 
[= с (а, Х, + а» Х, + -.- ак Хь) У 
и случайная величина а.Х, + а,Х, | ..-- акХ»к имеет несобственное рас- 


пределение, что исключено. 
Будем теперь считать, что переменные { и з в равенстве (1.13) ме- 


т ий 
няются в области |#« о : тя ‚ и придадим им произвольные, 


но достаточно малые приращения #, и №. (|1, <=, | > <=) точ- 
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но так же, как мы делали это’при доказательстве теоремы 1. Для опреде- 
ления функции $; (а -- 65) получим уравнение 


х 
о Е; (а - бл, йа, ай) = 0, 


1 
которое мы будем решать точно так же, как мы решали аналогичное 
уравнение (1.6), выбирая всякий раз произвольные приращения й; так, 
Т 
чтобы |/№| <; 5. Как мы уже видели, решение такого уравнения сво- 
дится к решению уравнений вида 
2 
А, Т (2) = Ри (>, 1), (1.14) 


где Ри (2, й) — многочлен степени т. Если в первом случае эти уравне- 


ния были справедливы при любых 2 и йЙ, то в данном случае они будут 


= : 7% о 
справедливы лишь в некоторой окрестности нуля (1215 и чт) 


7. 

Покажем, что функции, удовлетворяющие уравнению (1.14) только 
в некоторой окрестности нуля, будут в этой окрестности совпадать с 
некоторыми многочленами степени т - 2. Рассмотрим сначала уравнение 


42 (2) =0. 


Функция, удовлетворяющая в некоторой окрестности нуля этому урав- 
нению, совпадает в этой окрестности с многочленом первой степени. 


Действительно, для всех 2 таких, что |2| < —°, существует предел 


У: 
п--2’ 
ДЗ (2) 


Ши т г 


й—>0 
Этот предел равен нулю. Следовательно, функция (2) в некоторой 
окрестности нуля имеет вторую производную и Ч” (2) =0 для всех 


ЧА 
из окрестности |2 | на 


Ф (2) = Аз - В для всех 5 из этой окрестности. 
Известно, что функция Т, (2), удовлетворяющая при любых 2 и й 
уравнению 


но это возможно только в том случае, когда 


2 
А, Ч, (2) = Ра, В) 
является многочленом степени т - 2. Рассмотрим разность 


0 (2) = 1, (2) —Т (2), 
где Т (2) — функция, удовлетворяющая уравнению (1.14) только при 
достаточно малых значениях 5 и #. При этих значениях 2 и й функция 
0 (2) будет удовлетворять уравнению Д»О (2) = 0, т. е. будет совпадать 
с многочленом первой степени для всех тех зи й, при которых функ- 
ция ТФ (2) удовлетворяет уравнению (1.14). Но отсюда следует, что для 
этих си / функция (2) будет совпадать с некоторым многочленом 


степени т -Р 2. 
о 


Таким образом, мы получим, что функция Уз: (=) будет совпадать 
$=1 

в некоторой окрестности нуля с многочленом степени не выше, чем 2п. 

На основании леммы, доказанной Ю. В. Линником (3), она будет много- 


ЛИНЕЙНЫЕ ФОРМЫ ОТ НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 193 


членом второй степени и не только в некоторой окрестности нуля, но 
и на всей действительной оси. Теорема доказана: 

Из этой теоремы вытекают два очевидных следствия. 

Следствие 1. Если линейные формы 1 и [5 независимы, то незави- 
симыми будут‘и линейные формы 


/ 
1 =а,Х, + а,Хь + ---- ав Хь, 
/ 
= Х. ВХ, ..-- Вы ХЬь. 
Следствие 2. Если линейные формы [и [5 независимы и все вхо- 
дящие в них случайные величины Х., Х,,..., Х„ распределены одина- 
ково, то все случайные величины Ху, Х.,... ‚ Х» распределены нормаль- 


но, а линейные формы [1 и [5 ортогональны. 
На основании теоремы 2 мы можем утверждать, что линейные формы 


1 и [5 от независимых случайных величин Х.:, Х,..., Х» могут быть. 
независимыми только в двух случаях: 

1) когда все аз; =0 (1=1, 2, ноя 

2) когда все те случайные величины Х., Х,,..., Хх, коэффициенты при 


ыы отличны от нуля в обеих формах, распределены нормально и 


> а+0;32 = 


в: 2. Будем теперь рассматривать т линейных Форм от независимых 


случайных величин Х|, Х,,..., Хи: 
п 
1, = УанХ; @&=1,2,...,т; т<»). 
ф=1 
ТЕОРЕМА 3. Все случайные величины Х\, Х., ..., Х»ь распределены 
нормально, если: 
А. Формы Ц, [., ..., [и независимы в совокупности. 


В. Каждый из столбцов матрицы М, составленной из коэффициен- 
тов этих форм, содержит в каждом столбце по крайней мере два эле- 
мента, отличных от нуля. 

Доказательство. Выберем какую-либо случайную величину Хх. 
Тогда найдутся две формы , и ,, в которых коэффициенты. при Хх» 
отличны от нуля. Формы { и (к, независимы, следовательно (теоре- 
ма 2), случайная величина Х» распределена нормально. Теорема доказа- 
на, так как случайную величину Хх мы выбирали произвольно. 


ОБРАТНАЯ ТЕОРЕМА. Если все случайные величины Х;, Х., ..., Ап 
распределены нормально и независимы, то в линейных формах 
1, 0, ..., [в можно выбрать коэффициенты а’, так, чтобы эти формы 


были независимыми в совокупности. 
Доказательство. Коэффициенты ах; нужно выбирать таким об- 


разом, чтобы 
В (&)-№ (6) - +: т (в) = 91 (ал: -- аа + *›° + ати). 
- фо (@1281 Е аз + +. + ата») - - Фп (аи, + ата | ++ Е @аттёт), (2.1) 


2,2 
В 


Ф(=е 3 
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(не умаляя общности, мы можем считать, что все ЕХ; = 0). 
Равенство (2.1) следует переписать так: 


ехр[-- > (роли рен п) | = 
й | 
—ехр {- ель Нав, се: Ната т)? (ал Раз. >. Райт)? 08 | --- 
-- > - (@ё -— аз ++ Кати) с] . 


Это равенство будет справедливым только в том случае, когда 


Ува 02 =0 при Ё = 7. 
1 
Очевидно, что коэффициенты в линейных формах (, [,, ---, [и можно 
подобрать таким образом, чтобы это соотношение выполнялось. Коэф- 
фициенты (а определяются равенствами 
п 
и 8 бренда) 
&=1 
ТЕОРЕМА 4. Если число линейных форм совпадает с числом слу- 
чайных величин (т = п) и в какой-либо из этих форм В не более чем 
один из коэффициентов равен нулю, то эти линейные формы могут 
быть независимыми и ортогональными только в том случае, когда все 


случайные величины Х;, Х,, --., Хь имеют равные дисперсии. 
Доказательство. Из независимости и ортогональности форм 
1, [,,.:.,т следует, что одновременно должны выполняться соотношения 
у т 
У аванс =0 (+) ‘и Хавак=0 (+). (2.2) 
Ё=—1 = 
Если рассматривать коэффициенты аз, @4., ..., ат как компоненты 


п-мерного вектора А, то условия (2.2) можно иначе записать так: 


т Ё : УЕ : Е 
(А, А) =0 (1-7), (4 4) =0 СЛ, (2.2') 
—* 
где А; — вектор, компонентами которого являются а410*, а4202,..., ато. 
Соотношение (2.2’) может выполняться только в том случае, когда 

2 2 2 

БО к, ее 

“чл ‘42 44 п, 


ИЛИ 02 = 02=...=02. Если все аз, отличны от нуля, то теорема доказа- 


на. Если же один из коэффициентов, например, а; , равен нулю, то мы 
выберем форму /#, в которой ак, +0. В этой форме (теорема 2) най- 
дется еще хотя бы один коэффициент, например, акр, отличный от нуля. 
Тогда 
(Ак А,) =0 (7 + К.), (Ак, , А;) =0 (7 = №.) 

и 0% =02. Но так как среди коэффициентов ак только один мог быть 
равен нулю, то 0 — 0? и, следовательно, 2 = 02. 

Заметим, что в том случае, когда число равных нулю коэффициентов 
в форме П больше одного, теорема 4, вообще говоря, не верна. 
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Например, если формы 


1 =а.Х, + а.Х,, 
ь=ыХ, + .Хь, 
= азХз + а.Хь 
Та — АЯ + Ха 
независимы и ортогональны, то обязательно 01 = 05 = 0? и 0-08 = 07, 


но с? может и не быть равной о?. 
ТЕОРЕМА 5. Если линейные формы 


и 
, = УамХ; (1, В. тит) 
1—1 
от независимых случайных величин Х\, Х.,....-Хь независимы в совокуп- 
ности, то все те случайные величины, которые встречаются по крайней 
мере в двух различных формах, будут распределены нормально. 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 3. Теорема 5 имеет 

два очевидных следствия: 
те ‚ 

Следствие 1. Линейные формы Ц, [,...,[и, получающиеся из 
форм Ц, Ь,..., [в если из последних убрать все те случайные величины, 
которые содержатся только в какой-либо одной из форм, независимы 
в совокупности. 

Следствие 2. Если линейные формы Ц, [5,..., 1 независимы в со- 
вокупности и все случайные величины Х\, Х,,...,Х» распределены оди- 
наково, то все эти случайные величины распределены нормально, а форми 
1, (,..., (% ортогональны. 

На основании теоремы 5 мы можем утверждать, что линейные формы 


1, — о аийХ; (А == И р т. т) 
1=1 


от независимых случайных величин Х\, Х.,..., Х»„ могут быть незави- 
симыми в совокупности только в тех случаях, когда 

1) матрица М, составленная из коэффициентов линейных форм (;, (,,... 
..., т, содержит в каждом столбце только по одному элементу, отлич- 
ному от нуля; 

2) все те случайные величины, которые встречаются по крайней мере 
в двух различных линейных формах, распределены нормально и коэффи- 
циенты при них удовлетворяют соотношению 


Ха ав 08 =0 (ЗЕЕ 8). 


Очевидно, что признаки, характеризующие независимость двух линейных 
форм [1 и [,, входят сюда как частный случай. 

$ 3. Если вместо независимых случайных величин мар ее 
купность случайных независимых векторов 2000} с компонентами 21’, 25°...- 
..., 2® и линейные формы от этих векторов 


ур => ве (ЕО, ут), 


4—1 
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то и для этих случайных векторов могут быть сформулированы и дока-. 
заны теоремы, аналогичные теоремам, доказанным ранее для независимых 
случайных величин Х;, Х,,..., Х». 

ЛЕММА. Если проекции случайного вектора Х на любое направление 
распределены нормально, то и сам случайный вектор Х будет распре- 
делен нормально. 

Доказательство. Из условия леммы следует, что компоненты слу- 
чайного вектора Х 21, 1,,..., Хм будут случайными величинами, имею- 
щими нормальные распределения. Поэтому будут существовать Еал, 
Е (1; — Ел!) и Е (2: — 62) (1; — Ез;). Наряду со случайным вектором Х 
мы будем рассматривать случайный вектор Х’, имеющий нормальное рас- 
пределение и такой, что 


Ви Ез, Ви — Вы} = (в, — Ев), 4) 
Е (2, — Ех) (1, — Ех) = Е (1, — Ех.) (1, — Ех), 


где 2, х,,...,2х — компоненты этого случайного вектора. Проекции слу- 


м 
а и, 

чайных векторов Хи на какое-либо направление можно рассматривать 

как скалярные произведения их на некоторый постоянный вектор 7 с ком- 


понентами #1, 15,..., ём: 
(Х, тЫ и... аа Тм 6х, 
( = Г +, +.. --- м 1. 


При любых 11, 1,..., (м случайные величины (Х, Т) и (Х’, Т) будут рас- 
пределены нормально, а на основании (3.1) они будут иметь равные мате- 
матические ожидания и дисперсии. Следовательно, при любых &1, (,,...,ём№ 
функции распределения случайных величин (Х, Т) и (Х’, Т) совпадают. 
На основании теоремы Крамера-Волда (7), распределения случайных век- 
торов Х и Х’ совпадают всюду. Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 6. Если линейные форми У а й Е от независимых 
случайных векторов о о оо рае. независимы, то все те случайные 
векторы, которые встречаются по крайней мере в двух различных фор- 
мах, распределены нормально. 

Доказательство. Спроектируем' все случайные векторы Гл, С»,... Ст 
на некоторый постоянный вектор 7; тогда линейные формы 


Вы Тя бы 


от независимых случайных величин (Х®, Т), (Х®, Тулы 0, Тубудут 
независимыми. На основании теоремы 5, все те случайные величины, ко- 
торые содержатся по крайней мере в двух различных формах, будут рас- 
пределены нормально, а на основании только что доказанной леммы, 
нормально распределены будут и все случайные векторы, встречающиеся 
по крайней мере в двух формах. 

Теоремы, аналогичные теоремам 1, 2 и 3, вытекают из теоремы 6, как 
следствия. 

ТЕОРЕМА 7. Если все случайные векторы Х®, Х®,..., Х®, входя- 
щие в линейные формы Г, Гь,..., Ги, распределены нормально и ранг 
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матрицы 

[ ва) в@)... вт) \ 

ре Ыб р. В р 

м, : $ о от | 

1 
р, 
где 
И О И И 


(не умаляя общности, мы можем считать, что все Ез {9 = 0), меньше, 
чем п(т— 1), то в линейных формах ТГ), Г.ь,...,Гю коэффициенты 
а) можно подобрать таким образом, чтобы эти формы были независи- 
мыми в совокупности. 

Доказательство. Характеристические функции случайных векторов 
Гь(к=1,2,..., т) определяются Е 


Л 
Тв (ил, виз, ..., вм) = р [- 5. р РО, гы, 
а 1 
т 


а характеристическая функция вектора-суммы > Г 


Е=—1 
У, ово, А о Зо ооо Ию Со онов тм) 
определяется равенством: 
Ь а М бое ое о ла им) = 


НЕ я о м” ВСВ 


1—1 а 


Е. У Ур и. + У У мо, „+5, (3.2) 


$=17, 1 71—17, 1 


где 

т 

9 = У а: а; вр 1; ы+2 3 Уенаы а 
$=1 7, 1 1=17, 1 
% @ 
ее = у ри Ч р а т 
$=17, | 
Для независимости форм Га, Г»,...,Гш нужно, чтобы сумма 5 была 
равна нулю при любых &,. (г =1,2,..., Муз =1,2,..., №). Это возможно 
только в том случае, когда 
Урана, 0 (+в у=1,2,..., М4, 2,.., М. 


4=1 
Если считать произведение а; а; за одну неизвестную величину, то для 
определения величин ар; а; мы имеем систему однородных уравнений 
с п(т — 1) неизвестными. Так как ранг матрицы этой системы меньше 
числа неизвестных, то эта система имеет нетривиальное решение. 
Из теорем 6 и 7 следует, что линейные формы И ., УЧР Ти от неза- 
висимых случайных векторов Х®, Х®,..., Х® могут быть независимыми 


. только в двух случаях: 
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1. Каждый столбец матрицы М, составленной из коэффициентов этих 
линейных форм, содержит только по одному элементу, отличному от нуля. 

2. Все те случайные векторы, которые встречаются не менее чем в 
двух различных формах, распределены нормально и коэффициенты при 
них удовлетворяют соотношению 


- Машаньй, =0. 
Ю 


ТЕОРЕМА 8. Пусть в пространстве Ву имеется невырожденное 
распределение. вероятностей. Для того чтобы это распределение было 
нормальным, необходимо и достаточно, чтобы: 

(А) в пространстве Ву можно было выбрать такую систему коор- 
динат 21, х.,..., Жм, в которой проекции распределения на оси были бы 
независимыми: 

(В) кроме этого, можно было выбрать еще две оси общего положе- 
ния так, чтобы проекции распределения на эти оси были тоже 
независимыми. (Осью общего положения мы будем называть прямую, не 
лежащую ни в одной из координатных гиперплоскостей.) 

Доказательство. Если распределение нормально, то всегда можно 
выбрать систему координат так, чтобы проекции этого распределения на 
оси были независимыми. Необходимость условия (В) вытекает из теоремы, 
обратной к теореме 1. Если условия (А) и (В) выполнены, то нормаль- 
ность распределения следует из теоремы 1 и леммы. 

$ 4. Полученные нами результаты могут быть использованы для Вы- 
водов закона Максвелла для распределения скоростей молекул при уста- 
новившемся процессе и закона эллипсоидального распределения скоростей 
звезд. 

Классический вывод закона Максвелла для распределения скоростей 
молекул при установившемся процессе дается при следующих предполо- 
жениях. | 

А. Существует система ортогональных осей ОХ, ОТ, 01 таких, ато 
вероятность совмещения неравенств 


хо, узи <уау киа аа, 


где 0х, 0,, ®, — компоненты вектора скорости случайно взятой молекулы, 
равна 


Н (2, у, г) ат4у4: = 91 (27°) з (у) ©з (2) 4з4у 42, 
где все написанные функции непрерывны. 
В. Эта же вероятность равна 
ф (12 - у? -{ 22) ахауа2, 
где о (51° -- у? + 2?) непрерывна [см. (5}]. 
Из предположений А и В следует, что 
Иа = ео. (4.1) 


Как было замечено Ю. В. Линником (“), условия А и В равносильны 
допущению того, что проекции скорости молекулы на любые три орто- 
гональные оси статистически независимы и что такая физическая гипотеза 
является в значительной мере излишней. 
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Полученные нами результаты позволяют дать вывод закона Максвелла 
при следующих предположениях: 

А’. Существует система ортогональных осей ОХ, ОУ, 02 таких, что 
проекции скорости случайно взятой молекулы на эти оси статистически 
независимы. 

В’. Существуют еще три ортогональные оси ОХ,, ОУ., ОР, из кото- 
рых ни одна не совпадает с прежними, и такие, что проекции скорости 
той же молекулы на эти оси будут также статистически независимыми. 

Пусть 9%», 9, %, — проекции скорости молекулы на оси ОХ, ОУ, 07; 
тогда линейные формы 

0х, = а10х -- ао, - азъ., 

Фу, = 60; + 6%, - В, 

0, == С10х -- бов, -| с39. 
будут проекциями скорости молекулы на оси ОХ,, ОУ,, О2,. Из незави- 
симости случайных величин 9х, %,, 0,, 9, 9, 9, следует, что все они 
распределены нормально (теорема 3). Далее, мы можем считать, что 


Е, = Во, = Е, =0 


и, ввиду того что оси ОХ,, ОУ,, ОЙ, ортогональны, 
2 2 2 
ЕН ЕЯ, 


что и приводит к закону Максвелла. 

Закон распределения скоростей, выведенный для газовых молекул, 
мог бы быть применен к звездным скоростям, если бы относительно по- 
следних можно было сделать такие же предположения, какие мы делали 
при выводе закона Максвелла, но в действительности это не так. Для 
описания скоростей звезд Шварцшильдом было предложено следующее 
видоизменение закона Максвелла: 


Е(и, ©, в) аи азащ = Се ди ду а, (4.2) 


где Р(и, ©, и)4и424 обозначает вероятность того, что компоненты ско- 
рости некоторой случайно взятой звезды заключены в пределах (и, и -|- аи), 
(2, 2 4%), (в, и - а“). Этот закон получил название закона эллипсои- 
дального распределения звездных скоростей [см., например, (5)]. Мы мо- 
жем дать вывод этого закона при следующих предположениях: 

А”. Существует система ортогональных осей ОЙ, ОТ, ОЙ’ таких, что 
проекции скорости звезды на эти оси статистически независимы. 

В’. Найдутся две оси общего положения ОХ, и ОХ, такие, что проек- 
ции скорости той же звезды на эти оси будут тоже статистически неза- 
висимыми. 

При выполнении условий А” и В” закон эллипсоидального распреде- 
ления звездных скоростей следует из теоремы 8. 

Заметим, что во всех тех случаях, когда мы рассматриваем некоторый 
случайный вектор (что довольно часто приходится делать при решении 
некоторых задач статистической физики, астрономии и механики), мы мо- 
жем считать, что проекции этого вектора на любую тройку ортогональ- 
ных осей независимы только в том случае, когда этот случайный вектор 
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распределен нормально и проекции его на координатные оси имеют рав- 
ные дисперсии. Во всех остальных случаях мы можем выбрать не более 
одной системы ортогональных осей, таких, чтобы проекции случайного 
зектора на них были независимыми статистически. (В данном случае 
речь идет о трехмерных случайных векторах.) 

$5. В заключение докажем теорему, которая является обобщением 
теоремы Марцинкевича (3). | 

ТЕОРЕМА 9. Пусть характе ристическая функция некоторого случай- 
ного вектора Х с компонентами ту, т,,..., Хм имеет вид 


Ро 
У оу Ты 
где Р(|,4,...,&м) в некоторой окрестности нуля —&4 << — мно- 
гочлен от М№ переменных. 4, 1,...,ём. Тогда Р(Ы,1,...,&м№) будет много- 
членом второй степени при любых вещественных 11, 15,..., (м. 
Доказательство. Рассмотрим некоторый постоянный вектор Т 


с компонентами &, {,,..., Ём и проекцию вектора Х на этот вектор: 
(Х, Т) = за + 6 -.-. хм. 
Случайная величина (Х, Г) имеет характеристическую функцию 
Реюньон, 


Так как Р(1,4,..., м) в некоторой окрестности нуля является много- 
членом, то и Р(Ш., Ц.,..., Им) будет в некоторой окрестности нуля много- 
членом от # при любых &, &,,..., &у. На основании леммы, доказанной 
Ю. В. Линником (3), Р(И,, И,,..., Им) будет многочленом второй степени 
при любых #, откуда следует, что проекции случайного вектора Х на 
любое направление распределены нормально. Как уже было доказано 
ранее, в этом случае вектор Х будет распределен нормально и Раны 
..., м) — многочлен второй степени. 


Поступило 
25 1У.1953 
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М. А. ЕВГРАФОВ 


О ПОСТРОЕНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ ЦЕЛОЙ ФУНКЦИИ Е (+) 
ПО ДАННЫМ ЗНАЧЕНИЯМ 2”) (0?) 


(Представлено академиком С. Н. Бериштейном) 


В работе решается вопрос о сходимости интерполяционного ряда 
Абеля-Гончарова для узлов интерполяции {п?} и соответствующая задача 
единственности. 


Для доказательства интересующих нас утверждений понадобится не- 
сколько лемм. 
ЛЕММА 1. Положим 
п 27 


ф (2) =сВУ, 9 (2,0 = = ст $” (п2г). 


п=0 


Тогда 
4 Ё Са ти я 


22 


О =>, т, егэ НТ, СТА 


(1) 


где функции Т, (и) и Т. (и) (вообще говоря, зависящие от 2) определяются 
в окрестности точки и = осо равенствами 


__ ехр (== Уё+ Ч (и)) 


ехр (Из + Т, (и)) ел м 
ВАО ВЫ Ту» (и) аоольйие) 
Доказательство. Заметим прежде всего, что 
12? (п) НЫЕ Е 
И =) ра Яонин (3) 


где С — любой контур, содержащий внутри себя точку & =0. Отсюда 
при р имеем : 


2 от 
1 27 СВУ 2, _ 
(9 = У 2 \ сп п-+1 4 = 
п=0 18| =8В 
1 а м, ( р 1 
т. вела "2 ет И и 


Ин «ИН: 


[ Ё 1 


Считая, что В взято настолько малым, что функции 
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однолистны при |{| < В, сделаем в первом интеграле замену # = Т, (и,), 


а во втором & = 7, (и). Тогда получим (для |1$[2> ны 
й т, (4) ди 1. 1504 
Т(ь 9 ===) т, 0 (72 — и) И ОЧЕН 


что и требовалось доказать. 

ЛЕММА 2. Функция Т (2, ©), определенная в предыдущей лемме, при 
любом фиксированном 2, не лежащем на отрезке (— со, — 1), регулярна 
по С в любой односвязной области, не содержащей точек 6 =0 и 

леТ-У 1+2 
о и +УТЕЭ 
тельную действительную часть), а при фиксированном © регулярна по 
2 в Любой конечной односвязной области, не содержащей точек отрезка 

вей+И1+2 с 
21+ У1+ 2) — 

Доказательство. Ни Т, (и), ни Т.(и) не обращаются в нуль ни 
при каком конечном и. Поэтому особыми точками Ф (2, ©) могут быть 


(для корня берется значение, имеющее положи- 
(—<, —1) и точек, в которых 


лишь точки, являющиеся особыми для Г, (5) или Г, (5). Таковыми 


могут быть точки, в которых или 


Т, (6/2) =—2, 15(]2)=—2, (5) 
или 
У =+1\' У:+ с 
е е 
(=: }=0, рт и? (9) 
УР)’ —И 2+1 
е ме е ы6С — 
( 1 }.=5, ПЕ (7) 
Равенство (5) приводит к соотношению 
6=—1, 
равенство (6) — к соотношению 
зеё+У 1+2 
2+ 


а равенство (7) — к соотношению 
—_ зечУ та 
24-УГЕа). 


В точках, определяемых равенствами (5) и (7), особых точек не будет 
(из-за сложения двух ветвей). В этом проще всего убедиться косвенным 
образом. Рассмотрим последовательность функций 


(ты) 


1,  с/ В+ 


а ы (8) 


Во-первых, 


т” (п) 
пФ (122) 
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Во-вторых, эти функции регулярны вне множества нулей $” (и22), а 
$ (2) по теореме Лагерра могут иметь нули лишь на отрицательной 
части действительной оси. Значит, эта последовательность является нор- 
мальным семейством в плоскости, разрезанной по отрицательной части 


е 2 дете-Й 12 
действительной оси. Затем, если бы точки 6 = —1 или 6 = 
(У) 
были особыми, то мы имели бы: 
Ее 2т "п 4 
Ши |“ $ (722) | "= 
ое |0 |=| 
или 
о п —1+ВеИ 12 
но. | 9® (п?) | = — =, 
п-—>со п! 211+ =| 


что при малых |2| противоречило бы оценке (8). Следовательно, при 
малых 2 


2п п 1+И 1+2 
Ша р $" (22) =: д ЗЕЕ. ‚ 
п-ысо ГП! 24+ Ул 2) 
а в силу нормальности семейства, это справедливо для всех 2 в плоскости, 
разрезанной по лучу (—©0, —1). Это и дает нам утверждение леммы. 
зе +У 1+2 
ЛЕММА 3. В окрестности точки 6 = =——^ < справедливо 
Р НУ =) х 
разложение 
1 ре 
тя 2 


(6 _ +. += (1-$) тит 
где 
ИО" 


Доказательство. Положим 


роет’, аи, в [2=щ, %=2(1+УТ+А. 


В окрестности точки { =& для 0(1) справедливо разложение: 
©" (1 
во =) (69 +..., о) =щ. 
Отеюда 
9” (1 ) <” (25 ыы 
АИ (1—1) в (Е — 1) РЕ 


и если 5’ (&%) 0, то, обращая этот ряд, получаем 


1 
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з з 
й у И и ь 
где и = а = аи = 2 [#'’(&%). Таким образом, в окрестности точки 
(= для Т, (и) справедливо разложение 
1 
"2 
а 
0 0 
и =ь+ (1) +. 


Отсюда получаем: 


Здесь 


ь а и 
Эа ОР (в) ы 


’ 


То (и) 

Что же касается т. @’ то от него добавятся лишь члены с положитель- 
2 

ными показателями. Поэтому 


ит И ‚15 (5) с 1 я и 
РЕ с а (1—®) +.. 


Вычисляя 9’ (1), получаем искомый результат. 
ЛЕММА 4. Для функции 


. ет Эт) п ея 
О УС рн" 


п=0 


справедливы те же утверждения относительно регулярности, что и в 
лемме 2 для функции Ч (5, 0) с заменой Ц на 


ау. 
Курске псго, в скреакнссти точки 6 =Ц 


о м 
2 2 


=” +056 ). 
Доказательство. Рассмотрим функцию 
(2п) | 


а (1) = у а ре 


п=0 


Так как [см. (?), $ 12.3, пример] при 5 >01 


в Г(2) = (2-5) ш2—2+5 ш 2* + - Е ЕЗь 
а ряд [см. (3)] 


(= Учи 


П=0 


имеет на конечном расстоянии единственную особую точку &= 1, то при 
ломощи теоремы Адамара о перемножении особенностей получаем первую 


ПОСТРОЕНИЕ ЦЕЛОЙ ФУНКЦИИ ПО ЗНАЧЕНИЯМ ЕЕ ПРОИЗВОДНЫХ 205 


часть утверждения леммы. Для получения второй части заметим, что 


со 


если } (1) = в 1„Ё имеет в окрестности точки #& = 4 вид 
п=0 
со се 
2 
= Ма)", 
ПИ—=0 


то 1 (А = о „Уп + 1” будет порядка О(ш |1 —4|) в той же окрест- 
И==0 
ности. Кроме того, если 


то 


= 


со „ИВА ЕВ == 
Л: (8 = Хан -— о | 


п=0 


ЕЯ 
2 


), 


что и доказывает вторую часть утверждения леммы. 
Теперь мы в состоянии доказать интересующие нас результаты. 


ТЕОРЕМА 1. Если целая функция 


со 


а 
Е (2) = У мм 
Е, (2п)! 
со 
а 
такова, что все особенности }(®) = р и заключены в области 
п=о 6” 


[ИТ =—1|е" 12| 1 (т. е. в связной компоненте этого множества, 
содержащей точку 2 = 0), то Е (2) может быть представлена сходящимся 
интерполяционным рядом Абеля-Гончарова (узлы интерполяции {п?}). 
В частности, это условие будет выполнено, если | 


И (9) 


12| >09 | р [2 


Доказательство. В силу лемм 2, 3, 4, утверждение теоремы 
следует из теоремы 1 $5 и замечания 9 $ 1 статьи (т) при 


Фо =® УХ, Фа =2(УТЕЕ— ее. 


При выполнении условия (9) особые точки } (() лежат в круге |2 |< т — 1, 
который содержится в области | ИТ-Её—1|е! |< 1. 
ТЕОРЕМА 2. Если целая функция 


со 
а 
Е (= У 

О (2п)! 

©) 

Чт бласти однолист- 
такова, что все особенности }(@) = РЕ лежат в области 
И=0 


ности функции (УТ =— 1) Ит2—1, содержащей точку 2=0 и не 
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содержащей точек отрезка (—оо, —1), то из условий Е“ (п?)= 0 
(п =0,1,2,...) следует Е (2) ==0. 

Доказательство. В этом случае сошлемся на теорему 2$ би 
замечание 8°$ 1 статьи (1). 

ТЕОРЕМА 3. Если точки 21 и 2» не лежат на отрезке (—со,—1) и 


(ИА еа (ИТГ О, 


то существует функция 


[> 
а 
такая, что (= У наи имеет своими особыми точками лишь 
И==0 


а, бис 0, а Е(п2) =0 (п=0,1,2,..:,), Е (2) = 0. 

Доказательство. В этом случае сошлемся на теорему З$5й 
замечание 10° статьи ('). 

Не приводя здесь доказательства, отметим только, что область, ука- 
занную в теореме 1, нельзя заменить большей, и что совершенно анало- 
гичные результаты могут быть получены для узлов интерполяции {ип*}, 
где А — любое целое положительное число, без привлечения каких-либо 
новых соображений. 
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ПО ПОВОДУ ОДНОГО РЕЗУЛЬТАТА Н. С. КОШЛЯКОВА 


(П редставлено академиком (. Л. Соболевым) 


Показывается возможность расширения множества значений пара- 
метров уравнения Ляме, при которых существуют частные решения, 
найденные Н. С. Кошляковым. 


В работе Н. С. Кошлякова (') рассматривается обобщенное уравнение 
Ляме, коэффициенты которого выражаются через эллиптические функции 
Якоби и зависят от нескольких параметров. Одной из задач упомянутого 
исследования является нахождение множеств тех значений параметров, 
при которых данное уравнение допускает решение в форме некоторой 
ал гебраической зависимости от зпх, спх, апт. 

Вопрос о нахождении решения указанной формы для обобщенного 
уравнения Ляме Н. С. Кошляков связывает с вопросом о разыскании 
полиномиальных решений некоторых линейных дифференциальных урав- 
нений. Так как в математической литературе еще не известны удобные 
способы нахождения подобных решений, то полученные линейные 
уравнения автор сводит к таким, о которых заведомо известно, что они 
могут иметь решения в виде полиномов, а именно, — к уравнению Гаусса 
и к уравнению Якоби. Значения параметров, при которых уравнения 
Гаусса и Якоби допускают решения в виде многочленов, составляют 
множество тех их значений, при которых названная задача Н. С. Кошля- 
кова разрешима. 

Опираясь на наше исследование, можно расширить множество значений 
параметров уравнения Ляме, при которых существуют частные решения, 
найденные Н. С. Кошляковым. 

Уравнения Гаусса и Якоби являются частными видами (при п = 2) 
уравнения: 


= (риа =0, (4) 
4=0 


ах’ * 


где Р; И 5; — некоторые вещественные числа, подчиняющиеся неравенствам: 


о о 


$=0 $=0 
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В зависимости от того, равно ли ро нулю или нет, точка 2 = 0 является 
иррегулярной или регулярной особой точкой уравнения (1). Если ро + 0, 
то рассматриваемое уравнение имеет решение вида 


<о 
К 1% о ах, (2) 
#=0 
ряд в выражении которого сходится в окрестности 5 = 0. Другие решения, 
существующие в окрестности данной точки, могут содержать логарифми- 
ческие члены. 
В случае иррегулярности особой точки х =0 ряды в выражении (2), 
если только существуют в этом случае подобные представления решений, 
_ расходятся, и самые решения (2) являются формальными. 
Какова бы ни была особенность точки х = 0, показатель я и коэф-. 


фициенты аз ряда (2) определяются из рекуррентных соотношений сле- 
дующего вида: 


аоро () = 0, 
ао (х 7) { аз, (& 7—1) =0 (3) 


(1=1,2,...), где функции } (г) определяются как коэффициенты при 
различных степенях независимого переменного в левой части уравнения 
(1), если в него вместо у вводится 2” с неопределенным г: 


Г [27] ==" [фо (г) + =} (*)]. 


Показатель &« выражения (2) находим из уравнения } (а) =0, а коэф- 
фициенты а; — из уравнений (3); 


Е 1) 
и, (4) 


@: = 


Из формулы (4) вытекает, что: 

1) значения а; определены тогда, когда для &=1,2,. 
№ (&- 1) не равно нулю; 

2) если найдется значение 1 = К такое, что 


. выражение 


ю@-+0-0 (1=1,2,... №), 
Л (а +0 (=1,2,...2—1), 
Р(а--Е—1) =0, 


то ак = 0; 


3) если, кроме определенного в пункте 2) числа &, существует еще такое 
целое число [>> А, что 


(а) =0 ((=4;2,...,#—41) 
№(&- 1 =0, 
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ЕН ЕАН Еее аира ее ВИ В 


О 
Вр вы 0 
то ак = ак =... = 01 =0, а значение а; = (5) имеет неопределенную 
величину. 
Следовательно, в силу выражения (4), значения последующих пара- 
метров а1+;(7 =1,2,...) зависят от новой произвольной величины а 


и не зависят от предыдущих; 
4) если числа К и {[ совпадают (Ё =/) и 


(«+ 1) 0, (а: 1) +0 
Е И 
Ю(&-+0=0, Л(а-1—1)=0 


то а снова имеет произвольное значение. В силу формулы (4), значения 
последующих параметров будут выражаться только через эту новую 
произвольную постоянную и не будут зависеть от @%,..., @—1; 

5) если же не существует числа, подобного №, и а +0, 


ето (0<1<1=% 
(а-+ 1) = 
В(а1—1 0, 


то, как известно из общей теории линейных дифференциальных уравнений 
с аналитическими коэффициентами, в этом случае появляются решения, 
содержащие логарифмы. 

Отметим, что К и {[ — целые положительные числа и, значит, следует 
рассматривать только те корни 


ца <...<а (5) 
уравнения } (г) =0 и те корни 
в < В, <. < (6) 


уравнения }(г)= 0, которые различаются на целые числа не только 
в каждой ‘группе отдельно, но [и в совокупности (для простоты записи 
числа (5) и (6) предполагаются вещественными). 

Опираясь на сделанный анализ равенства (4), можно доказать необхо- 
димые и достаточные условия существования решения уравнения (1) 
в замкнутой форме: 


у = 2“(а + ах --...-{ аа29), (7) 
где х — некоторое вещественное *, 4 — целое неотрицательное. 
Обозначим (ради удобства) правую часть равенства (7) символом 


(а, «- 49), указывая в скобке наименьшую и наивысшую степень незави- 
симого переменного в рассматриваемом выражении. 


* Для комплексного значения & вид решения ( сложняется. 
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ТЕОРЕМА. Для того чтобы дифференциальное уравнение (1) имело 
решение вида (7), необходимо и достаточно, чтобы среди ол (в < 1+1) — 
совокупности корней уравнения р (а) = 0, отличающихся на целые числа, 
и среди В; (“< В;41) — совокупности корней уравнения }, (В) =0, отли- 
чающихся на целые числа, имелись такие о, и В», для которых 

а) разность Во, равняется целому неотрицательному числу ‘4; 

6) удовлетворяются неравенства: 


ЗВ «аи. (8) 


Величина разности В, — а, = 4 определяет степень независимого пере- 
менного 2 в скобке выражения (7). 

Если между корнями (5) и (6) уравнений о (а) =0 и 1, {8) = 0 имеется 
несколько пар значений а и В, удовлетворяющих необходимым и доста- 
точным условиям теоремы, то столько же существует и решений вида (7). 

Рассмотрим с точки зрения наших условий полиномы Якоби. Для 
уравнения Якоби 


(1 — 2) у’ + [|@— (р+ ху -(р-п)пу=0 (9) 


имеем такие значения корней: 
10; о =1— 4, 


В, МГ, В =" 
соответственно уравнений 


(а) ==о? + (4—1) а=0, 
1 (8) = — № — р ри 2 =0. 


Известное решение уравнения (9) — полином Якоби. 


2! 9(1 — 2) Р а" 
9 (а-+1)...(а+р—1) дат 


5 (р, 4, 2) ыы: [чех (1 — др] 


принадлежит к решениям (0, п); где п — целое неотрицательное число. 
Согласно нашей теории, возможно еще любое из решений: 


(0, пр» РОО (1—9, —п— р) 


или даже два из них. 
В каждом из этих случаев параметры, входящие в коэффициенты 
уравнения, должны подчиняться условиям, вытекающим из неравенств (3). 
Мы их выпишем только для одного вида полиномиальных решений 
уравнения Якоби, а именно для того, к которому оно принадлежит само. 
Решение (0, п) существует, если в предположении, что и, — целое неотри- 
цательное число, удовлетворяется одно из следующих условий: 
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1) ри9— дробные числа; ] 
2) 4 — дробное, р — целое, п Е р>0; 
3) 9 — дробное, р — целое, 2и Е р 0; 

4) р— дробное, 4 — целое, 41; 
5) р— дробное, 4 — целое, а+п< 1; 

6) ри 9— целые числа, 1+ п+р<а, а+п<1; (10) 
7) ри 9— целые числа, 2п +рх0, ах 1 Еп- р; 
8) ри а— целые числа, а>1, 21 2 р 0; 

9) ри 9— целые числа, пр >0, 1 >а-+п; 

10) ри 9— целые числа, 1 1 п р<а, пр 0; 

11) ри 9— целые числа, 91+ п- р, 1<4. ) 


В случае 6) и 10), кроме решения (0, п), существует еще второе решение 
р 

Как известно [см. (2), стр. 83], полиномы Якоби существуют только 
тогда, когда 


9—0, р > =. (11) 


Эти неравенства могут удовлетворяться в каждом из наших случаев, 
следовательно, полиномы Якоби содержатся в даваемых нами решениях, 
как частный случай. Но при соблюдении условий (10) уравнение (9) 
может иметь и другие решения вида (7), для которых неравенства (11) 
не удовлетворяются и которые, следовательно, не принадлежат к поли- 
номам Якоби. 

Сделаем еще одно замечание. В учебниках [например, (®), стр. 83] 
можно прочесть, что полином Якоби «представляет единственное целое 
рациональное решение этого (т. е. (9)) уравнения». Это утверждение 
верно только при условиях (11), допускающих решение уравнения (9) 
в виде полинома Якоби. Оно перестает быть верным, если р и 4 не 
удовлетворяют неравенствам (41). 

Например, если в (9) положим 4 = —1, р= —4, п = 3, то полученное 
уравнение 


х(1— му’ (—1-32)у —Зу=0 
имеет два целых рациональных решения: 
д =1— 3х, 
уз = 22 (3 — 2). 


Таким образом, уравнение Якоби представляет больше возможностей 
для существования решений вида (7), чем это было известно до сих пор. 

Следовательно, и задача, исследуемая Н. С. Кошляковым в названной 
нами статье, разрешима для более обширного множества значений пара- 
метров, чем то, которое в ней указано. 

Легко видеть также, что наши условия существования решений вида 
(7) делают явными неравенства, существующие для параметров уравнения 
Гаусса, в том случае, когда его решение — гипергеометрический ряд — 
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вырождается в многочлен. Кроме того, они обеспечивают существование 
одновременно двух линейно независимых решений уравнения Гаусса в виде 
полиномов. 

Следовательно, в случае необходимости иметь решения уравнения (1) 
полиномиального вида нет нужды приводить рассматриваемые уравнения 
к уравнениям Гаусса, Якоби и им подобным. 


Поступило 
22.1У.1953 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
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Н. С. КОШЛЯКОВ 


ИССЛЕДОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ ВОПРОСОВ АНАЛИТИЧЕСКОЙ 
ТЕОРИИ РАЦИОНАЛЬНОГО И КВАДРАТИЧНОГО ПОЛЯ. П 


В настоящей статье, представляющей собою продолжение работы (“), 
излагается теория сумматорных формул в изучаемом алгебраическом 
поле и их применение к исследованию ‘различного рода специальных 
функций. 


$ 3. Сумматорные формулы для сумм вида УЕ) Г (т) 


П=1 


12°. Весьма многие результаты, установленные нами в предыдущей 
статье [см. (4)], являются частными случаями разложений вида 


> ЕР (п) (п), (12.1) 


где /(2) обозначает произвольную функцию, подчиненную некоторым 
ограничительным условиям. 

Суммы вида (12.1) могут быть выражены через определенные инте- 
гралы, благодаря чему получаются особые сумматорные формулы, облег- 
чающие в большинстве случаев изучение свойств функций, представляе- 
мых разложениями (12.1). 

Имея в виду вывести несколько типов такого рода сумматорных 
формул, рассмотрим в первую очередь функцию Ё (5) комплексной пере- 
менной $=“--Й, относительно которой предположим, что она голо- 
морфна в области, определяемой неравенствами 


—я«-<В- 0О<а<\1, В>0, (12.2) 


за исключением точки $ =0, где она имеет полюс первого порядка. 
Пусть, сверх того, пля всех достаточно больших значений |{| имеет 
место равномерная относительно ^ оценка 


З 


——1 
Е (5) =0(е * |1 |""—"), в, 35 (12.3) 


где т и п обозначают положительные величины, удовлетворяющие 
условию 


> 4. (12.4) 


-]з 
и 
5 
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Рассмотрим функцию (5), которую определяем для всех положитель- 
ных значений х посредством интеграла 


и # 
= \ аз, 2>0, О «ВИ (12.5) 


Из этого равенства вытекает, что 


оо Во 
УР =эт \ Р(6) (94 В>0, (12.6) 
И=1 В--1—15°5 


причем совершенная здесь перестановка порядков суммирования и 
интегрирования произведена на законном основании, так как бесконеч- 
ный ряд 


я Р(и) 
а 


П=1 
сходится абсолютно при В`>0, равно как и интеграл 


со 
\ Е (В 1%) | 46, 
что следует из оценки (12.3). 


Интегрируя функцию, стоящую под знаком интеграла в соотношении 
(12.6), по обводу четырехугольника с вершинами 


АВ+1-—Т), В@-1-т),- ба кре оу) 


и замечая, что в силу оценки (12.3) интегралы, взятые вдоль отрезков 
ВС и ПА, в пределе при Т > -- со обращаются в нуль, мы придем к 
равенству: 


—а-1ю 


У ев) = № +В +5 ( (8) 4 (12.8) 


П- —я— 15 


где через А, и В, обозначены вычеты подинтегральной функции относи- 
тельно ее простых полюсов $ =0 и $ =1. 


Для определения вычета ЛА, проинтегрируем функцию ее 


по 0б- 


воду прямоугольника (12.7); тогда в пределе при Т-> + со мы получим 
равенство 
4 —а--1< в 
5 
авт \ 4% 2>0 (42.9) 


—&—1> 


где через Я обозначен вычет функции Ё(5$) относительно полюса $ = 0. 
Так как по условию «>0, то 


в __ Са п) |4, #>0. (12.10) 
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Интеграл, стоящий здесь справа, сходится в силу оценки (12.3), поэтому 
мы можем написать равенство 


ПРО (2%), ба 1, (12.11) 
откуда ясно, что 
В = / (0) 
и, следовательно, 
Во = (0) 1 (0). (12.12) 


Для нахождения вычета А, заметим, что для функции Р (5) выполняются 
все условия, при которых можно применить преобразование Меллина, 
вследствие чего мы можем написать, что 


Е (в) = \ 1(%) 2—1 4х. (12.13) 


Замечая, что вычет дедекиндовой функции относительно полюса 
$5 =1 равен 
27 т’) (0) 


: = => ИА] , 


(12.14) 


найдем, что 


Г ОН п’) (0) = 
в = В, И Е (5) = — и \ 1 (+) ах. (12.15) 


Для преобразования интегрального члена, стоящего в правой части 
равенства (12.8), обратимся к формуле (12.9). Будем считать х величиной 
комплексной с положительной вещественной частью, т. е. 


=|2|е, —5 < <+5. (12.16) 


Докажем, что ](2) будет аналитической функцией в области, опре- 
деляемой неравенствами (12.16). Действительно, для комплексных зна- 
чений х оценка (12.10) заменяется оценкой 


—а-1со 


га 
| \ Е @) 45 


со 
а Е (12.47) 


—и—15 — со 


1 
Выберем х лежащим в интервале ея 1; тогда в силу оценки 


(12.3) подинтегральная функция в правой части неравенства (12.17) 
будет при больших значениях |{| порядка 


1 1 
аи, а. 12.18) 
откуда мы можем заключить, что интеграл 


—@- 1 
(ее 
ь 2 
—9—10 


будет сходящимся. 
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Отсюда ясно, что ]}(5) будет регулярной функцией для всех зна- 
чений 0, лежащих в области (12.16), и мы вправе написать равенство: 
7 —а-Н1ю Я 
ИЕ ИО). у п 45 
о Е ($) т я # > 0. (12.19) 


—&—150 


Умножим обе части этого равенства на функцию (5) и проинтегри- 
руем затем по х в пределах от х = 0 до х = со; тогда мы найдем, что 


Е (5) 2317 ——3 (1) 2-8 4зах. (12.20) 


Докажем, что в правой части порядки интегрирования могут быть пере- 
ставлены. С этой целью положим для краткости 


8 (1, Ба) = Е(а- и) зт -- (а аа 


+ Р(а— и) зш = (ай) аа+и; (12.24) 


тогда из оценки 


Р(—а+ эт" (фай) = а = Е ^— 4, (12.05) 


В 


будет следовать, что] 


оо 
| в(ть — в) (2) 42 | в $ (0) (12.23) 
А 
где 
К 4 < 
ВА тт, > 0, ке А 1, 


а К обозначает конечную величину, не зависящую от А. Из этих со- 
отношений видно, что в, стремится к’нулю равномерно относительно &#, 
когда А увеличивается до бесконечности, а функция $ (1) ограничена и 
интегрируема в интервале (1; -- со). С другой стороны, 

{со 

| вр доза | < +542), (12.24) 

-В 


где 


В^ 
7: 1х, ^>Ь $(2)=1°0(а). 


Из этих выражений видно, что величина ев стремится к нулю равно- 
мерно относительно 2, когда В возрастает до бесконечности, а функ- 
ция {ф (7) ограничена и интегрируема в интервале (хо,- со). 

Из неравенств (12.23), (12.24) и вытекает, в силу теоремы Жордана, 
законность перестановки бесконечных пределов интегрирования. 
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Произведя такую перестановку и замечая, что при Ве ($) = —а< 0 
справедлива формула 


25-7 с (2) 2—4 — (в ($), 
0 


найдем, что 
С [@2) — (2—1) 1 у 
—2( 5 ах = 5 \ Е (5) Са ($) 4$. 


0 —&— 150 


Подставляя это соотношение в равенство (12.8), получим следующую 
сумматорную формулу: 


оо "а дс (0) ® 
Хе) ии) Оо) | драе— 
С (ра, (1) 


0 


В частном случае рационального поля эта формула переходит в сумма- 
торную формулу Плана: 


$/® = 10+) а С. (12.25) 


13°. Может оказаться, что какое-нибудь из условий, наложенных на 
функцию РЁ (5), не будет выполняться и тогда формула (Т) должна быть 
подвержена соответствующей модификации. 

Чтобы показать это, положим 


1 (2) = Кум, (+). а> 0. (13.1) 


Напомним, что 


К! (2) =Ите-2* для рационального поля, (13.2) 


Ко, 1 (1) Вы ВЕ для мнимого квадратичного поля, (13.3) 


Ко (2) = 2 {К, (4У2)- К.(4=У 2)} для вещественного квадратичного поля. 
| (13.4) 

Эти формулы показывают, что х = 0 будет обыкновенной точкой лишь 
для двух первых случаев. В третьем же случае функция } (5) = Кьо ( 42) 
будет иметь в точке х =0 особенность логарифмического характера, как 
это усматривается из разложения 

х \2т 

5- 


Ко (2) = — 108 1, (1) + У Чире $ (т +1); (13.5) 


поэтому Член (м (0)/(0) в формуле (Г) смысла не имеет и должен быть 
заменен другим выражением. 


2 известия АН СССР, серия. математическая, № 3 
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Чтобы установить это выражение, обратимся к формуле (12.13), из 
которой вытекает, что 


В О >>0, для рационального поля, (13.6) 


п; 
Г? (5) зщ г 


й ($) = о а>0, для мнимого квадратичного поля, (13.7) 
(“У = ) 


2Г? (5) с03 > 


($) = ==} —<., @_›>0, для вещественного квадратичного поля. (13.8) 
2" Ия =) 


Рассматривая функцию Р($) и принимая во внимание оценку 


ие: ев 
О 


мы без труда убедимся, что для этой функции выполняются все условия, 
перечисленные в 12° 12, за исключением случая вещественного квадра- 
тичного поля. Действительно, в последнем случае функция Ё(5$) будет 
иметь точку $ =0 полюсом уже не 1-го, а 2-го порядка, что изменяет 
вид формулы (Г). В самом деле, так как для функции (13.8) точка $ = 0 
будет полюсом 2-го порядка, то число В в соотношении (12.19) уже не 
будет постоянной, т. е. не зависящей от х, величиной, поэтому мы не 
имеем права написать равенство Я =} (0). Чтобы установить, какое же 
число следует брать вместо выражения (12.12), заметим, что в рассматри- 
ваемом случае вычет функции = относительно полюса $ =0 будет 


равен 


2Г? (5 + 1) соз => 


В =рБ, т Ен —= — 41052— АС —ов2*у =) а 
=И ") с и 


ИА 


откуда следует, что выражение (12.11) должно быть заменено равенством 


7(2) =—4106 х —4С— 4108 (2 У =) -О (2*), .0<а-< 4, (43.9) 
‚что, между прочим, вытекает и из разложения (13.5). 
Так как для вещественного квадратичного поля 
(р (0) =0, 


то произведение Сп (0) (0) принимает неопределенную форму. Для раскры- 
тия этой неопределенности заметим, что функция Г (5) (а (5) имеет в точке 
5 =0 попрежнему полюс 1-го порядка с вычетом, равным 


ба (5) 


В, = {5?Е ($ к. ре = 20 (0). (13.40) 


Поэтому выражение (12.12) должно быть заменено равенством (13.10): 
Из всего вышеизложенного следует, что в рассматриваемом частном 


ТЕОРИЯ РАЦИОНАЛЬНОГО И КВАДРАТИЧНОГО ПОЛЯ 219 


случае сумматорная формула (Т) должна быть для вещественного ква- 
дратичного поля заменена формулой 


УР(п) К, (==) ое 2 (а, (1) 
П= 1 0 


где 
Де) 2{ Кате 42) + К, (хе т 


и окончательно формулы (Т) и (1,1) дают значения уже известных нам 
интегралов: 


для рационального поля; 


| {ки и = = О ме} (даа = 


=И8Ц. р о] р, 


2п 


для мнимого квадратичного поля; 


и, (4 22 о (в)аг = (а) — те ()}, а>0, 


для вещественного квадратичного поля. 
14°. Кроме рассмотренного особого случая, когда сумматорная фор- 
мула (Г) непосредственно не применяется, может оказаться, что либо 
для функции Р($) не выполняются какие-нибудь другие из вышепере- 
численных условий, например, не выполняется оценка (12.3), что имеет 
место для функции 
1(2) =е т", р>0, 
либо формула (Т) ничего не дает, так как она приводится к тождествен- 
ному равенству 0==0, в чем можно убедиться на примере функции 
со 
а еенае, Ве) 
0 : 
Однако можно модифицировать интегральный член формулы (Т) так, что 
она окажется применимой и в этих случаях. 
Чтобы показать это, допустим, что функция Е ($) голоморфна в поло- 
се, определяемой неравенствами 


РИ 80, 


и пусть при достаточно больших значениях |{| имеет место равномерная 
относительно х оценка 


#)-0(- =), Е а (14.1) 


12 | 
9* 
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Тогда, интегрируя функцию Р (5) (р (5) по обводу четырехугольника с вер- 
шинами 


Ав+афт), вечен), сч), р(у-и) 
и принимая во внимание оценки 
#9 =0(-), ^>6 @®-=0(9-9, у <<, 


без труда найдем, что 
Г - +15 
Я Ри) (в) = = \ Е (5) @ (5) = В + 5 \ Е (5) ($45, (14.2) 
ое; р- ——ю 
2 
где через А, обозначен вычет функции Р (5) (ю (5) относительно полюса 
$=1. 

Введем для краткости обозначения: 


а (5 т ), ай = 4 бе Г” (5) Г” (5) & ($); (44.3) 


тогда соотношение (14.2) дает нам сумматорную формулу 


со Иа) (0) со 
Х®/®=- т и 
Г РО фе 

сне (2+8) +9(5—#) во : п 
В та ня, (п) 

(“+4) 

где функция Ф(5) определяется посредством интеграла 

от- ты 

Ф( = \ 1 (2) 28-1 42. (14.4) 


АГ": (5) Г" ($) $ 


В качестве примера остановимся на задании 
— 


а) =Х.,ь(®), и =, (14.5) 


где функция Х„,, ‚, (2) определяется посредством равенств (4.3). Из этих 
равенств видно, что 


== 
р 
| 
ны" 
— 


Е ($) = ‚^——-„ для рационального поля; 
и" 
к 
в (В 
и пис для мнимого кв.дратичного поля; 
(=) 
: (3 
2 1 
Е ($) = — для вещественного квадратичного поля. 
р 
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Эти формулы показывают, что оценка (12.3) выполняется для квадратич- 
ного поля лишь при вещественных значениях 0; для рационального же 
поля она вообще не имеет места. Между тем оценка (14.1) выполняется 


во всех трех случаях, и мы можем применить сумматорную формулу (П). 
Так как 


со 


от 


АГ" (2 5) Г” (5) 


2 га 


\ Х,,, т (©) ат 4х = о ? 


Ф (5) = 


то эта сумматорная формула дает нам следующий результат: 


ео 


ОН 54) т + УР, И (14.6) 


п=1 


Так как левая часть этого равенства инвариантна при замене « на — а, 
то мы снова получаем формулу преобразования: 


ао (0) пе _ 
РТ И ‚Ро ны (2) 
та" (7) 
27 (0) Ур + НО Х:." (45) (14.7) 


доказанную нами ранее другим способом. 
Для рационального поля формула (14.6) перехоцит в соотношение, 
указанное Харди, а именно: 


у. 


где для краткости положено: 


од 
я 


и сае-еоьт (1-20 (29), «< 


< (2) = у е—п’пх, 


П=1 


== +и), ЕЕ в 8 "И г(5 <. 


15°, Приведем еще один метод, при помощи которого можно уста- 
новить сумматорные формулы более общего вида, чем формула (1). 
Для этой цели обратимся к формуле 


тащит) (0) 
УГА| 


4 1 
ыы), 659 


26 (#)=2 
П=1 
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установленной нами впо 3, и обозначим через С какой-нибудь замкнутый 
контур, пересекающий вещественную ось в точках я и В таких, что 


5 тат, ЗЕ 


где ти п обозначают целые положительные числа. 
Из разложения (15.1) видно, что, применяя теорему’ Коши, мы можем 
написать равенство: 
у=й 

Я вы =( 1 (в) 

у=1т С 
где через ](2) обозначена произвольная функция, голоморфная внутри 
и на обводе контура С (см. рис. 1). 
Если обозначить через ят:В верхнюю часть кон- 


5 7, 
тура С, а через ау.8 — нижнюю его часть, то мы 
, будем иметь: 
йа Е 2 Е (У) } (у) = — \ 7(2) с (12) аз + \ 7 (2) с (12) аз. 
у=т оу, В ау В 
Но из соотношения 
7, О 
Рис. 1 а ВЕ 


и из условия голоморфности функции ] (2) внутри и на обводе контура С 
видно, что 


У=п 


> Е! = 
2 2” (0) да з \ # (2) в (— 2) аз + \ 7 (2) в (12) 42. (15.2) 
ИГАТ а оу, В оо В 


Пусть С обозначает прямоугольник с высотой, равной 2й, симметрично 
расположенный относительно вещественной оси; тогда формулу (15.2) 
можно представить в следующем виде: 


5 я ониьк® (0) в 
= у \/(2) аз + Л (а, в) — Л, + В(Р) (15.3) 


У=т & 


где для краткости положено: 


х+т х—м 
Л (2, №) = #42) °(— #) аз \ 1 (=) ‹ (2) аз (15.4) 
г х © 
8 В 
в(й = а +в — аз + (а — Тов в) аз. (15.5) 


Если функция (2) выбрана так, что имеет место равенство 


№" АВ()=0, }(15.6). 


В+ 
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то мы имеем следующую сумматорную формулу: 


У 27-1 д” |4 (0) В 
Е. в" 7 
а-Н1со а—1со 
у \ 1 (2) з(— в) аг+ \ 1 (2) (12) 42 — 
В+ 12 8—4 
ее \ 1 (2) в (— 12) 42 — \ 1(2) в (#2) а. (15.7) 
В В 


Обозначим через Х(х,у) и У(т,у) вещественную и мнимую части 
функции с(—1(х + И/)), т. е. положим 


в (— 12) = Х (2, у) +ЁУ(х, у), 2=а-+и,; (15.8) 

тогда сумматорную формулу (15.7) можно записать в следующей форме: 
У=п от дГ? 6) (0) В 

270/0-= - уд 4-70, 


где для краткости положено: 


7) =2\ Нее Хау +2) Е 1—1) у (руду. 


0 0 


(15.9) 


Если, кроме равенства (15.6), функция /(2) удовлетворяет еще и 


условию 
Нш У (8, со) = 0, (15.10) 


вВ—>+< 


то сумматорные формулы (15.7) и (Ш) принимают следующий вид: 


со 


5 от дп» 49 (0) 
р — УЕ 1 (2) аз + 
а-1со а—1оо 
а \ 1 (2) < (— 12) 42 + \ 7 (2) с (12) аз (ТУ) 
| | 
ы РО 
а = — УР 1(2) аз — 
р > И Е и—2\ оо 
0 0 


До сих пор мы предполагали, что я и В — числа дробные. Если же 
эти числа оказываются целыми, то к правым частям найденных сум- 
маторных формул прибавляются некоторые добавочные члены. Пусть, 
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например, а равно целому числу т>0. Выделим из области, огра- 
ниченной прямоугольным контуром С, точку 2 = т при помощи полу- 
окружности весьма малого радиуса е, так что на этой полуокруж- 
ности 


Е ве (-1<+< 7). (15.11) 


Предположим, что в точке 2 = т функция }(2) имеет вполне определен- 
ное значение, причем нет необходимости предполагать, что она является 
функцией, голоморфной в этой точке; пусть, далее, разность }(2) — } (т) 
стремится к нулю равномерно в области (15.11), когда =—>0. Обращаясь 
к разложению (15.1), мы убедимся, что в этом случае к правым частям 
установленных нами сумматорных формул следует еще прибавить 
член 


—-Е(т)} (т), 


а суммирование в левых частях надо начинать с числа у = т - 1; так, 
например, формула (У) заменяется следующей: 


со т 1 дз С (Т) со 
х вы - В) т) — уе  (едае — 
У=т-+1 т 


—2\ Гат А уау— 2\ [(т + 19) Е У (т, у) ау. 
0 0 
(1) 
Если же я«=0, то, руководствуясь формулой (15.1) и аналогичными 
рассуждениями, мы придем к сумматорным формулам, в которых к 
правой части будет прибавляться член 
‘в (0)7(0); 


так, например, формула (ТУ) в этом случае переходит в формулу 


со т дть СС ` хе Е р 
ХР) оу | удае 2 С ра, 


(УП) 
доказанную нами ранее совершенно другим способом. 

Заметим еще, что если я = —®, где 0% ш<1, ток правым частям 
сумматорных формул надо добавить член 2(а (0) 7(0), а в левых частях 
суммирование начинать с члена у= 1; так, например, формула (У) в 
этом случае принимает вид: 
со 


от+1 дз 44 (0) 


хРО/=20010-— уд | 42 — 


У—1 — 
асе Асеев Х (в, у) ау + 
0 : 
А у, ув, (МИ) 
0 


где <<. 


ТЕОРИЯ РАЦИОНАЛЬНОГО И КВАДРАТИЧНОГО ПОЛЯ 225» 


о 
16. Укажем некоторые приложения выведенных нами сумматор-- 
ных формул. Пусть 


9--, № (>14 


условие (15.6) в этом случае выполняется, так как, согласно следствию» 
2 в по 3, модуль произведения 


з(#2).-, (е=в+й) 


может быть сделан сколь угодно малым при достаточно большом й. 

Для доказательства выполнения условия (15.10) допустим, что число- 
В растет так, что его дробная часть {8} находится между двумя произ- 
вольно взятыми дробями; тогда, согласно следствию 4 в по 3, имеет- 
место оценка 


|< (##) | =0(] =”), 


где положительное число 9 может быть выбрано сколь угодно малым. 
Положив Ве (5) =*> 1, выберем * настолько малым, чтобы выполнялось. 
неравенство 


*—1>1; 
тогда, замечая, что 
со 
р М [122 
| (3, О ит > 
0 


(#41? 


где конечная величина М от В не зависит, мы убедимся, что условие: 
(15.10) действительно выполняется. 
Полагая т= 1 и, следовательно, считая 0< «< 1, мы по формуле: 
(ТУ) найдем, что 
ый 0) ое Я в (— #2) 
(о (5) — ит РЕЕА \ а (16.1). 


[и 


Эта формула дает аналитическое продолжение дедекиндовой функции 
‘о(5) на всю плоскость. комплексной переменной $. Из нее видно, что 
(о (5) есть однозначная аналитическая функция, имеющая единственный: 
простой полюс $ =1 с вычетом, равным 


2т+1 Дт» р (0) 
У |4 | 
Положим Ве (5) < —1 и будем в формуле (16.1) стремить а к нулю, 
тогда мы получим равенство 
+10 Е —1< (2) 
с (— 12 б (15 
(а ($) = тв — 742 

или 


(в ($) = 2 эщ 2 ( ° (2). (16.2 
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Так как правая часть этого равенства представляет собою функцию, 
голоморфную в области Ве (5) «г, то, согласно принципу аналитическо- 
го продолжения функций, мы можем УТВВАДАтЬ, что равенство (16.2) 
имеет место при Ве (5) < г. 

Таким образом, мы пришли к формуле (6.4) поб 

Если теперь мы примем во внимание соотношения 


2 С м 
=== 008 6 (9) \ Кн», (из) аа, (2) = ХР) К, (№). 
о п=1 


то получим: 


а(5) = 24° * 05 6 (5) с (2) 2°—142, Ве (5) >1— и. 
0 


Из сравнения формул (16.2) и (16.4) получается функциональное урав- 
нение 


(а (5) = А" *(($) (1—3). 


17°. Покажем, как при помощи сумматорных формул можно найти 
разложение в полусходящийся ряд функции с(п), где п обозначает 
целое положительное число. 

Для этой цели обратимся к формуле 


НО а > Е(Ю 
Е Е: 
И перепишем это разложение так: 
от да < (0 0) Е РЕо+ю-Е(и 
ыы: ПИЯ“ —2 (0), ав ан ых 
СР _ < Ра) 
-- г» ПЕ + 2п Хетив: (о 


Преобразуем последнюю из входящих сюда сумм в определенный 
интеграл, для чего обратимся к сумматорной формуле (Г), положив 
в ней 
1 
Ге = ира: 
(8+ п)? + п? 
тогда, замечая, что 


1—1 (1) _ 2тп 
97 ы- 
мы получим равенство 
Е (® 2 (0) 4 ба (0) 


Зея И, о +4" \ о: 


0 


с (1) ах. 


(17.2) 
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Если в этой формуле положить 


т 
ПЕ У— ны т, ат 
2% + 4пА и } ия (—1) 4% (2) сета лат › (17.3) 
где 
? 
6, (5) = —эз 0<6,(2) < 1, 
1+ я”) (17.4) 
то мы будем иметь: 
со т а Я ©) 
‚81? крах (9) 42 = 2 жа ( 280 (2) 42 + 
0 Ая 0 


ре В. \ аат+1 0, (2) с (2) ах. 


92т—1 Пат? 
Но из формулы 
(о (5) )=291-7 а, Ве? 
вытекает, что 


ни 1—2 
ао (ая (7 ВАР. р=1,2,3.... = (75) 
0 


В результате мы получаем следующее разложение: 


тдта-Е1е (7) (0 
ЭС” (0), ЕР а хе — Е (К) 


2кс (п) = М а ° 
со у А ее В бо (3. 4) = 1 
+ 2п 2 И ил > (—1) 22—24У—2 Е о2т—1иат--2 т ‚ (17.6) 
где , 
Вт = | 2°" 6, (2) о (ат, 056, (2) < 1. (17.7) 


0 


В частном случае рационального поля 


2416, (2) ах 9 Вт 


Ра ЕЕ 0<6<1 
ба (3—4) = —20-—0, В = ( еп — 1 — ПРИ ее —- , 


где через В» обозначено: &-е бернуллиево число, и мы получаем разло- 
жение: 


т 


| п 1 1 р 
ловит = © +21» ая 


(= Вы О, 
= ож 02—114У—2 т. +8 оэт-анат--2 2т-Е1’ 0<69< 1, (17.8) 


У=1 
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указанное Эйлером в одном из писем к Николаю Бернулли, но в форме 
расходящегося ряда. 

Приведем еще один вывод разложения (17.6), не зависящий от при- 
менения сумматорных формул. 

Исходя из формулы (2.7) $ 1, мы без труда докажем справедливость. 
равенства 


со 


К(У2=фж) — К (У 21) в. | 
к (аз) 57 Е Е а —0, 6—0. 
0 
(17.9) 
При помощи. этого интеграла мы найдем, что 
5 и та = 2 я к. 
Ед а А - `АЗ ( Е ) 
К=1 0 К=1 
Разобьем правую часть этого равенства на сумму: 
И 2=т ) | в 
( `А2 > \ 22 [0+ =. )\ 4! 
0 
и У2=т И 2 т 
Вы ( к ( 4? )-=( и а 
— Ак мыл В 6) 2 из 


Первый из входящих сюда интегралов преобразуем на основании обоб- 
щенного интеграла Пуассона-Лежандра [см. (7.4)] следующим образом: 


, ( к) к") ( 
0 


с (1) ке 


т 


ы 


2 


к) к-во 
0 


р) 2 пх 


(17.40) 


причем произведенная здесь перестановка порядков бесконечного инте- 
грирования совершена на законном основании, в чем можно убедиться, 
применяя соответствующим образом теорему Жордана. 

Внутреннее интегрирование в последнем соотношении совершается 


на основании формулы (17.9), после чего выражение (17.10) оказывается 
равным 


п 


не Са (0) ба (0) С 
и ее 9 (2) + Е. ат = С + 8? ето (2) 44. (17.11) 
0 0 
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Что касается второго из интегралов, написанного в форме предела, 
то для его нахождения следует различать два случая: когда ба (0) Е 0 


и когда Со (0) =0. 
В первом случае этот предел равен 


эт, 3 ба (0) 


а во втором случае он равен 


п й 
то» ‘а (0). 
Оба эти случая могут быть объединены в один, а именно: 


«кн 


та С (0) 


С А? А? 4 , 
= лк В < о \ а о 
м таким образом 
Е (К) 2 (0) но 2 
2п а + игом 
(17.13) 


т. е. мы пришли к формуле (17.2), из которой вытекает разложение 
{17.6). 

18°. Дадим теперь некоторые приложения сумматорной формулы (1). 
Прежде всего исследуем более подробно соотношение 


4 © ь 
= (— а: |2" роб р Е уже 7 ), (18.1) 


7=1 


ох << ‚ полученное нами как частный случай формулы (П). 
Интеграл (18.1) может быть выражен через интеграл типа формулы 


Римана-Зигеля. 
Действительно, умножим обе части равенства 


Аг” (3) г" ® = АТ г" (+) г") } ва + 
01 


т. АР-8Г" (5) Г” {1-88 5) \ Фа (е, 5) С 
ол 


230 Н. С. КОШЛЯКОВ 


. 
94 - 0913 


на е* * и проинтегрируем затем по прямой 5 =а, + И в пределах от 


1 = — © до {= - ео; тогда, принимая во внимание соотношение 
а. --1с0 94 013 
Й АСЕ 
т: ва ($) е 45 = 
а: —160 


м - ый 
=”) ес наа У Р®) а и 
П=1 


где положено 
ра (5) = АГ" (=) т $}, 


мы найдем представление интеграла (18.1) в форме интеграла Римана- 
Зигеля, а именно: 


А 


п 


и те = я 
ед \ м с Е фа (в, х)ах фе 41 \ Х, тз = ы °о (в, 1) 4х. 


(18.2) 


В частном случае рационального поля эта формула переходит в соот- 
ношение 


< СИ ра С ее х, ы Е. ‚я (ей) а 
\ ЧИ ке \ АННАН ВЕ: 
0 


ее ей 


Л 
Ем ол а к 


тах 


(18.3) 


Применим эту формулу к выяснению вопроса: каково будет значение 
интеграла (18.1), когда « стремится к своему предельному значению 
п 

о 

Для случая рационального поля обратимся к формуле (18.3), которая 

дает: 


о4 
ев = 
1 2 Вых © 4 В. ат 
ем == 8 ве Бо: ди 
а \ . П — (1) ГИ — пе \ етих — ох + же 8 \ ик дих ге сих (18.4 } 
О 0 1 = а 01 охл 


Но, применяя рассуждения п°9, легко доказать, что 


—©<—& 
ах ы Ч т 
ее сих > = _ ем +- сч ко 
0/1 {09—41 
и, равным образом, 
4х 50 
а-я — их — 2; 
ока 
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после чего соотношение (18.4) дает нам искомый предел: 


| — =) 42 = поз. (18.5) 
2—0 Ее | 
2 


Эта формула была указана Харди. 
Для рассмотрения случая квадратичного поля обратимся к соотноше- 
нию (18.1) и сумматорной формуле (Г) 
Исследуем сначала мнимое квадратичное поле, когда (а (0) + 0. 
Полагая в сумматорной формуле (Т) 


ех С 


(г) = Ха (№) =е ое —п<а«т, 


найдем, что 


со ръ со 
У Р(”) А = 1 +2 5 о (2) 42. (18.6) 
т=1 5 


Из этого соотношения видно, что когда о стремится к своему предель- 
ному значению п, число р стремится к ти тогда 


ы: _ 
Ви в-ч. У, (пе А =— 1. (18.7) 
= = 1 
Введем для краткости обозначение: 
со о% 
ла Е(пе А =в--1 
ео + 
и обратимся к формуле (14.7), перейдя в ней к пределу, когда р; 
тогда мы получим: 
278 (0) Е Е (во + №) = 2" (0) в — №, 


откуда будет следовать, что 


у + В, = 2”: (0). (18.8) 
Из ‘равенств (18.7) и (18.8) вытекает, что 
бо Во, 


после чего соотношение (18.1) дает искомый предел, а именно: 


со 
Ни ( —* на (04 =тооз (18.9) 

0 

Для рассмотрения случая вещественного квадратичного поля, когда 
(о (0) =0, сразу пользоваться сумматорной формулой (1) нельзя, так как 
функция 


91 


/(2) = Хьь(-^) =4Ко (2 =), рее, ‘ии 
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имеет в точке х =0 особенность логарифмического характера, как это 
`усматривается из разложения 


Хо (1) = —4С — 41062 +0 (2). 


В этом случае функция Р(5), определяемая формулой (12.3), оказы- 


‘вается равной 
фена)” 


‘откуда ясно, что, в противоположность общему случаю, эта функция имеет 
в точке $5 =0 полюс не первого, а второго порядка. Но так как в рас- 
<матриваемом случае Со(0)= 0, то соотношение (12.8) сохраняет свою 
силу, и здесь попрежнему А, означает вычет функции Р (5) (о ($) относи- 
‘тельно пробтого полюса $ =0, а именно: 


о) | 
В Ро [5 С: -| :,= 46 (0). 


Таким образом, в исследуемом нами случае сумматорная формула (0 
заменяется формулой 


4 У Е(п) (=) он (0) о. -) Е 9" (2) 4х, (1,) 


Т=1 


из которой следует, что 


и в. ч. Ур (п) Ко (№ ") = 20) (18.10) 


в> 1 рек 


Полагая, как и выше, 


Пш 4 У Ко (2) = 0 + 28, 


еР—> + 
найдем из соотношений (18.1) и (18.10), что 
ао = 4(а (0), В№=0, 


1осле чего получается искомое предельное значение интеграла (18.1): 


Ни \ а (1.4 = т соз "бр (0). 18.11 
Е + 1 } 4 ( ) 


Все три найденные нами формулы могут быть объединены в одну: 


. С 2 г т 
та ) (+0 Ба(04: = (— 1+1 .-; (В (0) 008 —.. — (18.12) 
4 
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19°. Рассмотрим пример на приложение сумматорной формулы (П), 
взяв- функцию ](2) в интегральной форме: 


4 со 
(а) = д У, (ат) Ки, (25) 44. (19.4) 
0 
Согласно определению функции с(5), имеем: 
УЕ) (п) = Ц У,,, (ал) з (д так. (19.2) 
П=1 0 : 


Далее, для нахождения Ф(5) по формуле (14.4) составим интеграл 


со со 
А2—1 СИ 
\ (а) желая = ба) | АЕ: 
А?8—1 хп а? 


аа ке” (5 *) га’ ЕЕ У, 
2 


откуда следует, что 


(Аа)*—1 2т:—2т,—1 


1 т: 1 —1 
ош ь (зн (2) г" (=). 


Полагая 


= #>>0, (19.3) 


1 й 1 й 
(+) + (7—2) 


2 


мы убедимся, что 


е? рт—ат, —1 


а пт ЕТ: —1 


+1 св" |" (- 4+4) совы. = (49.4) 


Из формулы (19.1) вытекает, что 


4 
о | т для рационального и мнимого квадратичного поля; 
Я = уд 2 + 
1 (2) аз = 
0 0 для вещественного квадратичного поля, . 


поэтому мы можем написать, что 


з 
Нат) (0) ыы то (0) И т. —Га 
У — уе) аа = В. (19.5) 


0 
Внося найденные нами выражения (19.2), (19.4) и(19.5) в сумматорную 
формулу (1), найдем следующее соотношение: 


ть 


рее ра 
0 


т 


— ЕЕ со р 
”. (— 1) "+1 2 и (= 4) даа -ЕТа м е р 
2-я, ба (0)е* + А 281.27. БО Е (2) ах. 
о 


(19.6) 


3 известия АН СССР, серия математическая №3 
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Оно может быть переписано в такой форме: 


гены 


т 


Зе ЕЯ 


. дата та 
виде = т, (19.7) 
где 
о (0 
Ф (2) = У, т (= = =) (‹ (2) + Е 4х. (19.8) 
0 


Так как левая часть равенства (19.7) не меняет своего значения от за- 
мены 2 на — 2, то мы получаем следующее инвариантное свойство функ- 
ции ТТ (2): 


Уаз (е,, г. (42) 6 (х) ли 1} аз 
ь | 


=уУв т, т (65) 6 (1) о = 4х, (19.9) 


где произвольные числа а и Ь связаны соотношением 
1 


а6 =. (19.10) 
Для рационального поля формула (19.6) переходит в соотношение 
С 1 й 
уг(- ++) 
доказанное Рамануджаном и Харди, а соотношение (19.9) дает формулу 
Рамануджана: 


р. ых 1 4 о 3х? 
Уз \ зе ь Е Й — 2х | 4 >: УВ зе [3 5 я и Ию 
0 0 


—42 хз 


1 з. 2 хе- пе 
“сов е Е (-- 5 )а — Дт? е-# — 16а ет ЕЕ 
0 


где числа а и 6 связаны между собою равенством 


аб = т. (19.13) 
В заключение настоящего параграфа заметим, что доказанная нами ранее 


формула 
м. а (==) [5 (+ о 4 = те [5 


Са (0 
в. 1 (19.44) 


где 
Ма О Ки, 0 — К, и (8) 
2 7 
дает один из самых простых выводов функционального уравнения 
Дедекинда. 
Действительно, мы установили равенство 
ыы “о (0) 
2 1-28 соз | \ { (2) + —— _ 2141, 0< Ве($)< 4 (19.15) 


0 
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умножим обе части соотношения (19.14) на 4°—1 где 0< Ве (5) <1, 
и проинтегрируем по параметру хот 2 = 0 до х = -{ оо; тогда, принимая 
во внимание равенство 


КМ, ›ь (12) *-паз = Е ЕН 
0 


найдем, что 


о О 
И —=- 


ы иыеи—5 0+ В 
Е Г 25-1 4х. (19.46) 


Но это равенство в силу соотношения (19.15) приводит к функцио- 
нальному уравнению Дедекинда: 


(о (1— 5) = 4* 16 (1—5), (19.17) 
причем очевидно, что принятое при доказательстве ограничение 
0< Ве ($) <1 может быть снято. 

Таким образом, тот простейший вывод функционального уравнения 
для функции 6 (5) из классического интеграла Пуассона-Лежандра, ко- 


торый мы привели в работе (1), без труда распространяется и на квадра- 
тичное поле. 


$4. О функциях, аналогичных полиномам Бернулли 


_ 20°. Для квадратичного поля может быть построена теория функций, 
по своим свойствам вполне аналогичных полиномам Бернулли. 

Если положить, что переменная х изменяется в интервале Ох 1, 
то полином ‘Ф, (12) Бернулли может быть определен посредством своей 
производящей функции, а именно: 


Е 
аи < р о (20.1) 


У=—1 
Имея в виду ввести в рассмотрение функции, аналогичные полиномам 
Бернулли, предположим, что д есть некоторое дробное число, изменяю- 
щееся в пределах 
п 1<1< п, (20.2) 
где и — некоторое целое положительное число. 
Обратимся к сумматорной формуле (У) м 15 и положим в ней 


о ПО - ро 


тогда мы получим равенство 


ме 27” 50 (0) е-рх 
> НЕЕ КОРР 
у>х 
-{ е-2х \ эт рЁХ (5, #) 44 — 2е- 7х \ соз рЕУ (5, 8) 4. (20.3) 
0 0 


3* 
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Развернем интегральную часть этого равенства в ряд по степеням р 
и обозначим коэффициенты в таком разложении через 


Фи (2) 
И (&=0,1,9,...) 
так, что 
со В "АТС (т) (0) Й оо Фь4а(®). 
ер УЕОе а | р ЕЕ ри (20.4) 


у>х 


Докажем, что функции $, ый (2) являются полиномами степени А - 1. 
Для этой цели обратимся к сумматорной формуле (1), которая для случая 


в =0;- Вых п Вот 


может быть записана так: 


ет та (т) 
ХР) = < 0)/(0)— Е р р 


г УТА 


но ее (да > ее = У(х, 1) 4е. (20.5) 
0 0 
Положим в этой формуле и 


Рено, 195, 


что оказывается возможным, так как в этом случае равенство (15.6) 
выполняется; тогда т иметь: 


< Е 20) а 
с тв И ет ы Ве УВЕ 3 
2 = УЛ +1! 
а аш 
+2 и а ИХ, + 
|. 0 
2 соз те, 
т ^ У (+, 2) 42. (20.6) 


0 


Сравнивая между собою правые части равенств (20.3) и (20.4), 
получим следующие интегральные представления функций: 


$, (2) = (— 12.21 "Хх (в, аь 2’, 9, 801049 00.7) 


0 


Фив (2) = (— 4)" Н2. (2 + А”, ра п-т м (508) 


0 
Присоединяя к этим равенствам еще соотношение 


со 


(8 Ра = — 


, р тж. НАРА (20.9) 
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мы сможем из формулы (20.6) получить следующие выражения для 
функций ф, (т): 


и (0) Ух | 


Фи 1 (7) Е д 27 Нл" (0) а 
Е = (0) т— УГ @+м о 
т 
2 с0(4 ‚№ 2^) ии У<х ЕВ Е 
= 2 (2—2 +1! УР а, ИИ. (20.11) 
= У=1 


В частности, 


ИИА (0) 


91 (2) = (в (0) — У © 0<=< (20.12) 
Фи (7) Е ж® 4% (0) зе 
иног = ® и — Ул “+0 о 
[5] 
2 ба (1 ее 2) де АА р 
НЕЕ ЕЕ, 0 2 йа 6.2.8 20-13) 


21°. При выводе вышеуказанных формул предполагалось, что х есть 
число дробное. Если же х=ип, где п — целое положительное 
число, то согласно рассуждениям, приведенным нами в п° 15, к правым 


частям сумматорных формул надо прибавлять еще член — > Е (п) } (п), 
а суммирование в левых частях начинать с у=и--1. Это обстоятель- 
ство изменяет вид формулы (20.3), которая в рассматриваемом случае 
должна быть заменена формулой 


со > 1 р 9 (0) .—рх 
Ее =-Е(п) (п) — а. 


р 
у>2х 
тт ре-вя \ эт РаХ (2, 1) — 2е-в* {сов РЁУ (2, 1) ай. (21.1) 
0 0 
Если мы теперь напишем разложение 
со ад) (Фут а Фи-1(2) * 
ерх УЕОе у Ар ЕР, (21.2) 
у>х Е =0 


то выражение для функций 


Феи (2) 
А! 
сохранит форму (20.11). Что же касается функции $, (2), то в рассматри- 
ваемом случае она отличается от формы (20.10), а именно здесь она равна 


ем ао 


тать (0) 0 п<х 
вое 8-Х Ро. 19) 
й У—=1 
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Допустим теперь, что х = 0. Так как в этом случае к правым частям 
сумматорных формул прибавляется член 6(0)/(0), то формула (20.3) в 
этом случае должна быть заменена формулой: 

Ни) (04 


Уре (0) т И 2 вв рё2 (1) (21.4) 


У=1 


Если мы желаем попрежнему представить это соотношение в виде 


со 27-х тет) (0) 1 со Фа (=). ) р 
ер Ре И +; ОГ (24.5) 
то мы должны положить 
9, (0) = № (0), 9ы1(0)=0, п=1,2,3,..., (21.6) 
Ею, ОЕ (21.7) 


Таким образом мы убеждаемся, что при всех значениях х функции 

Ф, (1) являются полиномами от 2 степени у, причем формула (21.2) по- 

казывает, какой вид имеет производящая функция этих полиномов.` 
Заметим, что из найденных нами формул вытекает, что 


9. 1(#) = ( + 1) 9, (2), 9 () =, ,(2),..., 


2 На” (0) 


$0) (2) = 1.2.3... (К 1) 9,(2); 912) = — Е Е. 01а 
так что 
Фь1 (=) Нм) (0) эм _Ф: (0) 2* 
ЦЕ-АГ — УГ ян СЕ 
фк (0) — Фе (0) 


0<==1. (21.9) 


И о 


о 
22. Имея в виду дать некоторые приложения полиномов. © (2), рас- 
смотрим в первую очередь вопросе о разложении в полусходящийся ряд, 
расположенный по этим полиномам, вещественной и мнимой части функции 


°[—1( + 1) 
в том случае, когда 


=" баг, Ул, 


где п — целое положительное число. 
Возьмем известное нам разложение функции с (2) на рациональные 
дроби: 


27а" (0) Со(0) а 


[е] (2) = Я — ы 2» 
тогда, принимая во внимание равенства 
в [8-м] =Хю-и (т. (220) 


Х ([—-&п0=хХ(& п), У(—&6%=-— Уп), (22.2) 
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мы убедимся, что 


тата 00) г 
п 
+ (#9 [еее Нео], т 
г Е КЕ КЕ 
2ку (Е, п) = — Же (0) Зе Е я и * (22.4) 


Обратимся сначала к формуле (22.3) и преобразуем входящую в нее 
сумму следующим образом: 


< = : < [К +л) Е) Рип)-ЕЮ 
ХР [реек = п [пели + чан} + 


(Ен Е пайка) + [к три + бери ори, 


Для преобразования последней из сумм, входящих в правую часть 
обратимся к сумматорной формуле (У) п°15 и положим в ней 


а=ё, 0О<%5< 1, реки; 


тогда мы получим: 


со Е(®) шик) (0). 
Хи ба = — Уп 


22 — 2п 


+4» аа © 2) а 4 в. 
0 0 


после чего формула (22.3) примет такой вид: 
та) (0) 
А С НТА 
2Х ($, п) УТ Со (0) п2 + Е? + 


< ГЕ(Ж+п) ФЕ) Е(К-+ п) — Е (К) 
г { (Е-п— Е)? + п? из а 


г п п С я 
=1 0 


Если воспользоваться формулой (17.3), то мы найдем, что 


С У— Ч Г У— = 
81? кедя ХЕ 2)4== р (ню =”? ( 2)42 + 
0 0 


22т—1Ат-2 


я ‚ера \ 24т+, (1) Х ($, <)ах;, 05(1)= 
о 


а так как 


\ 2—9 Х (Е, зах = 


0 


Ф4у—2 (2) 
2.4у—2 ' 
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то окончательно имеем следующее разложение: 


Отд + (0) 


2тХ (6, п) — АВ (0) ть 


А Е(К++п)—Е(К) Е(К+п)—Е(К) Е. 
+" Уи 2-- п? ЕЕ 


ТР ЕЕ 
—1 


о. 
$ > Ре Е ых оат—1иат-2 › (22.6) 


У=1 


где 


оо 


Въ = | 24718. (2) Х (6, 2) 42 06 (©. 9 << обл 


0 


В пределе при &->0 это разложение переходит в формулу (17.6). 
Обратимся к соотношению (22.4) и образуем его правую часть так: 


е В КЕ 
ео - 


и ЮР Ри РИ +Ь 
р ЕЕ паб } 


К=1 


Е КЕ ЕЕ 
+ ХР {тии} + 
=} 


< КЕ КЕ 
в мы Е (®) {2 п — би (Кв БЕт} : 


Для преобразования последней из входящих сюда сумм применим сум- 
маторную формулу (П]) п° 15, положив в ней 


Пьеро < $ < МИ ВЕРЬ, Р> 0 — целое число, . 


2—6 
Ге) = роберт: 
тогда будем иметь: 


т 
2 


+ 
Е р ты НС) (0 
: Е 


ный АА УТ Ев = 


со 


со 
23 — 2п?х 
= Узеая Хде 4 | эн ($, 2) 42, 
0 
откуда без труда найдем, что 
со 


а. ве а № 
ХР {ета Ен} —— 8 | аут У, 2), 
= 0 
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и, таким образом, 


2% (6, п) = Жо (Ожев + 


А+ (ЕР ин —Е к к 
+ [= п) ( ЕП) Е(Ю(К+Е) РК (-Е+Ю-Р(Ю (К °) 


Ра Е РЕ 


: КЕ Е г : 
&—1 0 


Но из формулы (17.3) следует, что 


со 


ве У 22 = У о 
| (5, =) = Хью = У (Е, х) ах 
—4)т С Я 
ея ево (УС) ах, о 652) ==: 
++ (5) 


Принимая во внимание формулу 


2°-—2У (Ё, 2) а = 


0 


Фа (5) 
2 (%-—\)’ 


получим следующее разложение: 


2 (6, п) = — Жо (О + 


< РИ ЕЕН» РИ _ РИ иЕЬЕЕЮ (В 
ты х а ое 
1 
< К+Е КЕ 
хи ре ме ера 
< Ч 47 т 9 (5) т й 
ое 2—2 49—2 и Ее оет—1ратда › (22.9) 
где г 


со 


Ни= 24+, (2) У (6, 2)ат, 0<%(2)<1, 0<Е<1. (2240) 


0 


Для рационального поля разложения (22.6) и (22.9) переходят в фор- 
мулы, установленные нами в работе (?). 

23°. В качестве второго приложения рассмотрим функпию (о ($, %), 
определив ее посредством бесконечного ряда 


2 Е (п) 


а а Ве (5) >14, 0<и<. (23.1) 


о (5, и) = — 


Из этой формулы видно, что для рационального поля функция 
(р (5, 9) переходит в функцию ат 


ь ($, ®) = Е + ..., Ве($)>1. (23.2) 


ЖИ, 


242 Н. С. КОШЛЯКОВ 


Основные свойства функции бл (5, 1) могут быть изучены посредством 
выведенных нами сумматорных формул. 
Так, например, сумматорная формула (Г) при 


7 (2 ды’ Ве (5) >> 1, (23.3) 
дает нам соотношение: 
: _ ба 0) _ И 0) чить 
а в УТАГ $—1 
© 1 за (ага агс {5 =) 
а 20 (23.4) 
0 


Это соотношение дает аналитическое продолжение функции За (5, %) на 
всей плоскости комплексного переменного $. Из него видно, что ба (5, 0) 
есть мероморфная функция от $, имеющая единственный простой полюс 
в точке $ =1 с вычетом, равным 


ГО" т”* С (0) 
14| 
Полагая в выражении (23.4) $ =0, найдем: 


от-+1 ддт» 49 (0) 


(о (0, ®) = —@ (0) + УТ 4), (23.5) 

откуда, в силу соотношения (20.12), вытекает, что 
(п (0, %) = —9.(%), 0<%и< 1. (23.6) 
Возьмем сумматорную формулу (УШ) п15 при «= — где 


0<#< 1; тогда мы найдем, что при 
1 
а ВО й 
Пасат Ве()> 
эта формула даст: 
2 50 (0) (ше 
а 


(Е СОЧ С ие иои (а ву 
о ры 


ба ($, 40) = — (23.7) 


не 


и Деб агс {2 т ю — Е (и) 


Будем считать в этой формуле, дающей аналитическое продолжение 
функции Со (5, %) на всей плоскости $, вещественную часть $ удовлетво- 
ряющей условию 


Ве ($) < г; 
тогда, приближая & к ®, найдем соотношение: 


Са (5, 40) = 251 2 хо», 9, Е 2603. \ У (в, 9. (23.8) 
0 


0 
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Полагая здесь $ =— А, где Е =1, 2, 3, ... ‚ и принимая во внимание 
формулы (20.7) и (20.8), найдем следующее равенство: 
А 92) 
о (—&, №) = о 1. (23.9) 
Установим для функции 
и — а 173 


2 0 ИЕ 
ЗА 9) + — бо ($, — 140) = а - Е 
п 


е 2 Е 
арк 9 (23.10) 


П=1 (п к 0) $ 


уравнение, аналогичное функциональному уравнению для дедекиндовой 
функции Со (5). Для этой цели обратим по формуле Меллина интеграл 


С бес ТОТ о) 
= рб) 5 
С Г (5) и 
Покажем, что В получаемом равенстве 
1 с 
08 [1 э-—о с г 9 
о т т, Отв, (23.11) 
—1со 
можно положить 5х комплексным: 
ы д п ‹ е 
ие», оо. > 0, (23.12) 


где через = обозначена положительная величина, которая может быть 


взята сколь угодно малой. 
Действительно, интеграл (23. 11) сходится в области (23.12). Поэтому 


мы вправе написать равенство 


1 о 
ее? ое И 
2 а 7) 


| 
5 


—$ 
х = Иво $— 1 5—6 +1 
и Г ( 5 г ( 5 } п 6— 0+4) и 
@&—1со п 


где 1—5 а«$+1. 
Будем теперь считать, что $ > 1, и выберем & лежащим в интервале 
1 — $< «< $— 1; тогда мы можем написать, что 


У И 
п=1 (п #48 ПИ=1 (п =— 20)» 
: . — 1 
т В Е (23.13) 
в. ® ( 2 ) ( 2 212 27)“ 


и—10о 
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причем перемена порядков суммирования и интегрирования произведена 
здесь на законном ‚основании, так как бесконечный ряд 


Я -=вт 


П—=1 п 2 


и соответствующий интеграл сходятся абсолютно на прямой с абециссой о. 
Рассмотрим прямоугольник с вершинами (рис. 2) 


с АТ) Ват) св-+ат) р8-т, 


где 3>$-1 „Внутри этого прямоугольника на- 
ходится единственный полюс. с =$-- 1 подинтег- 
ральной функции выражения (23.13). Применяя тео- 
рему Коши и замечая, что интегралы, взятые 
вдоль отрезков ВС и АР, в пределе при Т" + со 
обращаются в нуль, найдем: 


Со (0 
у — @ ©) 
40 

вю 18 

1 \ А-В. Го ой И ОИ 02 

Не оиРУО г( 5 )г( 2 ) оз = 2 9 2 ое 


Переставляя в правой части порядки суммирования и интегрирования, 
что возможно, так как 8`> $ + 1, получим: 


а |400 Е 
7—2 | 4" 01 О 
ми т 2Г ($5) У 1$ 2щ г 
7—1 п 2 В—1<о 
+; —1 @—$—1 т —в-1 (СН 1 ас 
ге) (И) ов (3 ос : 
А 


В дальнейшем удобнее рассматривать рациональное и квадратичное 
поля отдельно. : 


1 случай — рациональное поле: 


р 1 
1, 7, =0, ле, ее а У, (о (0) =—-. 
В этом случае 
81 1 19 а 
Я в < 1 Гея 4в 
2 2Г (5) У 1-8 2х: \ 2 о 
п=1, 2 В—1< 


и так как 
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то мы получаем функциональное уравнение Лерха: 
7 178 Е 113 ети 
ея бе не и у И ш-1. 
2 2 17 ЕО 9 
Зее (23.14) 

Полагая здесь 5<0 и устремляя затем № к нулю, мы из этого 
уравнения без труда получаем функциональное уравнение для римановой 
функции © ($): 


2 соз — г ($)С ($) 


6(1— $) = т 
2 случай — мнимое квадратичное поле: 
2 > 
=0, г=1 г=0, х=2, а (0) =—1. 
Здесь 
4 2т \ т УР) о 1 
к ие) п ал [6 + $ — 
= — (я) то и 
2 8—4 
о—$-+1 п [5—6 -+1 ас 
г( 5 сов > ( 5 ) ——_, 


а так как из интеграла Хевисайда 
\ Кь (и) и Щи = 2^—2Г (==) Г (==), Ве (^) >в, 
) 


следует, что 
в 


ку "5: 2 + т ') ы 


то мы имеем функциональное уравнение: 


и, > :—1, 
(“ИТ 


Ри 2 
58? Со (5, 0) Не * р ($, — #0) = 


краток 


че вну Е! ии) о, (бк) У = ТА (23.15) 


п—=1 п В 


где 


е=е4, е=е 4, 0%. 
Будем считать 5 < 0и устремим в равенстве (23.15) ® к нулю. Из фор- 
мул 
т ут 
1, (=) — 7, (+) _ (5) 
$1 лу в >= У т Г (т +у+ 1) 
т=0 


К, (1) = 
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видно, что при $< 0 член, содержащий х в наименьшей степени, в раз- 
ложении А, (5) будет 
И 
28 


поэтому в пределе при %-—>0 равенство (23.15) дает нам уравнение 


О о 
бр (5 ) = (=) Г (5) 59 (1 5), 


которое ‘представляет собою функциональное уравнение для дедекиндовой 
функции мнимого квадратичного поля. 
3 случай — вещественное квадратичное поле: 


=, г=0, т=4, ХО, т Е 


и, пользуясь снова обращенным интегралом Хевисайда, мы найдем, что 


тт 113 


о (о (5, 0) Ре. 260 (5, — М0) = 


13 
2 Зе ва 8-1 Е ( ) А 
(75) те ры каже а) — 
п 2 
еж ге К, (че м) (23.16) 
в=1 п 2 
где 
лк п 


е=е4, в=е 4, 0-1. 


Полагая здесь $5<0 и устремляя затем % к нулю, получим функцио- 


нальное уравнение для дедекиндовой функции в случае вещественного 
квадратичного поля: 


Из полученных здесь функциональных уравнений для обобщенной 
функции Дедекинда можно вывести и разложение для функции с (2) на 
рациональные дроби. 
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Для этой цели рассмотрим предельное значение суммы 


413 


я и ВЕ ЕТ 


(п + #0)° ил (®— #9) 


когда $ стремится к единице. 
Второй член, стоящий здесь справа, при $->1 стремится к сумме 
< И) 


2 п? ? 
П—=1 


что касается первого члена, то, замечая, что при п = 1, 2, 3,.. 
и Ош < 1 оказывается 


(1==")" ЕЕ а (5), 


п 


где через =(5) обозначена величина, стремящаяся к нулю при $->1, мы 
найдем, что 

вт Асов = Га 7 > (п) г (3 тт” (0) 
11 560$ -> = Пи с08 5 бр ($) = 
со {2 - [ев и Рена ты] 1 а У 14| 


8—> 


Правые же части функциональных уравнений (23.14), (23.'5) ш 
23.16) при $->1 стремятся к выражениям 


ар + МЕ. о 


в результате чего получается хорошо известное нам равенство 


АО) ме ао ия ОР) 
в (®) => — эы 2 2 
У [| п ® п 0 п 


П=1 


причем ограничение 0< <. 1 может быть снято и заменено условием 
Ве (2) > 0. 


24°. Исследуем гаммаморфную функцию Га (2), определив ее посредством 
бесконечного произведения 


#0“ с ея 
еп Е (п) 
Го(в) => П | =] (24.4) 
па (1 + — 
где для краткости положено 
27" (0) 
гы О) 24.2), 
бр У ТА] Х ( ) 


а С обозначает постоянную Эйлера. 
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Из формулы (24.2) следует, что 
д 


108 Го (2) = ара — юв 2 — У Е (п) {108 (1 г =) —=}. (243) 


Выразим входящую сюда сумму через определенный интеграл, для 
чего введем в рассмотрение функцию №, „., (2), определив ее посредством 
равенства 


М, и (2) = Ку, @) 92 (24.4) 
так, что для рационального поля ь 
М, о (2) = ы ей (24.5) 
для мнимого квадратичного поля 
ры К! (2 рек (2=И =) (24.6) 
для вещественного квадратичногс поля 
Мы (2) = Уз (К; (4е У =) + К; (4е 2)}. (24.7) 


Докажем прежде всего справедливость следующей формулы: 


ко (0) 27") ау 
4 ее те АУ : - агс 9-3 (048. (24.8) 


Действительно, обозначая левую часть этого равенства через /] и заменяя 
в нем / разложением этой функции на рациональные дроби, найдем, что 


= х Р(”) М. ", (= Е = = к о \ М, (=) аагош- А 
П-=1 0 0 


ТП-=1 


0 


Отсюда интегрированием по частям получаем: 


щ 1 
И ны р ®— < К,, „(5 г) = агс 8 — © (1) 4, 
Т—=1 0 
что и доказывает справедливость формулы (24.8). 
Чтобы получить интегральное представление суммы (24.3), выразим 
двумя различными способами интеграл 


й ыы х (1-9 4 13 
21а \ 2 зщ дз $—1 18—1 ? ку — 2. (24.9) 
у—1с0 


Для этой цели обратимся к формуле (7.2), доказанной нами в и°7. Если 
проинтегрировать функцию, стоящую под знаком интеграла, по обводу 
четырехугольника с вершинами 


А(8—тТ), ВВ) Са+им) а-я) 
где О<В<!и 1<1<2, то в пределе при Т —> со получим равенство 
бо (0) 270) 1" АСФ) 
м 


даю 231 
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Отсюда интегрированием по параметру выводим: 


ую = ео 
1 4—0 (5) 5 (1—5) х 
ЫХ 211 ‚ 15 \ М, в ( я у" Чу 4$, 
У—15 2 з1щ оз 0 


где / обозначает любой из двух интегралов, определяемых форму- 
лой (24.8). 
Принимая во внимание, что 


С ху г. я а -ее ы 
\ М, (215) уу — Е ‚ Ве(5)>1, (24.44). 
0 | 26085 
мы убедимся, что 
1-15 со 
1 п бо (1 —$) 4 1 
2; Защ 8—1 = (ато 8 5°5(0 АЕ. (24.12) 
\—1 0 ; 


Возьмем теперь функцию. 
п (1—9 1 
259175 5—1 4—1 


Ф (5) = 


и проинтегрируем ее по обводу четырехугольника с вершинами 


И ВНЕ ОС Се, 


где через А обозначено некоторое положительное (не целое) число; то- 
гда в пределе при Т-> - © получим равенство 


1-1 ео со 
_ \ в (ВВ У В. (24.13) 
1—1 р—1 


где К. и А, обозначают соответственно вычеты функции относительно ее 
двойных полюсов $ =0 и $5 =1, а Ар есть вычет той же функции отно- 
сительно ее простого полюса $ = —р (р=1,2,3,...). 

Но 


В В, ево) = ааа), 


где для краткости положено 
ты д) (0) 


Е ЕЕ 


У! 
2 п» [50 
со р [ус + юв- ГА м ” | 2? (0) ‚| (24.14) 
и 
В, = 5 (6 (0) + (0) №62}, 
„--+5 (Ро ТУР) (ов (1+=)—=}, 
—— ый 


ба 1. 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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Таким образом, равенство (24.13) дает: 
1-Н о 
> 4 
1 + Ооо 
я 


21 23шщ 5—1 
1—1 


Ея 


+ (50 -+ 008} —5 ХР) в (1+2) 2}, (24.45) 


причем ограничение 0 < 5<1 может быть снято и заменено условием 
2—0: 

Из сравнения правых частей формул (24.12) и (24. 15) находим ис- 
комое интегральное представление суммы, входящей в правую часть со- 
отношения (24.3), а именно: 


У Е (п) {105 (+ =) Е 


п=1 


=, (0) + Со (0) 108 х — 2 {21065 56 — а} — 2 ао що (6) фт мае: 
0 (24.16) 


Отсюда получается следующее интегральное представление логарифма 
гаммаморфной функции Го (2): 


7-1 дтз т--1 0 Е 


у| А] +1 
27 п" (0) 
— ры 105 2 + У (2), (24.17) 
где интегральный член / (2) имеет одну из следующих форм: 
1(2)=2 \ ато о (1) 4 (24.18) 
0 
или 


пе = 4 [3 (+ а (24.19) 


Для рационального поля функция Га(7) переходит в классическую 
функцию гамма, а формула (24.17) дает известную формулу Бине. 

Выведем теперь из соотношения (24.17) разложение, аналогичное фор- 
муле Стирлинга. т этой цели возьмем разложение в ряд Маклорена 


—1 2-1 
иен —1)= о м 
где 
С и? фи 4 
(= (2) Е, 0501, 


0 1-й Те —- 


так что к. (1) <1; тогда мы найдем, что 


(—0— ке. 1% з 
Л(2) =2 о р С 19 (1-2 о +1 6, (6) 3 (9 46, 
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а так как 


\ 2-16 (1) 4 = (1) (4—2), 
0 
то мы получаем формулу, аналогичную разложению Стирлинга: 


р Т2 и 0 
1юё Га (2) = — (0 (0) + 2% ат +1 — №8 и 20) |=- 


г-+1 
р 2-Е дл» (т) 
НО г) 108 Ф — 
УТА] 
у а, 1 В, 
кая 2—1 2—1 = 1 Е дат } 
где 
ВН (ав 051. (24.21) 
. 0 
о -  Го() 
25. Укажем на связь, существующую между функцией Не) 
о (= 


функцией (р ($, 4). 
Если продифференцировать равенство (24.17) по 1, то получится 


формула 


Го (2) они | 790) (2т)* (т) (0 7 с 
Го (я УМ ры ры 
от пт? т ” 


С другой стороны, взяв известную нам Е 


т со $] м 
т (0) от да 44 ил зао агс ы 
о ЛЕ и ИА! “9! ки ев = о 
(25.2) 
и положив 
1-8 = 1-— 109 4.(8—1)-+..., 
найдем в пределе при $—>1, что 
Ио), + 
— | (5, 1) Е УТ] ЕД 
О О С б:4ь ое (253) 
ыы УГ] б 


Исключая из соотношений (25.1) и (25.3) интегральный член, найдем 
следующий результат: 


ра дз 6 (0 от | 5900) 2) 
Ша <а(6) + т ь |= | НВ 


УПА] +1 
О бес 25.4) 
т: Го) › << 1. (25. 


4* 
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ОИК АИИС) ОИЫАЕЫР свинок Вен КВ неа ее ниш их: 


Если в этом соотношении перейти к пределу при % —>0 и принять 
во внимание, что 


Е | 
[9+ У 9) 


2” ео т 


РР хе РП Оке (о (25.5) 


то получится следующее свойство гаммаморфной функции: 


и Рота (т) 
пт 0%) ет |- - чо) _ (25.6) 


Го(®) и те БА а 


где С обозначает постоянную Эйлера. 
26°. Исследуем функцию 


108 Го (1 - %), х>0, 0<и< 1, 


для чего обратимся к сумматорной формуле (УШ) по 15, положив 
в ней 


(2) = 


(+ 2)* ` 
Так как из разложения (24.3) следует, что 


(2) — Е (п) 
ЕЕ 
то из указанной сумматорной формулы вытекает равенство: 

1+0 (0) 2" 50 (0) 1 

(2 + м} У — м 


+4 яя Хи Ив 


2) 1ор Го (2 + ®)= 


и т У (®, у ау. 


Интегрируя обе части этого равенства по х и обозначая через К по- 
стоянную интегрирования, найдем: 


— 4 ^^ Я) 


0. 10е Га (< + ®)= К Та тЫ 105 2 — 


| у 
—2 эх (в, у)4у —2 гу (, У) ау; 
0 


произведя новое интегрирование по х и принимая во вниманис, что, со- 
гласно формуле (20.8), оказывается 


— (102 (22 4 у?) У(в, ууау= — 2108 = У (в, г) ау — 
0 0 


в {1+ (#} убхдду = в бвлюва ов (4+ (#)}} ув» у)ач, 


о о 
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где полином ф, (1%) определяется равенством 


20) 
У] 


Фа (2) = (0) — 


мы найдем, что 


‚1 0<ш<1, (26.1) 


108 Го (х + %) = К, + Кд — {1+ 2 (0)} 108 (5+ &) — 
270) , ] | 
у {2 082 —2} + 9, (%) ох + 


4-2 кое Жи в —2\ ю И 1 (1) Е } У(в, уау, (26.2) 
о 
где через К, обозначена новая постоянная интегрирования. 
Для определения постоянных К и К, рассмотрим значение 
108 Го (2 - %) при больших значениях х. С одной стороны, из форму- 
лы (26.2) вытекает, что при больших х имеет место равенство 


108 Го (х + %) =К, + Кл — {1 +24, (0) — $, (%)} 105 2 — 
то) 

УТА| 
где через =(1) обозначена величина, стремящаяся к нулю с возрастанием 


1 до бесконечности. 
С другой стороны, из формулы (24.17) следует, что 


{2 1021 —х} - (1), (26.3) 


1ов Го (& + 10) = —(, (0) + Е, (5 + %) — (1 + &(0}} 108 (1 + %) — 
27") 


И {(2 - м) 108 (я  щ)} + = (2), 
где для краткости положено: 
ни" [РО [1 65% 20}. 26 
а + [1 — 05897 | 0) (26.4) 


Но при большом х 
(х + ®) 108 (1 { 9) = <= -- м ю8 2 {+ м- (2), 
поэтому, принимая во внимание формулу (26.1), имеем: 
18 Го (2 + 2) = — (0) + Ещ + Ед — {1+ 240) — фа (%)} 052 — 
Но) 


264, р. 

где 
отчаииь [О (ту р 26.6 
т = - тов АТ (80) и. 


Сравнивая между собою равенства (26.3) и (26.5), найдем значения 
искомых постоянных К и К,, а именно: 


К=Е, К, = — (0) + Ем. (26.7) 
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Внося эти значения К и К, в соотношение (26.2), получим 
формулу: 
271" 09 (0) 


1ов Го (2 - %) = — (0) — Уж + 
отд» Са (0) ра (2) 0 
У ке №8 | (02+) 
от "зи (т) (0 
ао ое то [6 — О а) кг + Л, 
где (26.8) 


71(х,и)=2 шо в в) ау— > 108 У! =. (*)} У (в, у)ау. (26.9) 
о 0 


Развернем интегральный член этой формулы в ряд, расположенный 
по обобщенным полиномам Бернулли. Принимая во внимание разло- 
жение (24.20), найдем, что 


у—1 ® 
2) агс УХ (в, у)4у =2 у = \ у”*—1Х (в,у)4у + 


2—1 
| НЙ Е | БЫ : 


ра т. \ 216, (у) Х (в, уау 06% (<Ь 
0 


а так как по формуле (20.7) оказывается, что 


С 9» (1) 
ух (в, уу = (1, 


0 


то 


ео Е - 
Е Ф „ (и) 1 2 Вх 
2 ато 1 Хуа = Хы те, (2640) 


0 
где 


Ва = ут Хи, уа, 0 <! (26.41) 


Равным образом, взяв разложение 100 м + %) в ряд Маклорена: 


, 
#2 9, (у) 
тю (1 33) =2 2 ое (2842) 
где 
и ии, 1 . 
а =, ОИ 
С т 


и, следовательно, 


0< 6 ()< 1, 
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мы найдем, что 


Авт (8 лу 2 г у>У (т, у)4у + 


У=1 


—1 `й Й 
ты жи в, (у) У (®, у)4у, 0<6(у<1. 
0 


Но по формуле (20.8) имеем 


со 


поэтому | 
2} ов И 1+ (#убь, уау = 
з 
ыы \ Фаза () 1 р 
бы» + аи, (26.13) 
где 


Вы = Уи (у) У (у) 4, 00 (<. (26.14) 
0 
Отсюда получается искомое разложение остаточного члена разложения 
(26.9) в ряд по обобщенным полиномам Бернулли, а именно: 
к 


г ее Фу-+1() Л 
Е 
В, 2 Ву 
И та Е А На, (26.15) 


где члены Ах и Вы определяются формулами (26.11) и (26.14). 

Для рациональноге поля разложения (26.8) и (26.15) переходят в 
известные формулы Ландсеберга-Эрмита теории функции гамма. 

27°. Приведем еще один вывод формулы (26.15). Для этой цели 
обратимся к соотношению (24.17) и заменим в нем х на х-+ \; тогда 


мы получим: 


1ор Го (2 + 1) = — (4, (0) + Е, (5 + ®)— МО (0)} 10 (2 + м)— 
А "(т (0) 
Не еее Да 53(04. (274) 
УТ] 
Интегральный член этой формулы, на основании равенства 
агс = = \ А БИльлы __ ди, 
0 
может быть представлен так: 
[2.2] со : ©) = и 
2 ато; : в (4 = 2\ 31 #2 в (#) 4 \ е Ре 
0 0 0 
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но нам известно, что 


ой п” (0) 4 


>: Е (п) е-"“ = (0) — в +2) $11 иё с (#) 4, 


поэтому 


2\ ата 530% = 
0 


— хи Е 27-Н так (1) (0 
= : ы |-> Е (пе — Ср (0) е-®ч рый и 4и. (21.2) 
0 


я УТАГ ч 


Если теперь в сумматорной формуле (УПТ) п® 15 положить 


1 (2) =е “*, и> 0, 


то мы получим: 


Е Нл" (0) 4 
ое у —п\и — —\ — Га Же: ры, 
е > Е (п)е 26 (0)е УГ = 


+2 \ з иЁХ (в, 0@—2\ (1 — созий У (о, #41 — в, (®), 
0 7 


0 


после чего соотношение (27.2) может быть представлено так: 


Дао в 3(0 4 = 
0 


С -хи | 271" 0) (0) И 
а —и | 20 Е 
= у [ее |. $1(®) + ИА| и | аш + 
+2 и ди Х(ш, 0 @—2 ( аи ( У (в, #) 4. 
0 0 0 0 
Но 
\ =-хи Зи - 4и = аге ы-, \ е—хи О — ы 108 (1 —- 2) к 
0 0 
Следовательно, 
: 
2 ага в 3(1 4 = 
0 
ыы е—хи (0) 2 1 
ы 0) сом РО и 
\ ы (0 - | аш + 
+2 \аго в Х (м, 4—2 105 7 + (#) У (и = 
0 : [И . 
№- ежи + 270) е *— 1+ ию 
= — (ю(0) не У | —— 4-1 (1,9). 
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А так как 
Се-хи_ г” (хе) и и 
0 


ди = (т в) 108 (1+ =) —%, 


со 
е-хи е` Хи —1 + иш 
и 
0 


то 


1 
2\ агс 48 — 


0 


53 (4) 4: = — (0) 108 (1 т “) гр 


от п" (0) ( т 
ая (2+8) в (1+ 2) +765) (27.3) 


Внося это значение интеграла в формулу (27.1), получим: 


от п" т(0) 


108 Га (2 - 4) = — бд (0) — И 
ты п" (0) 
— {1 - 2% (0)} 105 (+ &) + [с (0) — УЕ (%- )| 106% / (2, %), 
<< 1, (27.4 


т. е. мы снова приходим к соотношению (26.8). 
28°. Укажем еще на одну форму интегрального члена формулы (26.8). 
Для этой цели введем в рассмотрение функции 
[ Г 
Х (в, 1) =\ Х(и, 04, ТУ(щ,д) =( У («, а ` (28.1) 
и проинтегрируем правую часть соотношения (26.9) по частям; тогда мы 
получим: 


Х (и, даё- 


: Я 
о 2 = и. 


+2 шов 1+ (;] — Ум -+2 \ а 7 (0,1) 4. (28.2) 


Пи 108 И 1+ 4 У(ш, 0 =0. 
ны И + = (м, 1) 
С другой стороны, 
Ши агс 5 Х (м, й=0, 
.—0 
откуда 
Х (и, 0 аг. (28.3) 


Л(х, в) =2 У (в, ош 


эн? Ро 


0 


Для рационального поля эта формула переходит в соотношение, 
данное Ландсбергом в теории функции гамма. 
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Положив в формуле (28.3) в =0, получим следующее интегральное 
представление остаточного члена формулы (24.17): 


а (28.4) 
где 


(= \ (1) 4. (28.5) 


$?—- 


29°. Все предыдущие формулы, относящиеся к теории гаммаморф- 
ной функции Го (7), выведены нами в предположении, что х есть число 
вещественное и положительное. Однако мы без труда убедимся, что эти 
формулы имеют место и при комплексном значении х с положительной 
вещественной частью. 

Покажем, что формула (28.4) позволяет распространить наши формулы 
и на комплексные. значения х с отрицательной вещественной частью. 
В самом деле, эта формула показывает, что для функции / (5) мнимая 
ось является купюрой, т. е. /(5) представляет собою две различные 
аналитические функции направо и налево от этой оси. 

Обозначим ветвь, лежащую направо от мнимой оси, через "Л. (5), 
а ветвь, лежащую налево, через /_(5) и постараемся определить раз- 
ность 

Л, (2) — Л. (<). 

Пусть х располагается на 
мнимой оси в верхней ее час- 
ти; тогда точка — 1х будет 
располагаться на положи- 
тельной части вещественной 
оси (рис. 3), а так как точка 


= —21% есть полюс подин- 
тегральной функции в выра- 
Рис. 3 жении (28. 4), то 
1(®) — (= —2 ао =. 5(—8), — (294) 
9 
т. е д 
Л. (1) — ХТ. (5) = — 2жс (—12). (29.2) 


Если же х располагается на мнимой оси в нижней ее части, то 


У, (5) — Л. (1) = — 2. (®). 


Отсюда мы можем сделать следующее заключение: если вещественная 
часть х отрицательна, то к правой части основной формулы (24.17) 
следует еще прибавить член 


— 2*о (Е 12), 


причем верхний или нижний знаки берутся в зависимости от того, где 
находятся 1: выше или ниже вещественной оси. 
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30” Установим еще одно интегральное соотношение, содержащее 
производную от 1ор Го (2). 
Из соотношения (24.15) следует, что 


/ та -Н1юо 
го а = И- 
о (2) Ул| х 2 ) эт 2 

У—1юо 

(30.1 
где 
отита [С (0) (2п)х „(х) 
ат | и 


Интегрируя функцию, стоящую здесь под знаком интеграла, по обводу 
четырехугольника с вершинами 


41—17), ВЧ+Т), С@+), 26—и, 
где О<В< 1, в пределе при Т-> -- со найдем, что 
Го 1, 27100) Ре - 
Го (® '= УГ 


1055— Е, = — зы —9) 7. 


211 \ эт п$ 
В—1<° 
Обозначим через а произвольное положительное число и примем во 

внимание, что 
с Г"? 
ее (е 

г” (г 
а 


Ху в (а) Чт = — 


‚ Ве(:)>0; 


=<—8 


тогда интегрированием по параметру найдем, что 


Хи, (12) Е ри а тр (Оюва— |4 = 
0 


И: пр” о И 30) 


211 зш п; 
В —1< 


Но, в силу функционального уравнения 
(0 (1—8) = 416 (1—3) 4, (5), 
интеграл, стоящий в формуле (30.2) справа, может быть переписан так: 
В-1оо 


=" 


В—1<о 


Г" ($) Г’ ых, 0<В< 4. 


ям п5 


Сделаем в этом интеграле подстановку $ =1 — 0; тогда мы получим: 


а. НЫ г”(5°) = 


т, 0<В,< 1. 
5, 
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На основании этого соотношения равенство (30.2) может быть написано. 
в следующей симметричной форме: 


со 


У «\ Х, ‚, (а2) 


и (#1) 1 27Н (0) 
0 


И Е ах = 
Г У 105 1 } Е 


т: Г’ (2) 1 2'Н" 0) 
ый В Азат (309 
Е у \ Хн„, (55) ее ит т ея Уд | ох 1 т ( т ) 


где положительные числа а и р связаны между собою равенством 


=. (30.4) 


Для рационального поля эта формула переходит в соотношение 


Уз | ее ЕЕ — 105 2} 4х = 
0 
=УЬ \ ЕЯ — Юва} аа, | (30.5) 


где аф=<т, приведенное нами в заметке (3). 

Равенство (30.3) принадлежит к числу ‘интегральных соотношений, 
представляющих собою распространение на изучаемое алгебраическое 
поле известных интегральных равенств Рамануджана и Харди. 
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О ПОСТРОЕНИИ ПОЛЕЙ С ЗАДАННОЙ ГРУППОЙ ГАЛУА 
ПОРЯДКА # 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе излагается новый метод построения полей с заданной груп- 
пой Галуа порядка {, дающий более широкий класс полей, чем извест- 
ный ранее метод Шольца-Рейхардта. В частности, этот метод применим 
и при [= 2. 


Введение 


Существование полей с заданной группой Галуа порядка 
Г’ (1>2) над заданным полем алгебраических чисел было доказано 
в 1937 году А. Шольцем (3). 

Построенное в основном на тех же идеях, но более простое доказа- 
тельство было предложено Г. Рейхардтом (3). 

О решении той же задачи без ограничения [>> 2 было сообщено Т. Тан- 
нака (10), Кажется, до сих пор не было замечено, что доказательство Таннака 
содержит ошибку. Указание ошибки в рассуждении и построение проти- 
воречащего примера к тому утверждению, на котором Таннака строит 
свое доказательство, содержится в п. 3 $ 2 настоящей работы. 

Класс полей с заданной группой Галуа порядка Г, который может 
быть построен методом Шольца-Рейхардта, ограничен в двух отношениях. 

Во-первых, накладывается ограничение />>2, так что остается откры- 
тым вопрос о существсвании полей с заданной группой Галуа поряд- 
ка 2", в то время как этот вопрос представляется интересным, например, 
с точки зрения теории построений циркулем и линейкой. 

Во-вторых, методом Шольца-Рейхардта строятся только расширения 
над полем рациональных чисел. Правда, из расширения К]/В над по- 
лем рациональных чисел можно получить расширение К А/К над любым 
числовым полем А, которое, если только К = А, имеет ту же груп- 
пу Галуа. Однако таким образом строится весьма узкий класс полей. 
Например, все такие поля инвариантны при всех автоморфизмах А/В. 

Легко видеть, что для того чтобы построить поля с некоторыми очень 
простыми группами Галуа, необходимо научиться строить поля с груп- 
пой Галуа порядка {”, которые не могут быть построены методом Шоль- 
ца-Рейхардта. Пусть, например, С есть группа порядка Г, Г — прямое 
произведение п групи С+, изоморфных @, и © — группа, имеющая нор- 
мальный делитель Г, причем элементы факторгруппы ©®/Г индуцируют 
в Г автоморфизмы, сводящиеся к перестановке С;. Предположим, что 
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над полем рациональных чисел В существует поле К с группой Галуа © 
и пусть & — подполе, принадлежащее к Г. Поле К/Ё является компо- 
зитом п полей К;|Ё, имеющих группу Галуа С, сопряженных между 
собой и взаимно простых над #. Как было сказано выше, такие поля 
не могут быть построены методом Шольца-Рейхардта. Аналогичным об- 
разом, построение полей с любыми разрешимыми группами Галуа тесно 
связано с построением достаточно общих полей с группой Галуа по- 
рядка Г. 

Настоящая работа содержит метод построения полей с заданной груп- 
пой Галуа порядка Г, при котором на конструируемые поля не накла- 
дываются ограничения, имеющие место в методе Шольца-Рейхардта. 
В частности, доказывается, что над любым полем алгебраических чисел 
существует расширение с заданной группой Галуа порядка д 

При построении используются условия, найденные Шольцем, при 
которых поле может быть погружено центральным образом в поле с за- 
данной группой Галуа. Поля, удовлетворяющие этим условиям, называ- 
ются шольцевыми. Основной задачей является нахождение условий, при 
которых данное шольцево поле погружаемо центральным образом в шоль- 
цево же поле с заданной группой Галуа. Для этого строятся инварианты 
шольцева поля (ух, Х) и (Х)», из которых наибольшую роль играют инва- 
рианты (у, Х). Эти инварианты определяются, исходя из арифметических 
свойств поля. Они представляют собою скалярное произведение элемен- 
тов одномерной и двумерной групп когомологий, по своим свойствам 
напоминающее индекс пересечения. Равенство инвариантов единице и 
является необходимым и достаточным условием погружаемости. 

Задача сводится, таким образом, к построению шольцевых полей с 
инвариантами, равными единице. Это делается в $ 3, где доказывается, 
что в шольцевом поле, группа Галуа которого имеет достаточно много 
образующих, обязательно содержится подполе с нужной группой Галуа 
и с инвариантами, равными единице. Для этого строится теория гомо- 
морфизмов групп порядка Ги вводится понятие их композиции, превра- 
щающееся в случае абелевых групи в умножение характеров. 

В работе неоднократно используется закон плотностей Чеботарева, 
так что могло бы показаться, что используются аналитические сообра- 
жения. Однако, просмотрев соответствующие рассуждения, легко '’заме- 
тить, что можно было бы ограничиться применением теоремы Фробениуса 
в группах порядка Г. Как заметил Дейринг ($), в этом случае теорема 
Фробениуса может быть доказана не аналитически. 

Автор глубоко благодарен Д. К. Фаддееву, просмотревшему рукопись 
этой работы и сделавшему ряд ценных замечаний. 


$ 1. Инварианты центральных расширений 


В этом параграфе будут исследованы свойства полей алгебраических 
чисел, группы Галуа которых имеют порядок, равный степени простого 
числа. Относительно всех групп, которые будут нам встречаться, мы 
будем предполагать, что их порядок есть степень одного и того же про- 
стого числа [. 
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ЕЕ РЕ ТЫ 


1. Алгебраические свойства центральных расшире- 
ний. Группа С, будет называться центральным расширением группы С, 
если С является гомоморфным образом С., а ядро гомоморфизма лежит 
в центре С, и имеет показатель [. При этом и самый гомоморфизм вклю- 
чается в понятие расширения, так что два разные гомоморфизма С, на @ 
будут давать разные расширения. Если ядро гомоморфизма С, на С 
является циклической группой порядка [, то мы будем называть расши- 
рение простым и центральным. 

Если й — произвольное поле, © — его конечное, нормальное сепара- 
бельное расширение, К — промежуточное подполе с Кс О и К /# нор- 
мально, то группа Галуа О|]А является расширением группы Галуа 
К]. Если это расширение центральное, соответственно {простое цен- 
тральное, то мы и О] будем называть центральным, соответственно 
простым центральным расширением поля К |К. 

Предположим, что К имеет характеристику == и содержит корень 
степени [ из 1, а О | является простым центральным расширением К /#. 

р 


Тогда О [К является циклическим полем степени [ и поэтому © = К (Ув) 
с некоторым р ЕК [см. (*), стр. 217]. 

Как известно [см. (®), стр. 3], то обстоятельство, что О [А является 
центральным расширением поля К/А, эквивалентно тому, что р удовле- 
творяет соотношению 


рб, (1) 
где с — любой автоморфизм К/К. Здесь, как и всюду дальше, запись 


= 


будет обозначать, что а”! есть [-я степень, само же соотношение будет 
называться [-равенством. Числа р, обладающие свойством (1), мы будем 
называть /-инвариантными. 

Пусть группа Галуа О /Ё есть С, группа К/К есть @, группа О9/№ 
есть 7. Так как @, есть центральное расширение (С, то этим определяется 
система множителей а(с, “) на С со значениями из Й и с единичными 
автоморфизмами [см. (2), стр. 334]. Выбранное нами число р определяет 
при помощи соответствия 


1 
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характер Х группы й. Применяя Х к а(с, <), мы получим систему мно- 
жителей 


Х (а (с, <) = С, <), 


заданную на С со значениями из группы корней степени { из 1. 

Легко проверить, что два {/-инвариантных числа определяют одну и 
ту же систему множителей ((, <) тогда и только тогда, когда их отно- 
шение {-равно инвариантному числу (числу из №). Легко видеть, что 
произведению /-инвариантных чисел соответствует произведение систем 
множителей. Группу всех классов неассоциированных систем множителей 
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на С, со значениями из группы корней [-й степени из 1, мы будем 
обозначать через М (С). Из вышеизложенного следует, что факторгруппа 
группы всех /-инвариантных чисел по подгруппе чисел, [-равных инва- 
риантным, изоморфна некоторой подгруппе М’ группы М (С): 


(в) / (тс) =М'ЕМ (6). (2) 


Нам будет полезно следующее представление М (С). Пусть $1, ..., 5а — 
некоторая минимальная система образующих С. Она определяет пред- 
ставление С в виде 5 / №, где 5 — свободная группа с 4 образующими, 
а /\ — ее нормальный делитель. Обозначим через М’ подгруппу М, по- 
рожденную коммутаторами элементов М с элементами 5 и {-ми степенями 
элементов М. 

ЛЕММА 1. М (С) изоморфна группе характеров группы М] М№'. 

Эта лемма является следствием известной теоремы [см. (?), стр. 333], 
согласно которой для любой группы С, представленной в виде фактор- 
группы свободной группы 5 по нормальному делителю М, группа всех 
классов систем множителей с единичными автоморфизмами и со значе- 
ниями в произвольной абелевой группе А изоморфна факторгруппе всех 
гомоморфизмов М | [5, №] в А по подгруппе тех гомоморфизмов, которые 
индуцируются гомоморфизмами 5 в А. 

Здесь [5, №] означает нормальный делитель 9, порожденный комму- 
таторами элементов 5 с элементами №. 

В рассматриваемом нами случае А есть группа корней степени [ 
из 1. Гомоморфизмы М | [$,№] в А должны поэтому переводить в 1 все 
1[-е степени элементов М, т. е. совпадают с характерами группы М / №. 

Чтобы вывести из сформулированной выше теоремы нашу лемму, нам 
остается только показать, что любой характер группы №/М№', индуцируе- 
мый характером порядка { труппы 5, равен 1. 

Это эквивалентно тому, что Мс 5’, где 5’ — подгруппа 9, порожда- 
емая коммутаторами и [-ми степенями. То же самое условие можно выра- 
зить в виде соотношения 


515 а, 


где С’ — подгруппа С, порожденная [-ми степенями и коммутаторами 
(подгруппа Фраттини). Правильность написанного выше соотношения 
следует из того, что группы, стоящие в обеих частях, изоморфны эле- 
ментарным абелевым группам порядка {. Для 5[5’ это очевидно. 
Для С | С’ это следует из теоремы о подгруппе Фраттини [см. (2), стр. 402], 
согласно которой $, ,...,5а будет тогда и только тогда минимальной си- 
стемой образующих в С, когда она будет таковой в С | С'.. 

2. Шольцевы. поля. Одной из основных задач теории полей, 
группа Галуа которых есть /-группа, является исследование условий, при 
которых данное нормальное расширение К | погружаемо в центральное 
расширение © [#, группа Галуа которого является заданным централь- 
ным расширением группы Галуа КА /#. Брауэром [см. (5), стр. 56] были 
найдены для этого необходимые и достаточные условия в терминах рас- 
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падения некоторых алгебр. Однако условия Брауэра, как правило, трудно 
непосредственно использовать. Для случая, когда А есть поле алгебраи- 
ческих чисел, небольшим усилением условий Брауэра можно получить, 
как заметил Шольц (9), следующие условия, достаточные для того, чтобы 
К | было погружаемо в расширение О /Ё, группа Галуа которого есть 
любое центральное расширение группы Галуа К /й: 

1°. Простые делители [ в К полностью распадаются в К. 

2°. Вещественные бесконечно удаленные дивизоры К остаются веще- 
ственными в К. 

3°. Все критические простые дивизоры р; расширения К [Е имеют 
относительный порядок 1. 

4°. Абсолютные нормы критических простых дивизоров удовлетворяют 
условию: % (р:;)" =1([) при некотором т, взаимно простом с [, и доста- 
точно большом й (если (К :#) ={”, то достаточно, чтобы было йа). 

Заметим, что если Ё содержит корень степени { из 1, то в условии 49 
мы можем положить т = 1, так как в этом случае % (р) ==1 (1). 

Будем называть поля, удовлетворяющие условиям 1° — 4°, шольцевыми. 
У шольцева поля группа М’ в (2) совпадает с М (С), т. е. 


(+) (тс = М (6). 


Ввиду этого, а также ввиду леммы 1, мы будем обозначать одной и той 
же буквой Х: 

1) класс /-инвариантных чисел по подгруппе чисел, [-равных инва- 
риантным, 

2) элемент М (С) и 

3) характер группы М / №. 

Центральные расширения (даже простые) шольцева поля КА сами, 


вообще говоря, не являются шольцевыми полями. В самом деле, если 
1 


даже К [7 / К является шольцевым полем, то можно так подобрать 
1 
число теА, чтобы поле К У" имеющее над № ту же группу 


р 
Галуа, что и ИЕ не было уже шольцевым. 

Для доказательства существования поля с заданной группой порядка , 
важно знать, когда у шольцева поля К/К существует шольцево расши- 
рение с любой группой, являющейся центральным расширением группы 
Галуа К/К. Шольц показал, что такое расширение всегда существует, 
если К есть поле рациональных чисел и [`>2. Этот факт является 
основным в его доказательстве существования расширений поля рацио- 
нальных чисел с заданной группой нечетного порядка Г. 

Мы введем сейчас необходимые и достаточные условия существования 
такого расширения. Для этого нам нужно ввести некоторые новые 
инварианты полей, группы Галуа которых имеют порядок Г, в предпо- 
ложении, что основное поле содержит корень степени { из 1. 

3. Арифметическая структура [-инвариантных чисел. 
Исследуем сначала разложение на множители [-инвариантного числа р 
поля К. Рассмотрим какой-нибудь его простой делитель $. Предположим, 


5 известия АН СССР, серия математическая, № 3 


266 И. Р. ШАФАРЕВИЧ 


что $° входит в р в степени а (с). Из [-инвариантности № следует, что 
а (<) ==а (1) (1). 


Таким образом, та часть разложения р на множители, которая состоит 
из дивизоров, сопряженных с №, может быть разложена на произведение 
всех таких различных дивизоров в одной и той же степени, например, 
а (1), и на /[-ю степень. Первое произведение есть, очевидно, инвариант- 
ный дивизор. Поступая аналогично со всеми делителями р, мы получим, 
что дивизор (№) разлагается на [(-ю степень и инвариантный дивизор- 
Так как всякий инвариантный дивизор есть произведение критических 
простых дивизоров на дивизор из основного поля, то мы получаем для 
разложение: 


(2) = эм, (3) 


где м есть дивизор поля А, взаимно простой с дискриминантом К/К, а 
> — инвариантный дивизор, состоящий только из простых делителей 
дискриминанта К |, причем ни Ф, ни ш не содержат [-х степеней. 
Ясно, что такое разложение однозначно. 

Простые дивизоры %, делящие ®, могут быть также охарактеризованы 
следующим свойством: порядок образующего автоморфизма группы инер- 
ции дивизора $ в К в [ раз меньше, чем порядок любого элемента 


1 

группы Галуа К (и) / к, индуцирующего этот автоморфизм. Иными 

словами, образующая группы инерции % в К повышает свой порядок 
| 


при расширении К до К (уз). При этом мы говорим об образующей 
группы инерции $ в К]/№, так как эта группа циклическая, что следует 
из того, что (1, В) =1 ввиду условия 1” в определении шольцева поля. 

Для доказательства нашего утверждения заметим, что ввиду того же 


условия, (1, $) =1, и группа инерции любого простого делителя % в 
| 


поле к(У,) циклическая. Порядок этой группы или, что то же самое, 
ее образующей в { раз больше, чем порядок группы инерции % в К, 
так как порядок ветвления увеличился в [ раз при переходе от К к 


1 
К ( и а Таким образом, образующая группы инерции увеличивает свой 


1 

порядок в { раз. Но если с — любой автоморфизм и индуци- 
рующий в К образующий автоморфизм группы инерции №, то он 
имеет тот же порядок, что и образующий автоморфизм группы 


1 

инерции простого делителя % в К (у ). так как он отличается от него 

только множителем, принадлежащим к центру С, и имеющим порядок [. 
Заметим, что © не меняется при умножении на число вида тС! и 

поэтому является инвариантом класса Х. Мы будем поэтому обозначать 

Ф через ®(Х). Очевидно, что имеет место соотношение: 


> (Х.Х,) = 5(Х,) > (Х,). 


4. Инварианты (у, Х). Мы будем называть два дивизора в и 
{-взаимно простыми, если любой их общий простой делитель ф входит 
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в один из них в степени, делящейся на /. Напомним, что еслияи В 
УС 
-взаимно просты, то символ Лежандра (=) определен. 

Мы будем говорить, что дивизор а поля К 1-взаимно прост с инва- 
риантным дивизором 3 поля К, если для любого простого дивизора р, 
входящего ва в степени, не делящейся на [, его простой делитель % 
в К входит в % в степени, делящейся на 4. 

Пусть р — произвольный простой дивизор поля К, 1-взаимно простой 


ср, и ФЗ произвольный простой делитель р в К. Символ Лежандра 


1-й степени (5) не зависит от выбора % среди целителей р. Действи- 


З 


тельно, если $” — любой другой делитель, то 


о—1 
#-6-® 
$° з $ 
так как р° ‘=> в. Ввиду этого мы будем символ (5) (зависящий на самом 
|7 


деле только от у) обозначать через []. Для р, не [-взаимно простых 


св, [=] не определено. Распространив по мультипликативности символ 
о. на все дивизоры а поля К, (-взаимно простые с мФ, получим символ 


. Очевидно, что если а состоит из простых дивизоров, имеющих в 


К первый порядок, то существует такое аб К, что ва = М№Мкик (%1) и 


[:]-(®) ® 


Пусть &-- число поля №, [-взаимно простое с Ф(Х) и удовлетворяю- 
щее следующим условиям: 

1) а [-гиперпримарно; 

2) а тотально-положительно (это условие существенно только при 
1=2); 

3) все простые дивизоры, входящие в а в степенях, не кратных [, 
разлагаются в К на простые множители первого порядка. 

Если (а, т) Е 1, то умножим т на такое число т ЕХ, чтобы (а, тт) =1. 
Тогда для р’= рт символ =] определен. 

Рассмотрим отношение: 


[=] (=) с т’ = мт. (5) 


Очевидно, что это отношение не зависит от выбора вспомогательного 
числа т. Замена т на т, привела бы к умножению (5) на множитель 


5» 
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равный 1, по закону взаимности и ввиду /-гиперпримарности о. Больше 
того, выражение (5) не зависит от выбора № внутри класса Х 1-инва- 
риантных чисел, что доказывается точно так же. Ввиду этого мы будем 
обозначать отношение (5) через (а, Х). 

Рассмотрим некоторый характер ух порядка [ группы Галуа К/К.Как 
известно [см. (1), стр. 45], ему соответствует однозначно с точностью 
до 1-равенства определенное число о, из Ё такое, что: 


1 1 1 
У ЕД, Ух = (5) У». 


`Ввиду того что поле К | А предполагается шольцевым, то если а, (-вза- 
имно просто с Ф(Х), оно удовлетворяет условиям, наложенным нами на 
число о, для которого мы только что определили символ (о, Х). Таким 
образом определен символ (о, Х), который не зависит от выбора числа 
о,, соответствующего у, и будет поэтому обозначаться через (у, Х). 

Выведем некоторые свойства этого символа. Прежде всего очевидна 
мультипликативность символа (у, Х) по аргументу ху: 


(ХаХ», Х) = (Ха, Х) (%», Х), (6) 


так как ах, 29.9, а символ “| мультипликативен по самому евоему 


определению, а также и по аргументу Х: 


( Х,х,) = О. Х,) (х, Х,), (7) 


причем в равенствах (6) и (7) символ, стоящий в левой части, определен, 
если определены оба символа, стоящие в правой части. 

Выясним, как связаны символы (у, Х) в различных полях. Пусть 
К [К есть нормальное подполе шольцева расширения А, /А, так что его 


группа Галуа С является факторгруппой группы С, поля К, /Ё. Тогда 
всякая система множителей`на С является в то же время системой мно- 
жителей на С,, и, следовательно, любой элемент Х группы М (@) можно 
рассматривать как элемент Х, группы М(С4,). Точно так же любой 


характер Х порядка [ группы С можно рассматривать как характер у, 
группы С:. Мы утверждаем, что при этом 


1% Хх) 52 (Х1, ХХ): (8) 


Действительно, в этом случае о, = о„,. Ввиду условия 3), наложен- 
ного на число о, | 


(а) = Мк (95), ЗСК, 


(а„,) = Мкик (%,), УГ, 6 Ку, 


причем мы можем считать, что %, и %;‚, выбраны так, что 


ре == Мкик (9... 
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Ввиду определения символов (у, Х) и [+ формулы (4) и известных 
свойств символа Лежандра, имеем: 


о-в 


5. Инварианты (Х),. Для того чтобы изложить конструкцию 
других инвариантов шольцева поля, определяющих, наряду с инвариан- 
тами (у, Х), его погружаемость в шольцевы центральные расширения, 
нам понадобится следующая лемма. 

ЛЕММА 2. В каждом классе Х 1-инвариантных чисел шольцева 
поля К | К содержится 1-гиперпримарное число. 

Доказательство. Предположим только, что в поле К /Ё выпол- 
нено условие 1°, определяющее шольцево поле. Согласно этому условию, 
любой простой делитель 1, числа [ в Ё полностью распадается в Ки 
поэтому кольцо Кр, получающееся расширением основного поля Ё в 


поле К до его [,-адического замыкания, есть прямая сумма полей Ё\. 
р 


В этой прямой сумме автоморфизмы К /А вызывают, как легко видеть, 
регулярную перестановку компонент. Если мы выделим одну из этих 
компонент, то любая другая будет определяться тем автоморфизмом э, 
который переводит в нее эту выбранную компоненту. Ввиду этого 


К, Е Уы, 


и мы можем отождествить Ку с кольцом функций, заданных на группе 

Галуа С поля К]А со значениями в А; ‚ причем на функцию а (с) авто- 
й 

морфизм * действует по правилу 


а (в)* = а (с*). 


Если [-инвариантному числу р в кольце К Соответствует функция 
||; (5), то для нее мы будем иметь: 
| ва (29) = ва) 1 (9 Е 85) 
при некоторой функции 1, (<). Подставляя в (9) < = 1, получим: 
р; (®) =, (И) 1: (®)". 
Пусть [+ — модули 1-гиперпримарности, т. е. такие степени [, что из 
а==1 (1), о А, › 


следует «=1 в К, . Мы можем найти такое число Св КитвА, что 


если С; (с) — функция из К`., соответствующая С, то 
т 


С (з) ==1, () (№), ) 


(10) 
т ==, (1) @) для всех 1, | 1. 
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Тогда [-инвариантное число рт-?С-1 будет лежать в том же классе Х, 
что и р, и будет [-гиперпримарным ввиду сравнений (10). Лемма до- 
казана. 

Заметим, что все /-гиперпримарные числа из одного и того же клас- 
са Х получаются друг из друга умножением на числа вида тС', где 
т — [-гиперпримарное число. 

Перейдем теперь к построению второй серии инвариантов. Пусть Аь 
есть максимальное расширение №, имеющее абелеву группу показателя 
{ и содержащееся в К((,), где (» есть первообразный корень степени {, 
из 1. Из элементарных свойств абсолютно абелевых расширений вытекает, 
что К» имеет следующее строение. Пусть Ё содержит корень степени Г из 
1 и не содержит корня степени Г? из 1. Если Их, то А. Если 
й>ги 1-2 или [=2, но г>>1, то А получается присоединением к А 
корня степени Г*" из единицы и, следовательно, (№, : А) =. Если 1 =2 
иг = 1, то &, = (У ик =к(У-— 1,2) при #>2. 

Пусть Х есть класс {-инвариантных чисел, | — его [-гиперпримарный 
представитель и м — делитель р» в разложении (3). Обозначим через’ 
(Х)» содержащий ш класс смежности по подгруппе, соответствующей, 
согласно теории полей классов [см. (7)], полю Аь. Класс (Х)» не зави- 
сит от выбора м в Х. Действительно, переход к другому представителю 
сводился бы к умножению ш на [-гиперпримарное число т, которое 
должно принадлежать к подгруппе, соответствующей А». Это следует из 
того, что поле, соответствующее группе /-гиперпримарных чисел, содер- 
жит максимальное абелево поле показателя [, в котором разветвляются 
только делители [. Так как в А» это свойство выполняется, то соответ- 
ствующая ему подгруппа должна содержать, согласно теории полей 
классов, группу :-гиперпримарных чисел. 

Более подробно можно описать (Х)» следующим образом. Обозначим 
через Л» группу рациональных чисел, сравнимых с 1 по модулю {*, где 
г: ==; если Вох г, г, == г 1 если Вог и 2-Е2—ити 1=2, нога, 
гр, бели Иа, рг=1, В ==2 игре, ебли 0, г ф ЙО. 


Заметим, что во всех случаях 


г: > ши (й, г). (11) 


Инвариант (Х), характеризуется как класс % (т) Ль, где % (т) означает 
абсолютную норму м. 
Так как поле А содержит поле корня степени Гиз 1, то всегда 


% (и) ==1 (2). 


Поэтому (Х)» может принимать только конечное число значений, а именно, 
при [+2 { значений, а при [=2— или 2 или 4 значения. Точно так 
ке очевидно, что аналогично (6) и (7) имеют место соотношения: 


(Х,Х»)ь = (Х,)ь (Х»)л, (12) 
(Х)» = (Х,)ь (13) 


с теми обозначениями, которые были приняты при выводе равенств 
(7) и (8). 
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$ 2. Условия погружаемости для шольцевых расширений 


В этом параграфе мы выведем условия, при которых шольцево поле 
К]^ можно погрузить в шольцево поле с заданной группой Галуа, 
являющейся простым центральным расширением группы К/№. Так как 
в условие 4°, определяющее шольцево поле, входит показатель №, то 
будем предполагать, что в К/К оно выполнено при некотором й, и 
требуется погрузить К/Ё в поле, в котором оно было бы выполнено 
при том же значении й. Условия при этом будут зависеть от Й. 

Для некоторого упрощения рассуждений мы предположим, что поле К 
пересекается с полем Я, являющимся максимальным неразветвленным 
расширением А с абелевой группой Галуа показателя [, по основному 
полю А. При этом мы покажем, что А /Ё можно погрузить в поле, для 
которого это свойство также имеет место. 

1. Случай основного поля, содержащего 1-й корень из 1. 
Мы предположим, что основное поле № содержит корень степени [ из 1. 
Тогда для любого ‘шольцева расширения К /А с 1-группой Галуа опре- 
делены инварианты (у, Х) и (Х)», введенные в предшествующем параграфе. 

ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы шольцево поле К ]Ё можно было по- 
грузить в шольцево поле с группой Галуа, являющейся простым цен- 
тральным расширением группы Галуа К | Ё, соответствующим тарак- 
теру Х, необходимо и достаточно, чтобы инварианты (у, Х) для всех 
характеров у и (Х)» поля К были равны 1. 

Заметим, что равенство единице этих инвариантов равносильно вы- 
полнению условий 


== "я 
Х (ит) 6 Л» (15) 


для [-инвариантных и [-гиперпримарных чисел р из класса Х и для 
всех характеров у. Условие (о„, т) =1 здесь выполнено само собой, 
так как оц не содержит делителей дискриминанта К | #. 

Докажем необходимость условий (14) и (15). Нам известно, что их 
достаточно проверить только для одного представителя из класса Х 


]-инвариантных чисел. Но, с другой стороны, в силу условий теоремы, 
| 


в этом киассе существует хотя бы одно число р, для которого К (Ув) 
является шольцевым полем. Пусть % — критический простой дивизор 


1 
К]№. Если (3%, (Х)) =1, то из того что № имеет в К = (Ув) поря- 
док 1, следует, что 


Так как о, состоит из критических простых дивизоров и [-взаимно 
просто с Э(Х), то 


ЕЯ =1. (16) 
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С другой стороны, всякий простой дивизор @[т должен полностью 
распадаться в К, так как иначе он был бы критическим простым диви- 
1 


зором КУ») не первого порядка. Из этого следует, что 4 полностью 
| 


распадается в А (Ув), т. е. 


(®)=1 для а[ м, т. е. (=)= ‚Е (17) 


Равенства (16) и (17) показывают, что условия (14) выполняются. 
Что касается условий (15), то они тоже выполняются, так как для 
любого простого дивизора 4 /т 


(9) ==1(1), 
г. е. 

% (т) ==1 (1) 
и всегда 

9 (т) ==1(/’); 


это и означает, ввиду (11), что % (т) 6 Л». 
Докажем теперь достаточность условий (14) и (15). Так как поле 
К | Е — шольцево, то в нем можно найти такое [-инвариантное число ц, 
1 


что поле К (Ув) /К будет иметь группу Галуа, являющуюся центральным 
простым расширением группы Галуа К / А, соответствующим характеру Х. 
1 


Не меняя группы Галуа К(Уь) Е, мы можем менять №» произвольным 
образом в его классе Х. 

Нам нужно, следовательно, доказать, что при выполнении условий 
(14) и (15) в и. Х 1-инвариантных чисел можно найти такое число р, 


что в поле К (Ув) будут выполняться все четыре свойства, опреде- 
ляющие шольцево поле. 

Относительно первого свойства это уже доказано в лемме 2, и мы 
иоэтому будем дальше выбирать в Х [-инвариантное [/-гиперпримарное 
число |1. 

Выполнения второго условия можно добиться аналогично, но еще 
проще. Это условие содержательно только для [ =2. Пусть фо», ; — ве- 
щественные бесконечно удаленные простые дивизоры К. Кр, _ является, 


‚1 


по условию, прямой суммой полей вещественных чисел А, . Из рас- 


Ро, + 
суждений, аналогичных использованным при доказательстве леммы 2, 


следует, что числу ш в каждом К, соответствует такая вещественная 
со, 1 
функция № ;(с), что 


№, (5*) = Во, (<) В, (<). 


Отсюда следует, что все м ,(5) имеют один и тот же знак, совпадающий 
со знаком в, (1). Выберем в К такое (-гиперпримарное число т, чтобы 
знак его компоненты в каждом из К, ‚ совпадал со знаком соответ- 


,1 


ствующего р, ;(1). Тогда ит, будет снова 1-гиперпримарным и уже 
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тотально-положительным. Это новое число мы обозначим через в’. Для 
него уже выполнены свойства 41° и 2°. 

Пусть р; — все критические простые дивизоры К /Ё, взаимно простые 
с дивизором Ф(Х). Найдем такое /-гиперпримарное тотально-положи- 
тельное число т’Е А, что 


и ыы тг | 
(5.)=[$; те. (+) = 1 для всех у;. 


Это условие сводится к конечному числу сравнений по модулям р., 
взаимно простым между собою и с[, а поэтому такое число т’ суще- 


й 


ствует. Число р’7т’ обозначим через в” и попрежнему положим 


(7) = (6*) энг. 


Рассмотрим модуль $, являющийся произведением всех критических 
простых дивизоров ф:;, взаимно простых с Ф(Х), всех вещественных 


+ 

бесконечно удаленных дивизоров р.,; и всех 1’ (определение Е; ом. 
в доказательстве леммы 2). Через 5», обозначим группу (-х степеней 
всех классов шой%5, через Ё[й — поле классов к группе 55 и через 


2, — поле, получающееся присоединением к А корня степени из. 
Обозначим через с автоморфизм Г, | А, являющийся автоморфизмом Артина 
дивизора м’. Докажем, что в ком- 
позите АЙ»Г, существует автомор- 
физм с, индуцирующий в К и 2 
единичный автоморфизм, а в Д — 
автоморфизм о. 

Действительно, КИ, [| Г, есть 
поле К!А», где А» есть поле, уча- 
ствовавшее в определении инва- 2» 7.КПЬ 


рианта (Х)», а А, получается при- 
1 —_ 
соединением к А всех Иа», для 


К, 
К 
которых я, [взаимно просто с _ 
> (Х) (см. рис. 1). Докажем, что э К 
индуцирует в Ай» [|] Ё единичный 


автоморфизм. Согласно сказанному 


выше, с индуцирует в КА, [|] С автоморфизм, являющийся автоморфиз- 
мом Артина дивизора тм” в К.К,. 


2ьК 


Рис. 1 


В А» м’ принадлежит к единичному автоморфизму, так как по усло- 
вию (Х)» =1. 
Для всех р., взаимно простых с Ф(Х), по построению ф», 


для а„, [-взаимно простых с Ф(Х). Так как, по условию, (у, Х) =1, те 
отсюда следует, что для таких &, 
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Это и значит, что ш” принадлежит в К, к единичному автоморфизму. 
Таким образом, м” принадлежит в К, и в, а следовательно, и 
в К, к единичному автоморфизму. Поскольку автоморфизм с поля Г 
индуцирует в К» Г Ё единичный автоморфизм, он может быть продол- 
жен до АЙ»Г, так, чтобы индуцировать в АЙ» единичный. Это продол- 
жение мы и обозначим через о. 

Согласно закону плотностей Чеботарева [см. (4), стр. 148], в суще- 
ствует простой дивизор 4, принадлежащий в 2»С.К к о с. 
Так как д принадлежит в Ё к т же автоморфизму, что и т”, то Я лежит 
в том же классе по 55, что И т’, следовательно, пи (тг ‚ сде 2% 
]-гиперпримарно, тотально-положительно и сравнимо с Ри по модулю 
всех р;. Докажем, что число и = р”т удовлетворяет всем четырем нуж- 
ным нам условиям. Оно [-гиперпримарно 1. тотально-положительно, так 


как такими были в” и т. В поле О =К(Уь) критические простые ди- 
визоры К будут иметь порядок 1, так как у делителей Ф(Х) порядок 
не изменится и только показатель ветвления увеличится в { раз, а для р; 
взаимно простых с Ф(Х), это следует из того, что 


(в) = (в) []6.)-* 


Расширение 8 / К будет иметь, ввиду того что 


(в) = (вт) = (674) а, 


в качестве критических простых дивизоров делители ®, про которые уже 
доказано, что их порядок 1, и делители 4, которые имеют порядок 1, 
так как, по построению, 4 принадлежит в А |]Ёк единичному автомор- 
физму. Наконец, и четвертое условие выполнено. Для критических простых 
дивизоров К /А это было предположено, а для 4 следует из того, что 
оно, по построению, принадлежит к единичному автоморфизму в С», т.е. 


% (а) =1(Г). 


"Теорема доказана. 
В случае, когда характер Х +1, максимальное подполе поля К, 


имеющее абелеву группу показателя [, не изменится при расширении К 
| 1 


до К(Ув), так что и К(Ур) будет пересекаться с неразветвленным 

полем Я по А. Если же Х =1, то р [-равно числу а из К. По построению, 

оно делится на простой дивизор 4, взаимно простой со всеми о„. Макси- 
| 


мальное подполе поля К (Ур) с абелевой группой показателя { полу- 
: у 


чается из такого же подполя поля К присоединением Иа и, ввиду ска- 
занного выше, также. пересекается с ® по /(. 

Заметим, что из доказательства теоремы следует, что мы можем вы- 
брать № в его классе Х так, чтобы дивизор т из разложения (3) был 
взаимно прост с любым наперед заданным дивизором. 

Из теоремы очевидным образом следует, что для того чтобы шольцево 
поле А /А можно было погрузить в шольцевы расширения, группы Галуа 
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которых являются простыми центральными расширениями группы Галуа 
К ]Ё, соответствующими классам Х.,..., Х,, необходимо и достаточно 
обращение в 1 инвариантов (х, Х,),..., (х, Х,) для всех у и всех инва- 
риантов (Х.)», ..., (Хьл. 

Следствие. Обращение в 1 всех инвариантов (Х)ь и (у, Х) д0- 
статочно также для погружаемости ‘шольцева расширения К | 
в шольцево расширение, группа Галуа которого является любым цен- 
тральным (а не только простым) расширением группы Галуа. 

Ввиду того что поле К | шольцево, в т существуют такие /-инва- 


риантные числа №, ..., в„› Что поле ® = КЕ, Ре УР имеет нуж- 
ную нам группу Галуа. Мы можем произвольным образом менять числа 
№, ...-› д В Их классах Х, не меняя при этом группы Галуа ® [А. 
Докажем, что №,..., р„ можно выбрать в их классах так, чтобы ®@ было 
шольцевым. Пусть среди р,..., в„ числа р,..., р, мультипликативно 
независимы по модулю подгруппы чисел, [-равных инвариантным, 
ар. ›..., р» Гравны некоторым произведениям 1,..., в, и инвариант- 
ных чисел а. ,...,@„ 
1 — — 
Будем присоединять к К по очереди Ув, ..., Ув. 


о р групп Галуа получаемых при этом полей 


И, рт ую) ) будет тем же самым числом 4, что и у группы Галуа 
поля А |. В самом деле, если бы число образующих увеличилось, то 
НЕО: бы факторгруппа по одтруе Фраттини, т. е. в поле 


КЕ, .... Ув;) содержалось бы число у «ЕЁ, не содержавшееся 
в А. Мы имели бы тогда: 


д ра... рев К и не все 2, ==50(1), 


что противоречит выбору р,...› №, Таким образом, при последователь- 
| 1 


ном присоединении У», аи И № характеры у будут оставаться таки- 


ми же. 
1 


На каждом шагу нам надо будег присоединить У». соответствующее 
1 1 


классу Х;, причем р, лежит не только в К(Уь,, а; Ив) ноивА. 
Ввиду того что характеры х остаются теми же, мы получаем из (5) 
т (13), что 

(%, Х;) = ф, (Х:» =. 


а это и значит, что, изменив в на множитель из К, мы сделаем поле 


й 1 
К (Ув,..., Ув.) шольцевым. | 


Теперь нам осталось к шольцеву полю КУ ва У»№,) присоеди- 
р | 


нить, также по очереди, числа У аа: о У бы. Так как здесь присоеди- 
нения будут соответствовать единичному классу, то все инварианты 
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равны 1 и, согласно теореме 1, мы можем о„11,..., Яш выбирать так, 
чтобы все поле получилось шольцевым. 

2. Случай основного поля, не содержащего /-й корень 
из 1. Предположим, что основное поле Ё не содержит корня степени [ 
из 1. Пусть К | К — шольцево поле. Присоединим к # и К корень $ сте- 
пени [ из 1 и обозначим А (<) через #, а К() — через К. Степень (#:^) 
обозначим через 7. Очевидно, что т| {1—1 и поэтому (т, 1) = 1. 

Заметим, что условия шольцевости для полей К] к и К[Ё эквива- 
лентны. Проверим это для всех четырех условий. 

Условие 2° при этом существенно только при [=2, но в этом слу- 
чае =й, К=К, так что наше утверждение очевидно. 

Для условий 1°и 3° утверждение доказывается одним и тем же рас- 
суждением. Пусть фр — простой дивизор Аи р —его простой делитель 
в Ё. Докажем, что ф тогда и только тогда полностью распадается (соот- 
ветственно имеет порядок 1) в К, когда ф полностью распадается (соот- 
ветственно имеет порядок 1) в К. Кольцо Кр является прямой суммой 
полей Ку,` являющихся расширениями А, степени п, (порядка хр), 
а р — суммой полей Ар степени ту а 5$р) над №». При этом пр (тр) 
есть степень [, а т} (5) делит и поэтому взаимно бота 6.2. Ве Еиа 
В является прямой и. полей Куиу, имеющих, ввиду того что 
(р, т};) = 1, степень пр р (порядок Гр5р) над Ар ип р (Гр ) над №. Таким 
образом, К есть сумма полей степени пу о г над А р: Для того 
чтобы р ос распадался (имел ИЕ ево”, хо и до- 
статочно, чтобы п,(т») равнялось 1. Для того же чтобы ф полностью 
распадался (имел порядок 1) в К, необходимо и достаточно, ввиду до- 
казанного, чтобы также пр (52) равнялось 1. 

Нам остается доказать эквивалентность условия 4° для полей К/Е 
иК/К. Если р — делитель дискриминанта К/К в, р — его простой 
делитель в №, то % (р) = % (р), где } — относительный порядок р в Е [К, 
взаимно простой с 1. Отсюда очевидным образом следует наше утвер- 
ждение. 

Таким образом, если К /А шольцщево, то в поле К /# определены вве- 
денные в предшествующем параграфе инварианты (у, Х) и (Х),. 

Докажем также, что условие, согласно которому К пересекается по А 
с максимальным неразветвленным расширением ® поля А, имеющим. абе- 
леву группу показателя [, выполняется тогда и только тогда, когда оно 
выполняется для К/А. Обозначим соответствующее раслиирение поля А 
через ® и докажем, . что 


КПЯ= (КПА. 


Очевидно, что правая часть содержится в левой и нужно только до- 
казать, что и левая содержится в правой. Для этого заметим, что ввиду 
того что К = КА, К ПА=А, групна Галуа К [К есть прямое произведе- 
ние группы Галуа К/Ё, имеющей. порядок Г, и группы Галуа Ё/А по- 
рядка т, взаимно простого с 1. Отсюда следует, что КПЯ есть композит 
К и подполя ®, поля К, причем Я, СЯ ®. Ввиду того что степени (®,:А) 
и (К: А) взаимно ПРО», Я, должно быть неразветвленным над №. Так 
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как, кроме того, группа Галуа Я, /А изоморфна группе Галуа ®/ < 
СЯ /^, то она абелева и показателя 1. Следовательно, ®С®, что и 
доказывает интересующее нас утверждение. 

ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы шольцево поле К|] можно было 
погрузить в шольцево поле с группой Галуа, являющейся простым цен- 
тральным расширением группы Галуа К |Ё, соответствующим харак- 
теру Х, необходимо и достаточно, чтобы инварианты (у, Х) для всех 
характеров у и (Х)» поля К|Ё были равны 1. 

Доказательство в части необходимости прямо. сводится к теореме 1. 
Предположим, что О /Ё является центральным” простым шольцевым рас- 
‚ширением К/А с нужной нам группой Галуа. Поле О = О (0 является 
также шольцевым расширением поля К/А, причем с той же группой 
Галуа. Из теоремы 1 следует тогда, что все инварианты поля К /А 
равны 1. 

В части достаточности доказательство также сводится к соответствую- 
щему утверждению теоремы 1, но более сложным путем. Мы будем 
пользоваться следующими обозначениями. Через { обозначим образую- 
щий автоморфизм поля &/Ё, так что {" = 1. Через & обозначим такое 
число, для которого 


=, вт 1 (12). 
Ввиду того что # + №, мы имеем также 
8140. 


Через $ обозначим {7—1 + "2 8-... +"? + "1. Используем сле- 
дующие соотношения, имеющие место как для чисел, так и для диви- 


зоров поля #: 
из того, что 
из — 1, (18) 
следует, что в = 8:59 при некотором В, и, наоборот, любое такое а удовле- 
творяет (18); 
из того, что 
ЯД, (19) 
следует, ато а == 8° при некотором 8, и, наоборот, любое такое а удовле- 
творяет (19). 

Все соображения, необходимые для доказательства (18) и (19), со- 
держатся у Рейхардта (3). 

Обозначим 1 — 8" через [х, где (1, 2) == 1, и определим у из сравне- 
ния 2у==1 (1. То, что числа вида 8? удовлетворяют условию (18), а 
В°— условию (19), получается непосредственной подстановкой, если вос- 
пользоваться тем, что 


5 (Е— ев) = м — т =1 — "= 0(1. 
Пусть 0 = 1". Возводя обе части в степень {—8, получим 


о ® = 4-Я, т.е. “=. 
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Возведем обе части этого равенства в степень у. Мы получим: 


Я=— ры. 


Нам надо доказать, что множитель С" —=1. Подставим для этого по- 
1 $ т9-* 
лученное выражение для ав (18). Так как 6 — (7, то № =" . Таким 
образом, 


гтута-* (1-0) __ ртутд-* 
> ( —ъ : 


1 = в — 


а так как те Е 0 (1), то и ("= 1. 
Пусть а!-9 = ‘И. Возводя обе части в степень $, получим, как и раньше, 


1х 


[3 х т т — 
а =т, а = и а -Ё 


—1 - —а 
Ввилу того что (* =”, мы имеем ©“ = 0" 


а = к а 


Наконец, мы будем пользоваться также тем, что условие (19) являет- 
1 


ся необходимым для того, чтобы поле А (Иа) было композитом поля # 
и циклического поля степени { над №. Доказательство получается непо- 
средственной проверкой. 


Переходя к доказательству, мы построим прежде всего, пользуясь. 
1 


теоремой 1, поле К (Ив, являющееся шольцевым расширением К /Ё с 
нужной нам группой Галуа. Далее, мы воспользуемся результатом, по- 
лученным Рейхардтом (3). Он показал, что в А существует такое число 


т , что ]-инвариантное число Во — т удовлетворяет соотношению 


Я = 1, (20) 
1 
а поле К (Ув) есть прямой композит А и некоторого поля ©, нормаль- 


1 
ного над К и имеющего над ним ту’же группу Галуа, что и К (Иь)/%. 
Наша задача была бы решена, если бы мы могли показать, что О 


является шольцевым расширением №. Это эквивалентно тому, что 
1 
К (Уь.) является шольцевым расширением А. Не нарушая свойства (20) 
Зы. ТЬ 
числа р., а также описанных выше свойств поля К (Ур.), мы можем за- 


менить |, числом вида (»,а°, где а — любое число из К. Теорема будет 


доказана, если мы покажем, что таким путем мы сможем получить 
1 


шольцево поле К (Ива) К. 


Начнем с условия 1°, определяющего шольцево поле. Пусть 1 — лю- 
| 


бой простой делитель [ в А. Так как поле К (Ив) шольцево, то 


в =1 в К:. 
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Для числа ро =рт мы получаем отсюда 
=тв Ку, 


а ввиду (20), у 
© РАВ Ку. 


Кольцо Ку разлагается, так же как и в доказательстве леммы 2, в пря- 
мую сумму колец: 


7 7.6 
К. = УИ, 
где с пробегает все автоморфизмы К / №. Все компоненты числа т ° в 
этом разложении равны ему самому. Таким образом, 
ее ыы ев в ие: 
т 1 в Ау т.е. тЫ вв]. 
Выбирая такое число а, из №, что а,6, =1вА|, мы получаем 1-гипер- 
примарное число ра. Положим 
ев. (21) 
Условие 2° в нашем случае всегда выполнено, так как [= 2. Прежде 


чем перейти к рассмотрению условия 3°, сделаем следующие замечания. 
Из разложения 


(.) = м, 


и из: (20) и (21) следует, что 


а =А бич 

АД, херинение из 

Пусть р — простой критический дивизор в К /№, взаимно простой с ® (Х)- 
Ее Е 

Из того, что К, по построению, нормально над №, следует, что р будет 


критическим в К /Ё и взаимно простым с Ф(Х). Из (20), (21) и из того, 
1 


что К (Ив ) шольцево, следует, что 


$.-,-9-©/-®- = 


Е 


где $ — простой делитель р в К. Ввиду (22), мы будем обозначать 


(Е через 6 (фр), где р. = Ме (р). 


р: 


Из того, что К нормально над А, следует, что 


(23) 
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где Хх — любой характер порядка { группы Галуа А / #. (Определение числа 
д, см. в $ 1, п. 4). Отсюда, аналогично выводу (22), следует, что для 
любого простого дивизора аЕЁ 


(5)-) 


Кроме того, из (23) следует, что 
(2) = 90. (24) 


„Заметим, наконец, что если а — любое число из К, то 
кх 0т-1 


ен) - =) 
(25) 


Теперь мы можем перейти к рассмотрению условия 3°, определяюще- 


—1 
дт—1 9 


го шольцево поле. Определим числа с, и с, из К так, чтобы имели мес- 


то соотношения: 
(2)-(#) (2-е (9 


где Х пробегает все характеры порядка / группы Галуа К /, для кото- 
рых а, [-взаимно просто с Ф (Х), а у; — все критические простые диви- 
зоры К /№, взаимно простые с ® (Х). 


Существование числа с, очевидно, так как это число должно лишь 
удовлетворять некоторым сравнениям по взаимно простым модулям р,, 
не являющимся {-ми степенями. 

Для того чтобы доказать существование числа с, ‚ удовлетворяюще- 
го условиям (26), заметим, что эти условия мультипликативны относи- 


тельно о,. Выберем из чисел Г такие а,,,.., а, которые мультиплика- 


тивно независимы по модулю =. степеней, и всякое а, [-равно их про- 
изведению. Нам ‘достаточно найти с,, при котором (26) выполнялось бы 
для 9,,...› 95а. Заметим, что и дивизоры (а,,)..., (а,.) мультиплика- 


тивно независимы по модулю (-х степеней в группе дивизоров. Действи- 
тельно, если бы некоторое их произведение было /-й степенью, то это 


значило бы, что некоторое а, сингулярно и гиперпримарно, т. е. К пересе- 
| 

кается с неразветвленным полем Я по крайней мере по А (и — в про- 

тиворечии со сделанным иредположением. Таким образом, дивизоры 

(а»,),...,(@аха) мультипликативно независимы по модулю 1-х степеней, 


и мы можем найти число с, имеющее по ним наперед заданные значе- 
ния символа Лежандра. 
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Ввиду (24), число с, определяется значениями символов ( 


231 


)- Так 


как 
= „о. И 
р; = ри 2 ь 


то все дивизоры р; и р! мультипликативно независимы по модулю /-х 
степеней. Кроме того, все они взаимно просты с 1. Поэтому существует 
1-гиперпримарное число с, для которого выполнены соотношения, ана- 
логичные (26): 


че а = фт. (27) 


Р: 


Обозначим через & произведение всех ф; и модуля /-гиперпримарности, 


через 5% — группу (-х степеней классов дивизоров шой $5, а через Ё — 


поле классов к группе 5% над А. Пусть автоморфизм Артина дивизора 
| 


п Сов С будет в,. Поле КПЁ получается из Ё присоединением И», 


для всех а, -взаимно простых с > (Х). Ввиду (27), 


С 


так что с, индуцирует в КПГ единичный автоморфизм. Из этого сле- 
дует, что в КЁ существует автоморфизм ©, индуцирующий в К единич- 
ный автоморфизм, а в Г. — автоморфизм с:. Согласно закону плотностей 
Чеботарева, в Е существует простой дивизор 41, принадлежащий к о 
вК Г. Так как Ч принадлежит в С ктому же автоморфизму, что и п.с, 
то 9, лежит в том же классе по 5%, что и п:бу, т.е. 91 = и, с (с), где 
с /-гиперпримарно и сравнимо с 1 по модулю всех р:;. Докажем, что 
для числа р =: (с 6.) выполнены условия 1°, 2° и 3°. 

Условие 1° не нарушилось, так как сос, по построению, гиперпри- 
марно. Условие 2° в нашем случае всегда выполнено автоматически. 


В связи с условием 3° заметим, что 


(2) = 6, 241. 


Дивызор 49, имеет в К порядок 1, так как он принадлежит, по построе- 
нию, к единичному автоморфизму в К. Наконец, дивизоры р взаимно 
1 


простые с Э(Х), имеют порядок 1 в К (Ув»), так как, ввиду (21), (25) и 


— @-©9-900- 


6 известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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а те критические дивизоры №, которые входят в Ф, приобретают 
| 


в (Ув) в {[ раз болыпий показатель ветвления и поэтому остаются 
первого порядка. 

Нам осталось еще рассмотреть свойство 4°. Найдем для этого в К 
такое число &, что 


$ (2) 7% (а) =1 (Г). 


Ввиду того что 8 Е 1 (1), а % (4,)=1(1), так как К содержит корень 
степени [ из единицы, такой выбор возможен. 

Обозначим через ИН группу классов дивизоров Ё по модулю, являю- 
щемуся общим наименьшим кратным [’ и модуля гиперпримарности, а 
через Я, — принадлежащее к ней абелево поле. Я, имеет в качестве кри- 
тических простых дивизоров только делители [, а его максимальное 
неразветвленное подполе, имеющее группу показателя [, совпадает с Я. 

Так как К шольцево, то его критические простые дивизоры отличны 
от делителей [и поэтому К ПЯ, не разветвлено над К. Но, по условию, 
#®ПК =^, так что КП, =А. 

Ввиду этого и на основании закона плотностей Чеботарева, мы можем 
найти в К такое число х, что а, (х) = 4, где а — простой дивизор, при- 
надлежащий в К к единичному автоморфизму, х'Ё ЕН и х=1{:) 


для всех у. 
1 


Поле К (Уь,*) не потеряет свойств 41°, 2° и 3°. Для свойств 2°и 3° 
это очевидно, а для свойства 1° следует из того, что 


НН 


| 
=: -— — СВ 
т. е. х2 /-гиперпримарно. Но поле К (У р.хз) будет обладать также и свой- 
ством 4°. 
Действительно, единственным простым делителем дискриминанта, для 


которого нам нужно проверить свойство 45, является (0. Для него мы 
имеем: 


% (9) = % (91) 9 (х) == (7) 9 (91) == (8) 99 (9.) == 1 (1^), 


так как х=8 77), Теорема 2 доказана. 

3. Пример. В заключение приведем пример, показывающий, что 
построенные нами инварианты не всегда равны 1, причем мы ограничимся 
только инвариантами (у, Х). 

Пусть К, /А — некоторое шольцево поле и р» — его [-инвариантное 
число, не лежащее в единичном классе Х. Так как дивизор м из разло- 
жения (3) взаимно прост с дискриминантом К,/А, то поле классов 
к группе, состоящей из [-х степеней классов шо т, не пересекается 
с К,/К. Ввиду этого мы можем найти, на основании закона плотностей 


Чеботарева, простое /-гиперпримарное (при / = 2 тотально-положительное) 
1 
число т6А, полностью распадающееся в К, /№, но инертное в К, (Ув), 


к 
для которого (=) == 
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1 

Если мы обозначим А, (Ут) через К (см. рис. 2), класс /-инвариант- 

ных чисел, в котором лежит р, — через Х, и характер, для которого 
к = а,„, — через у, то 


ых (ЕН тела 


Эти рассуждения при [ =2 годятся и для случая, когда А есть поле 
рациональных чисел В. Простейший конкретный пример этого рода таков. 
Пусть К =А (И 17, У281). К — шольцево, так как 


17>0, 281>0, 17==281==1(8) (т) =1, (вт) =1. 


Пусть х — характер группы Галуа К, для которого а, = 281, и Х — класс, 
соответствующий погружению В (17) в циклическое поле 4-й степени. 
Мы докажем, что (у, Х) = —1. 

За представитель в класса Х мы можем взять 


р =17 + 4У17 =У17 (4 + 17), 
р? =р (АУ 17). 
При этом т=\1, Ф= УТ, так как А+ ИУ является единицей 
в А(У17.. ау 
В поле В (17) к) 
оВЕеААА (37808 УТ). 99 и) о 
Очевидно, что _ К 
АЕ 251 
е- == ег) на К, 


* т) | 
Найдем р Так как ь р о 


х 


так как 


а, = 281 = М (37—8 У17), Рис. 2 


| - У17 (4+ У17 = ( 37—8У17 
| 37—8У 17 ИИ ИЯ, |" 


то 


последнее — по закону взаимности. Так как 4+ 17 является едини- 


цей, то 
37—81 17 __ [37—8У17 = (©) ри 
Ут (4 +У17) = ( ВА Е 


Таким образом, 


[Е] Е-Ь во 


А 
Хотя инварианты (у, Х) и не равны, вообще говоря, 1, но их значения 
не могут быть совершенно произвольными. Например, если 7х — любой. 
6* 
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1 ! 

характер группы Галуа шольцева поля К = Е(У с, У»), а Х соответ- 
ствует погружению К в поле с неабелевой группой порядка [3 и пока- 
зателя [, то (х, Х) =1. 

В статье Таннака (1), о которой шла речь во введении, утверждается, 
что если Ёэ С и поле К, по нашей терминологии, — шольцево, то его 
можно погрузить в шольцево поле с наперед заданной группой Галуа, 
являющейся центральным расширением группы Галуа К | К. 

По теореме 1, это возможно только тогда, когда все инварианты 
(х, Х) и (Х)»ь равны 1. Построенный пример показывает, что это не 
всегда так. 

Ошибка же в рассуждении Таннака заключается в том, что он сна- 
чала умножает /-инвариантное число р на т так, чтобы все у;, крити- 


| 

ческие в К/№, имели первый порядок в К (Ув), а потом на такое пу, 
чтобы все делители рит’ имели в А первый порядок, и не замечает, что 
при втором умножении теряется то, чего удалось добиться при первом. 


8 3. Существование расширений с заданной группой Галуа порядка Г 


1. Канонические гомоморфизмы. Рассмотрим ряд нормаль- 
ных делителей №. свободной группы 5 с 4 образующими, определяемый 
индуктивно следующим образом: №, = 9, Мер; есть подгруппа №., поро- 
жденная коммутаторами элементов Л. с элементами 5 и [-ми степенями 
элементов М№,. Факторгруппу &5/№ мы будем обозначать через ®® или, 
если это не будет вызывать недоразумений, просто через Фа. Во всех 
дальнейших рассуждениях будет играть роль некоторая фиксированная 
минимальная система образующих $1,..., ба группы ®4. 

Пусть даны группы ©д и ©; с фиксированными в них минимальными 
системами образующих $1;..., 54 и Ц&,...,&5. Мы будем предполагать 
дальше, что 6 < 4. Гомоморфизм Фа на ©; называется каноническим, если 
при нем $1,..., 5а переходят только в &,..., & и единицу группы ©. 
Очевидно, что канонический гомоморфизм однозначно определяется отоб- 
ражением множества $;,..., 5а на множество {1,...,&, 1 ивсякое такое 
отображение определяет некоторый канонический гомоморфизм. Канони- 
ческие гомоморфизмы мы будем обозначать через 5, Т ит. д. и иногда 
называть просто гомоморфизмами. 

В дальнейшем мы будем рассматривать только такие канонические 
гомоморфизмы 5. при которых в Ц,..., &— переходят $1,..., 55, и 
только они. Образующие 55,..., 5а мы будем называть свободными. Та- 
кой гомоморфизм 5 однозначно определяется множеством тех свободных 
образующих, которые переходят в &. Это множество мы будем обозна- 
чать через [5]. Число элементов [5] будем обозначать через |5|. Гомо- 
морфизмы указанного вида мы будем называть гомоморфизмами типа 
(о бое белы 2 | 45). 

Два гомоморфизма 5 и Т мы будем называть независимыми, если 
множества [5] и [Т] не пересекаются. Тогда существует один единствен- 
ный гомоморфизм В, для которого 


[В] = [$] 917]. 
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В мы будем называть композитом 5 иТ и обозначать через 5 * Г. Опе- 
рация компонирования гомоморфизмов коммутативна и ассоциативна и 
применима к любому множеству попарно независимых гомоморфизмов. 
Очевидно, что при этом | 5.*--.#9щ|= |5. | --*-|5т|. 

2. Функции гомоморфизмов. В дальнейшем будут рассматри- 
ваться и называться коротко функциями гомоморфизмов функции }(5), 
определенные на множестве всех гомоморфизмов и принимающие значе- 
ния, являющиеся элементами некоторой абелевой группы порядка в. 

Для функций гомоморфизмов одного и того же типа (51,..., $51; 
1,..., 81|) определяется степень относительно образующей &. Рас- 
смотрим функцию 


$ (5, Г) = 7(5)1 (Г) 1 (5 =Г)", (28) 


’ определенную для любой пары независимых гомоморфизмов би Ти 
симметричную относительно 5 и ТГ. Слепень 0 припишем функции, кото- 
рая для всех 5 принимает значение 1. Мы будем говорить, что ] (5) 
имеет степень < п, если Ф(5, Г) для любого 5 имеет, как функция от 
Т, степень <п— 1. Заметим, что не утверждается, что всякая функция 
имеет некоторую степень. Например, функция, принимающая для всех 
5 одно и то же, отличное от 1, значение, очевидно не имеет никакой 
степени. 

Определение степени функции можно сформулировать другим эквива- 
лентным образом. Функция }(5) имеет степень «ип, если для ‘любого 


множества из п -- 1 попарно независимых гомоморфизмов 54,..., 51 
удовлетворяется следующее соотношение: 
ие. 510 — {а 
И 1 (5 *- у #5) =1, (29) 
1-0 
где (/1,...,],) пробегает все непустые подмножества множества 
(8: 919 9 9 та). 


Докажем эквивалентность обоих определений. Доказательство будем 
вести по индукции. Покажем предварительно, что для любых попарно 
независимых 5;,...,9 имеет место тождество 


НЫ 
® 
АЙ Е 
ЦП э6ь, 5 в5)С9 = ПИ с#б)®, (80) 
а ТК) и 
где слева (т:,..., ГА) пробегает все непустые подмножества множества 
(2,..., ша), а справа (71,...,/к) — непустые подмножества (1;,..., ша). 


Для этого в левой части равенства (30) выразим ф через ] согласно (28). 
Мы получим: и | 
о”. 


(т1›. 4, ТК) (стр) 


- Пи 5. в. #5) 
(71 ›... т) 
Сравним отдельные множители в (31) и в правой части (30). Первое 


произведение есть }(5:,), возведенное в степень, равную 


и с 


(т1›-.. тр) #—1 


Я: (31) 
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т. е. совпадает с множителем /(5:) * в правой части (30). Каждый мно- 
житель второго и третьего произведений очевидным образом совпадает 
с определенным множителем в правой части (30). Таким образом, то- 
ждество (30) доказано. 

Если мы предположим, что }(5) имеет степень < п согласно первому 
определению, то по индуктивному предположению это значит, что левая 
часть (30) обращается в 1. Тогда и правая часть равна 1, а это и зна- 
чит, что /(5) имеет степень < п согласно второму определению. Если 
же }(5) имеет степень < п согласно второму определению, то правая, 
а следовательно, и левая часть (30), равна 1. Но, согласно индуктивному 
предположению, это значит, что ®(5;,, Т) имеет при любом 5.;, степень 
<п— 1 относительно Т, т. е. что }(5) имеет степень < п согласно пер- 
вому определению. 

3. Теорема существования. Докажем теорему, гарантирующую 
в некоторых случаях существование решений у уравнений /], (5) = 1, где 
1: (5) — имеющие определенную степень функции гомоморфизма. При этом 
мы будем рассматривать кавонические гомоморфизмы. группы @а с ме- 
няющимся числом образующих 4 на раз навсегда фиксированную группу 
©;, причем все гомоморфизмы будут одного и того же тина. 

ТЕОРЕМА 3. Для любых натуральных чисел К и п существует за- 
висящее только от них натуральное число С (Е, п) со следующим свой- 


ством: какие бы Ё функций гомоморфизмов }(5),..., (5) степени 
< п ни были заданы на группе @а се 4 С(Е, п), всегда найдется такой 
гомоморфизм 5 этой группы; что },(5) =1;, &=1,..., К. 
Доказательство ведется индукцией по степени п функций },..., ]л. 
Выберем некоторый гомоморфизм Т., для которого | Т', | = 1, и рассмотрим 
функции 
и о а с 


как функции от 7. Они определены только для гомоморфизмов Т, не 
зависимых от Т., или, можно считать, для гомоморфизмов группы 4 — 1 
образующих, которая получится, если в группе ®а перевести в 1 обра- 
зующую [Т',]. 

Предположим, что 4 >С (ЕЁ, п 1) 1, и выделим из числа свобод- 
ных образующих группы ©а подмножество М, из С (Ё, п — 1) образующих, 
не содержащее [7,]. Рассмотрим функции $; (Т+, Т) только на множестве 
тех гомоморфизмов Т, для которых [Т]<Мь, или, что то же самое, на 
группе с 6 + С (А, п — 1) образующими. Мы можем применить к ним индук- 
тивное предположение и получим, что существует такой гомоморфизм 
Те [ТМ ьахо 

9: (Ть, Г») =1, 
1. (Т.*Ть) = Они) = гы 

Рассмотрим теперь ЗА функций: 

т т (32) 


Эти функции определены на гомоморфизмах Т, не зависимых от Т; и 
Ть, или можно считать, на группе с @а—1—С(А,п— 1) образующими, 
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которая получится, если перевести в 1 все образующие группы Фа, вхо- 
дящие в [Т,] 0 М,. Предположим, что 
а 1-С(Е, п |+ С (3%, п 1), 

и выделим из числа свободных образующих группы ®. подмножество Мь, 
не пересекающееся с [7] 0 М, и состоящее из С (3%, п — 1) образующих. 
Рассмотрим функции (32) только на множестве тех гомоморфизмов Т, 
для которых [7] С Мь, т. е. на группе с С (3, п — 1) образующими. Мы 
можем применить к ним индуктивное предположение и получим, что 
существует такой гомоморфизм Т. с [Т.]| С МЬ, что 

Ф#(Ть, Тз) = 1, 

$; (Ть», Тз) = т, 

$; (Ту * Гь, Гз) =1, 


№ (Т, * Гз) = АСТ) К (Т3), 

Ё (Ть * Тз) = ВТ) (То), 

Ё(Т, «Ть* Тз) = р (Т.) р (ТЬ) ВТ 
ем 


Продолжая этот процесс на х шагов, мы получим, как легко видеть, 


что если 
А-а д 
то существуют попарно независимые гомоморфизмы Т,,...,Т,, для 
которых имеют место соотношения: 
(Ти, ..=®Т,) = АСТ) о... ТТ) @=№...,В, (33) 
если (71,.. .,/)— любое подмножество (1,...,г). Мы положим 


г = <® +1 и, соответственно, 

СЕ =1+С(Е п + СЗ, п 1+... С (27° 
Поскольку, согласно предположению теоремы, 4 > С (&, п), гомомор- 

физмы Т,,...,Т, с указанным свойством существуют. Так как мы 


имеем А функций | (5), каждая из которых может принимать &$ зна- 
чений, а число гомоморфизмов Т в нашем множестве равно 8+, то су- 


ИЕ 


И 


ществует система гомоморфизмов Г;,...,Г;, для которой выполнены 
соотношения 

И (Тя) — Я (ть) =... = А (Т;) (1 — 1 оао К). (34) 
Положим 


Ввиду (33) и (34), имеем: 
= (ТТ) (Ть)... ВП = (Г =\ 
так как значения функций ]; принадлежат группе порядка &. Таким 
образом, гомоморфизм 9 Е всем требованиям теоремы. 
Заметим, что если группа ©) с а, <@4 является гомоморфным об- 
разом группы © при - каноническом гомоморфизме, то любая 
функция гомоморфизма на ©© является также функцией гомоморфизма 


288 И. Р. ШАФАРЕВИЧ 


на © ‚ так как любой канонический рам (ой является в то 
же время каноническим гомоморфизмом ФО. 

Следствие. Если при предположениях теоремы 3 в группе @а 
указаны т свободных образующих $:,..., 51 и 42 С(Ё, п) - т, то 
группу @а можно отобразить при помощи канонического гомоморфизма 
на группу ©; т с образующими г и: у которой все функции 
м об ращаются в единицу на И. УЕ, и. 


ое ЕЯ ое 2. 
6-1 
Доказательство. ‘’Отобразим группу Фа на @а-ш, положив 


к т. 


К полученной группе ®©а_„ можно применить теорему 3 и найти 
канонический гомоморфизм 5, для которого 
=. о. 


5 будет также каноническим гомоморфизмом ®©а. Рассмотрим канониче- 


= 14 # 7’ 

ский гомоморфизм @а на группу ®5-- т с образующими $,,...,55» $». * 
/ © 

-..›55 рт Который для всех образующих, Бром $4» - ^ - „ии пОпреДеЛОН 

так же, как 5, а $,...,5:„ отображает на 5, ,...,5,. и. Очевидно, 


©:+т будет обладать указанными в формулировке‘ следствия свойствами. 
4. Инварианты (у, Х) и(Х)ь полей с группой $0. Предпо- 
ложим, что мы имеем шольцево поле К/А, группа Галуа которого есть 


группа ©) с выделенной в ней системой образующих 5$1,..., 5а. Изу- 
чим инварианты (у, Х) и (Х)» в этом случае. Прежде всего рассмотрим 
базис группы характеров порядка [ $.,..., ха, взаимный к системе 
образующих $1,...,3а, т. е. удовлетворяющий соотношениям 

1: (5) =1, ЕЛ 

+ (88) = 1. 


Числа а„, будем сокращенно обозначать через о;. В дальнейшем будем 
предполагать, что числа о; попарно [-взаимно просты. 

Заметим, что если представить ®© в виде факторгруппы М№/5 свободной 
группы с 4 образующими, как мы это делали в $ 1, то № будет совпадать с 
№, а №’ из леммы 1 — с №41. Очевидно, что М / №' есть не что иное, как ядро 
гомоморфизма ®ФР на ®0, а это есть центр группы ®® #9. 

Таким образом, для исследования характеров Х нам нужно знать 
центр 2 группы ©". Он был исследован в работе А. И. Скопина (у 
который показал, что 2 разлагается в прямую сумму подгрупп 


=, + бы (35) 
где 7, изоморфно модулю многочленов Ли степени у от 4 неизвестных 
72,..., Ма над полем вычетов по модулю [. При этом неизвестные 


х; связаны с образующими $; соотношениями $; = 1 + 2:. Из. этого сле- 


дует, что гомоморфизм группы ©", при котором некоторое $; пере- 
ходит в 1, индуцирует в модуле многочленов’ Ли гомоморфизм, при 
котором соответствующее х; переходит в 0. 

Из конструкции А. И. Скопина следует также, что образующие 


х; модуля 2, при изоморфном отображении 2, на центр вет отобра- 
с--1 


1 
жаются на $; —. Отсюда вытекает, что при расширении группы ®©, 
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соответствующем характеру Х группы 2, аннулирующему подгруппу 71, 
ни один из элементов вида $и, где (г, 1) =1 ии принадлежит под- 
группе Фраттини группы ©, не повышает своего порядка. 

Чтобы показать это, докажем, что в группе 5 


Те с 
(ти) = 5 (№с+1), если иЕМ.. 


Проще всего доказать это соотношение индукцией по с. Мы имеем: 


16—1 
а ГОЛ 


Возведем обе части в степень / и воспользуемся тем, что элементы № 
коммутируют с элементами 5 по модулю М1. 


у р т м 71° 2% ЯР 
(5: и) == (5; $) Е С (Ме- 1), 
так как Е М. а, если 96 М.. 
Из доказанного соотношения и следует, что любой элемент вида $: и 


(с 
имеет в (С порядок Г: а в расширении, соответствующем и имеет 


порядок {°" только при У) 1. 
В соответствии с разложением (35) мы можем представить каждый 
характер Х группы 1 в виде 
Х=х, + Х,, 


где Х, аннулирует все подгруппы 1, кроме 2,:, а Х’ аннулирует под- 
группу 2:. Для дивизоров Ф(Х), введенных в п. 3 $ 1, мы имеем при 
этом: 
э(Х) = 5(Х,) > (Х'). 
Так как было доказано, что Ф(Х) содержит те и только те простые 
дивизоры, образующие автоморфизмы групи инерции которых повышают 
свой порядок при расширении, соответствующем Х, то из сказанного. 
выше следует, что 
0), 


Нам остается исследовать подробнее характеры Х,. Группа й, изоморфна 


62 = 622 /Ф(6”), 


где Ф(6$!"?) означает подгруппу Фраттини группы СР, причем есте- 


ственный гомоморфизм дается отображением $->5”. В самом деле, ото- 
бражение 
с 
п 2 Ме 


является гомоморфизмом, что следует из соотношения 


(у нау" (Мы), 
непосредственно’ доказываемого индукцией по с. Мы знаем, что 
и 6 о(8017) при этом гомоморфизме переходят в 1, а образующие 
$; —в образующие 1, что и доказывает наше утверждение. 
Таким образом, характеры Х, группы , находятся во взаимно 


(с-1 
однозначном соответствии с характерами Х порядка [ группы Иа 
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Характер Х:, соответствующий характеру х, будем обозначать через Х. 
Выясним, для каких пар характеров х‚, Хх, определен инвариант 
(%. х,). Для того чтобы он был определен, необходимо и достаточно, 
чтобы а, было [-взаимно просто с 5 (%;.) Как мы знаем, о, не будет 
[-взаимно просто с > (%,, если оно содержит простой делитель р 
в степени, не делящейся на [, образующая группы инерции которого 
повышает свой порядок при расширении, соответствующем р. Как легко 
видеть, ввиду того что числа а,..., ба попарно (-взаимно просты, 
образующей группы инерции такого дивизора будет автоморфизм с, для 
которого У, () + 1, Х, (3) =1 при [= 7. Такой автоморфизм повышает 
свой порядок при расширении, соответствующем характеру ху, только при 
ЕВ. 

Действительно, элемент 5, для которого у, (з) = 1, у, (5) =1 при 
+7 имеет вид зи, где (1, г) =1 и и— элемент подгруппы Фраттини. 
Такой элемент повышает свой порядок при расширении, соответствую- 
щем Ре только если 


ры 


Так как 


ыы 


ия, ХР) =, 


то это имеет место только при { = 7. Таким образом, инварианты (х., Х°) 
определены для всех характеров х, и Х', а инварианты (у, х) тогда и 
только тогда, когда & = 7. 

5. Инварианты (у, Х) и (Х)» как функции гомоморфиз- 
мов. Как и вп. 4, мы будем рассматривать шольцево поле К, группа 
Галуа а есть группа © с выделенной в ней системой образую- 
щих $1,...,5а, причем числа а.,..., ба в -взаимно просты. Рас- 
смотрим канонический гомоморфизм группы ®Ф на к ы группу ®®. 
Его ядро Ъ является нормальным делителем группы 63) ‚ так что % при- 
надлежит нормальное подполе поля К. Это подполе мы будем обозначать 
через КЗ. Очевидно, КЗ имеет группу Галуа ®® с выделенной систе- 
мой образующих [,..., 5, состоящей из образов образующих $1, ..., 34. 
Числа а,....9з, соответствующие подполю К”, получаются перемно- 
жением чисел а,...оа, причем разные произведения не имеют общих 
множителей, так что %,,..., аз попарно [-взаимно просты. Это следует 
из того, чтоесли [5] = (5:,,... ›5:и)› ТО числа @.,... , аз, соответствующие 
полю К, совпадают с такими числами, соответствующими полю К, 
а число оз поля К имеет вид а... и, Где б,..., и, — числа, соот- 
ветствующие полю т с Последние О можно проверить непо- 


средственно. Именно Ув, .. ть Бер = .а:„ — инварианты отно- 
сительно автоморфизмов поля К, составляющих ядро гомоморфизма 5, 
и соответствуют характерам у.,...,Х.. 


— 


Рассмотрим характеры х,..., Х, группы ®® и характеры и - 
и Х’ центра 2 группы ®©©10. 
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Пусть 5 есть произвольный канонический гомоморфизм группы ©) 

на ©. В поле К® определены инварианты 
(х„ Х), р) при ЕР (Х'); и (х,),, (36) 

При фиксированном поле К каждый из них однозначно определяется 
гомоморфизмом 5 и является, таким образом, функцией гомоморфизма. 
Число инвариантов (36) будем обозначать через А или, если надо будет 
подчеркнуть зависимость от числа образующих 8 группы ©, — через А. 
Мы имеем, таким образом, & функций гомоморфизма: 1, (5),..., ри (5). 
Нашей ближайшей задачей будет исследование их степеней. 

Так как в силу (35) каждый характер Х является суммой характеров 
Х, групи Й,, аннулирующих й„ при р = у, то мы ограничимся расемо- 
трением только характеров Х,. Каждый такой характер есть характер 
модуля многочленов Ли степени у от 4 неизвестных 21, ..., Ха над полем 
вычетов по модулю [. Мы будем говорить, что характер имеет степень 
< п относительно образующей 2:, если он аннулирует все одночлены Ли, 
в которые х; входит в степени, ббльшей п. Совершенно аналогично тому, 
как мы это делали для групп ®®, определим канонические гомомор- 
физмы для модулей Ли заданной степени от 4 переменных. Если ле) 
есть модуль Ли многочленов степени у от переменных у, ..., У,, 
а ЛФ) — та переменных #2:,..., Ха и 9 — канонический гомоморфизм 
1$ на Л, то каждый характер Х, модуля Ао будет также характе- 
ром модуля. Л9. Этот характер мы обозначим через ет 

ЛЕММА 3. Если характер Х, модуля АХ имеет степень < п отно- 
сительно у, и аннулирует все многочлены, зависящие только от 


Уз ---) Уз» ТО 


вузы * "бу, 
хе 0, (37) 
та) 
где 5.,...5, пробегает все непустые подмножества множества 
о из п-+ 1 попарно независимых гомомордизмов одного и того 
1 о Эп-ы Ё 
АЕ ННИЫ ль М, 2. 1 |5). 


Доказательство. Пусть х есть произвольный многочлен Пи мо- 
дуля ЛФ. Оператор замены на уз всех неизвестных, входящих в мно- 
жество [5], обозначим через р;. Оператор замены нулем всех свободных 
образующих, входящих в [5;]|, обозначим через. 4; и оператор замены 
нулем всех свободных образующих, кроме входящих в [5,] 0... 0 [$41], 
обозначим через 45. Тогда условие (37) можно переписать так: 

а. Чо?) = (38) 
где сумма распространена на все разбиения (11 ...%/1.../и+1-—®) множе- 
ства (1,..., п- 1) на две части, из которых первая не пустая. 

Заметим, что операторы р; и р, коммутируют между собой, так как 
они действуют на разные образующие. Это же относится и к операторам 
4» 9; и р» 9; при Г 7, причем 4, коммутирует со всеми операторами. 
Ввиду этого имеем: 


Г. Е 
р Ор ры В, в ре 91% ро. 
== 4, (4, и Р,) ва (Ч 7 Ред 991 о, Чт (39) 
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Применим оператор (39) к произвольному многочлену Ли ®. Если для 
некоторого # ® не содержит ни одной образующей, входящей в состав [5: |, 
то 959=42= и поэтому оператор 


4 (4, =. Р) мт: (Ча бе Рада) (40) 


переводит © в 0. Если же ‹ содержит хоть по одной ‘образующей из 
каждого [5;|, то оператор (40) переводит © в многочлен, имеющий отно- 
сительно у, степень по крайней мере и -- 1. Наконец, оператор 9041... 
...9,а переводит $ в многочлен, зависящий только от У, ..., Уз. 
Таким образом, оператор (39) переводит любой многочлен Ли в сумму 
многочлена, имеющего степень по крайней мере п -{ 1 относительно у,, 
и многочлена, зависящего только от У,...,У;_.. На таких многочле- 
нах характер Х, обращается в 0, что и доказывает (38), а следова- 
тельно, и (37). | 

Следствие. В предположениях леммы 3 для любого гомомор- 
физма 5,, независимого от 5\,..., Эта, 


№ (= Пе *--`* 8 Ей. (41) 


(4: .. 11) 


Для доказательства достаточно произвести сначала канонический 
гомоморфизм, который на образующие, входящие в [5%], действует как 5х, 
а все остальные образующие не меняет, и к полученному модулю Ли 
применить лемму. 

В дальнейшем мы будем применять мульгипликативную запись, так 
что формулы (37) и (41) примут вид: 


р (42) 


И 


АР Си В 
| Е (43) 
(1, ... 1) 


ТЕОРЕМА 4. Если характер Х, имеет относительно у, степень < п, 
не аннулирует хоть один многочлен, зависящий от у,, и аннулирует 
все многочлены, зависящие только от У,..., У; _› то инварианты (х,, Х 
и (Х,)» имеют, как функиии гомоморфизмов типа ($1, ... 38—13 В, ... 5—1 | 25) 
группы Галуа ©о шольцева поля К, следующие степени: 


(Х,)» — степень < п, 
(хь Х,) при ЕЁ 8 — степень < п, 


(у, Х,) — степень «п - 1. 


Таким образом, все эти инварианты имеют степень <е-+2. 
Доказательство. Мы воспользуемся вторым из двух данных 
в п. 2 определений степени и проведем доказательство отдельно для 
каждого из трех перечисленных в формулировке теоремы случаев. 
Обозначим инвариант (Х,), подполя К8 через 1(5) и докажем для 
него соотношение (29). Характер Х,, связанный с группой Галуа 
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5 25 - > 
поля К”, определяет характер Х,, связанный с группой Галуа поля К, 
причем, согласно формуле (13) $ 1, 


1($) = (Х,)» = (Х»ь. 


Формула (29) сводится, таким образом, к формуле 


П (хе на и. ин 
У |2 Е а 
в 


Ввиду формулы (12) $ 1 мы имеем: 


И ам 
(У) Ня [р 
правая же часть этой формулы равна 1 в силу (42). 

Обозначим теперь через /(5) инвариант (х;, Х,) подполя КЗ поля К, 
причем напомним, что он определен, если Х, есть один из характеров Х', 
те, или есть характер Ух; с ]-ЕЁ. Характер х группы Галуа 
поля КЗ является характером у И Галуа поля К, а рн а, 
связанный с группой Галуа поля К°, определяет характер Х®, связан- 
ный с группой Галуа поля К. В рассматриваемом случае все характеры 78 
совпадают между собой, так как характер Хх; не зависит от образую- 
щей #5. Мы будем обозначать их все через у:. Заметим, что инварианты 
(х. И определены тогда же, когда определены инварианты (ух, Х,). 
Ввиду (7), имеем: 


1(5) = (хь Х,) = (ь ХУ, 
и формула (29) сводится в нашем случае к равенству: 
— д. Ф... * . — к 
П (%, Хх" 5) 1) = 
(в...) 
Ввиду (6), мы имеем: 
1 5; ®---* 5; (= 1)^ Е Ра а: (—1)^ 
П (+ Х, я ы. Хе, П (Х, # ); 
($: -.. 4%) (и: 1) 


правая же часть этой формулы равна 1 в силу (42). 
Нам осталось рассмотреть последний случай. Как и в предыдущем 


случае, имеем: 


1(8) = (х» Х,) = (в, Х8 


Левая часть соотношения (19) приводится в данном случае к выражению 


т (44) 
р 41.) 
где (5,,..., 9) пробегает  непустые — подмножества множества 
(50, 51, ..., 941) из п-+-2 независимых гомоморфизмов. Применим лем- 
му3З к характеру х,; мы получим, что 
5. *...* 5. 5: 8. 


Ст 


5 м р дааа 
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Заметим, что, как можно непосредственно проверить, инварианты 
(5, Хх) определены, если были определены инварианты (у, Х.,), так 
что мы можем записать (44) в виде 


ыы 5; 8; (—1* 
И. По", о ®) . 


(1, ... 2) Т=Е 


Если в этом произведении собрать все множители, у которых на первом 
месте стоит х5 ‚ то мы получим выражение 


где 5;,..., оц, пробегает все ‘подмножества множества ев 
не содержащие 5;. Мы можем переписать это выражение в виде 


а еабы в "Вы а. 
о) 
что равно 1 в силу (43). Теорема доказана. 

Заметим, что если в предположениях теоремы 4 Х аннулирует все 
многочлены, зависящие от у,, то при 1-8 (у, Х) не имеет степени, 
а (х„, Х) имеет степень 1. 

6. Существование расширений с заданной группой 
порядка Г. 

ТЕОРЕМА 5. Для каждого натурального числа 6 существует нату- 
ральное ‘число С (5) со следующим свойством: в любом шольцевом поле К 
с группой Галуа $©), 4>С(5), с выделенной системой образующих 
5,...,5а и попарно 1-езаимно простыми и,..., а, существует под- 
поле К? с группой Галуа ®® и ссеми инвариантами (у, Х) а (Хь, 
равными 1. 

Доказательство. Выберем в модуле многочленов Ли степени 
с +1 базис, состоящий из одночленов Ли, и расемотрим базис группы 
характеров, взаимный к этому базису. 

Если в базисный одночлен Ли Ф, входят неизвестные т:,..., 92а в 
степенях т,,..., та, то соответствующий базисный характер Х; будет 
аннулировать все одночлены Ли, в которые переменные входят в других 
степенях. Если при этом т; 0,..., т, +0, а остальные степени 
т; =0, то мы будем говорить, что Х; зависит только от %:,..., х:,. 
Так как любой характер составляется из базисных, а инварианты (у, Х) 
и (Х)» мультипликативны, то мы будем добиваться равенства единице 
только тех инвариантов, в которые входят базисные характеры. 

Перепишем все инварианты (у, Х) и (Х), с базисными характерами 
Х и Х в определенном порядке. Сначала напишем те инварианты, в ко- 
торые входят характеры Х, зависящие только от 21 и 1, и характеры 
У1 И 72. При этом, как легко видеть, если характер Хх есть х.:, то Х 
зависит от х., а если ух есть у., то Х зависит от х,. Число инвариантов 
этой первой группы обозначим через А,. Затем напишем инварианты, в 
которых х есть х., Х› или у., а Х зависит только от д, 4, х., причем 
или ) есть уз, или Х зависит от 7.. Число инвариантов этой группы 
обозначим через А.. Аналогично, через А; обозначим число инвариантов, 
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в которых Хх есть одно из Х:,...,дь а Х зависит только от 41,..., 2, 
причем или х=х, или Х зависит от х,. Очевидно, что число таких 
групи будет 5, и каждый инвариант, в который входят только базисные 
характеры, попадет в одну из этих групп. Пусть С (А, п) — те числа, 
существование которых установлено в иоореме 3. Там число образующих 
5 группы, на которую отображают группу ®Ф) канонические гомоморфиз- 
мы, было фиксировано. Так как теперь мы будем его менять, то соот- 
ветствующее число С (К, п) будем обозначать через С (А, п, д). Мы дока- 
жем, что число С(5), существование которого утверждается теоремой, 
можно определить формулой: 


С (5) = 1-Е С(®,, с 2,2) { с (№, ес + 2,3) + --- С (№, с + 2,5). 


Действительно, пусть /*(5),... 1. о м 5 ($) — группы 
инвариантов, которые мы только что аи них мы  рас- 
сматриваем инварианты как функции гомоморфизмов группы Галуа 
заданного нам шольцева поля К. Рассмотрим гомоморфизмы типа (51; &; | &,). 
При этих гомоморфизмах инварианты первой группы имеют, согласно 
теореме 4, степень < с + 2. Применим Ни из теоремы 3; мы полу- 
чим, что у поля К существует подполе К°, группа Галуа которого имеет 

2-+С(Е,, с +2, З) + -.. + С (в, с- 2,08) 
образующих и у которого, в свою очередь, существует подполе К"*, 
группа Галуа которого имеет две образующих и для которого все А» 
инвариантов первой группы обращаются в единицу. 

Будем в дальнейшем рассматривать только поле К: и на его группе 
Галуа — гомоморфизмы типа ($1, $52; #, |153). При этих гомоморфизмах 
инварианты первой группы не меняются, т. е. остаются равными 1, а 
инварианты второй группы имеют, согласно теореме 4, степень < с + 2. 
Применяем опять следствие из теоремы 3 и получаем подполя АНА 
Группа Галуа поля КЗ имеет З-+ С (Е, с +1, 4) --- + С (в, + 1,5) 
образующих. Группа Галуа поля КТ? имеет три образующих. У поля 
КТ? все инварианты первой и второй групи равны 1 Проделав таким 
образом 6 шагов, мы придем к полю К = КТ, группа Галуа которого 
есть группа ®® и у которого все инварианты равны 1. Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 6. Над каждым полем алгебраических чисел существует 
расширение с наперед заданной группой Галуа порядка Г. 

Доказательство. Так как вания АА класса с с 4 образу- 
ющими является факторгруппой группы ви ‚ то нам достаточно доказать 
существование расширения с группой ©. Рассмотрим отдельно два 
случая. 

1. К содержит корень степени { из 1. Мы докажем даже существова- 
ние шольцева расширения с группой ®® и с /-взаимно простыми чис- 
лами 9,,..., ба. Доказательство проведем для любого числа образующих 
4 индукцией по классу с. Нам м доказать существование поля с 
указанными свойствами с группой ©, причем мы т: предполагать 


построенным поле с теми же свойствами с группой $09 с любым а. 
Возьмем 4 =С (5), где С (5) — число, существование КотороЕр установлено 
теоремой 5. Пусть К — шольцево поле с группой ©©-, существование 


которого следует из индуктивного предположения. Согласно теореме 5 
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в нем существует подполе К° с группой Галуа 8, у от все 
инварианты равны 1. Как подполе шольцева поля К, поле К° — шоль- 
цево. Как было отмечено в п. 5 этого параграфа, у поля КЗ все числа 
ар попарно /-взаимно просты. Ввиду следствия из теоремы 1, поле 
КЗ может быть погружено в шольцево поле К, с группой Галуа Фо. 
Нам остается только доказать, что у поля К, числа @а.,..., в попарно 
]-взаимно просты. Если с > 1, то это очевидно, так как они — те же 
самые, что и у поля К. Нам нужно, таким и роте 


В Е == 
первый шаг индукции. В этом случае К, = А (Ик. У), причем, со- 
гласно доказательству следствия из теоремы 1, это поле строится после- 
1 | й 


довательным присоединением Ук А(Ув,,..., Им) на основании тео- 
ремы 1. Остается только вспомнить, что при доказательстве теоремы 1 
дивизор т (в нашем случае это и есть (9;)) мог быть сделан взаимно 
простым с любым наперед заданным дивизором. 

2. К не содержит корня степени { из 1. Мы будем пользоваться теми 
же обозначениями, которые были приняты при доказательстве теоремы 2. 
Как и в первом случае, мы докажем, что поле К, можно построить 
шольцевым и таким, чтобы у поля ИИ числа е, он. 5х была попарно 
{-взаимно просты. Доказательство снова будем вести индукцией по с и 
начнем с рассмотрения поля К, обладающего всеми этими свойствами и 
имеющего группу Галуа 8 с а=С(5). Согласно теореме 5, у поля К 
существует подполе К? с нужными нам свойствами и всеми инвариантами, 
равными 1. Но легко видеть, что тогда в поле К существует такое под- 
поле К, = К®, что Кь = К®. ВВзлу. теоремы 2, А, может быть погружено 
в шольцево поле А, с группой $®. То, что у К, числа о1,..., 0 можно 
выбрать попарно [-взаимно простыми, доказано нами при равоО рений 


случая 1. Теорема доказана. 
Поступило 
13. Х1. 1953 
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Серия математическая 
18 (1954), 297—306 


А. 0. ГЕЛЬФОПД 


_О РАЗБИЕНИИ НАТУРАЛЬНОГО РЯДА НА КЛАССЫ ГРУППОЙ 
ЛИНЕЙНЫХ ПОДСТАНОВОК 


В работе рассмотрены некоторые свойства последовательностей 
целых чисел, на которые разбивается натуральный ряд группой ли- 
нейных подстановок. 


Хорошо известно, что если задано целое число’ >41 в качестве мо- 
‚дуля, то натуральный ряд разбивается по этому модулю на т классов, 
причем два числа принадлежат к одному классу, если их разность делится 
на т. Это же разбиение на т классов может быть определено иначе: 
именно, зададим подстановку Г, = х-- т и назовем два числа М и п при- 
‚надлежащими к одному классу, если они связаны цепочкой подстановок 


м = 1. -- М (п)]---]]. 


„Такое определение разбиения натурального. ряда.на классы по модулю 
т уже допускает интересное обобщение, найденное А. Г. Курошем. 
‚Пусть заданы положительные целые числа а,,...,‚ а, и.неотрицательные 
целые числа 6,,...,6,. Рассмотрим группу подстановок (Г) 


Гл = ах + бу, ав + > 2, р =1,..., 


[Гк' (2) будет обратная подстановка, возможная, если х==6; то4 ах. 
Будем называть два натуральных числа Мип принадлежащими к одному 
классу, если они связаны цепочкой подстановок 


А. 28 (д = 2 98), 


где в; = 1, 8, = 1, 1<1<$, 1<]1<4. 

°— Первый естественный вопрос, возникающий относительно подобного 
разбиения натурального ряда на классы, — это вопрос о необходимых 
и достаточных условиях, наложенных на ах и 6%, 1<А <», при выпол- 
нении которых число классов будет конечно. Ответом на этот вопрос 
служит следующее утверждение: если а есть общее наименьшее крат- 


ное чибел а,,... ‚а, то необходимым и достаточным условием конеч- 
ности чиела классов будет существование при любом целом 4, 0<9<а—1, 
Ч — 5, 


такого А, 1 <<», что число будет целым числом. Действительно, 


если это условие выполнено, то уравнение 


М = аз 6, МЫ, 
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разрешимо в целых числах х >0, и его решение ху< №. Поэтому к каждому 
классу должны принадлежать натуральные числа, меньшие некоторой 
границы, зависящей только от ак и бл, 1 <Ё <». В случае невыполнения 
нашего условия существует 4 такое, что ни одно из уравнений 


ап а=ах 8, 1<А<,, 


не разреглимо в целых числах. Поэтому числа ап, + 4 и ап, -|- 4 должны 
принадлежать к разным классам и число классов бесконечно. 

Мы займемся теперь наиболее, с нашей точки зрения, интересным 
случаем группы подстановок, в которой подстановки абсолютно некомму- 
тативны, дающей разбиение на конечное число классов натурального 
ряда. 

Рассмотрим группу линейных подстановок: 


Гь (2) = тт рт К О%К<т—1, (1) 


где т>.2, р>1, рьк>0, 1<А<тр-— 1 — целые числа. Среди чисел 
натурального ряда имеется лишь конечное число чисел у, у>.0, для 
которых неразрешимо ни одно из уравнений 


у= тх -- ррт-+Ё ОЗЕ<тЬ-—1, (2) 
в целых неотрицательных 5. Это будут, очевидно, числа 
у=ит А О<хпхрь—1, О<Е<т-1. (3) 


Число таких чисел у мы обозначим через 4, причем непосредственно 
видно, что 


т—1 
= Урь>1. 


`Совокупность этих чисел у будем называть множеством начальных чисел 
или множеством Е. Возьмем какое-нибудь число у из чисел множества Е 
и подставим его вместо х в наши подстановки. Мы получим т чисел 


ту -- ркт К О<ЁЕ<т—1. 


Эти числа, в свою очередь, при помощи нашей группы подстановок пере- 
ходят в 1” чисел, и, продолжая этот процесс образования чисел неогра- 
ниченно, мы при помощи нашей группы подстановок, получаем из началь- 
ного числа у бесконечную последовательность чисел натурального ряда: 


п =, п.,.... (4) 


Числа этой последовательности обладают тем свойством, что любые два 
из них связаны между собой соотношением: 


ГА, 11%, [+ Ге (М) = Га: [+ Гат (п), (5) 


Где 21 = 21, 9, = 1 1 о бл 
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Найдем общий вид чисел, порождаемых числом у, другими словами, 
чисел класса у. Нетрудно заметить, что для всякого числа класса у верно 
представление: 


$—1 3—1 
$ т 
и рые Ань (6) 
®==0 
где 5 — целое число, а №„ независимо друг от друга принимают зна- 
чения 0,1,....ш— 1. Нетрудно заметить, что если №, принадлежит 
к классу у,, где у, совпадает или отлично от у, и 


$:—1 $1—1 
М№, = т*:у, + т ой Рь тт 2 уз Кдт”, 
тая 


то из равенства М = М, следует, что 
й 
а у, ДА, 0—1: 


Это есть прямое следствие того, что о может делиться на т только 
в случае И: 

Итак, мы видим, что при помощи подстановок (1) натуральный ряд 
разбивается на 4 классов, не пересекающихся между собой, каждый из 
которых порождается своим начальным числом у. Обозначим через №М,(х) 
число чисел класса у, не превосходящих х, где х >. 0 — любое действи- 
тельное число. При х>. у, очевидно, имеет место соотношение: 


т—1 


мда м, (п). (7) 


Это соотношение непосредственно следует из конструкции процесса полу- 
чения чисел класса у. 
Относительно №,(52) мы докажем теперь теорему, выясняющую его 


поведение. 
ТЕОРЕМА 1. 


м, (9) = 26.1) +0), (8) 
где ‹, (1) — периодическая, с периодом 1, удовлетворяющая условиям 


Липшица функция. 
Доказательство. Из соотношения (7) имеем: 


тм, (2 ++ [м,(=)-м(=-м-)- 


А В,(2), |В, (2)|<а+т. 


Полагая в этом соотношении 
шх шх 
= т", = { ны $ == ЗВ 


шт 
мы получим, что 


М {3 № {3—1 р 
„(т ре „(т ‘+0(+), (9) 


т тё+8—1 
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откуда уже непосредственно следует существование предела 


М, (т!) 


Ре” =, ФЕ =+ 0, (10) 


Па 


—>0 


и справедливость соотношения 


М, (т ) 


аь = $4 (В) + У0(+ Е) =$0 +0 (- ==) 


или соотношения 


М, (в) = 2, (=) +0(1). 


пт 


Из этого последнего равенства следует, что 


М М) й 
рые 0(=;) = 
М, (ти) — М, (т) мы ВЫ |) 
= ее в == (1 ее тё &) ть +0 (= . 


Далее, при достаточно большом $ 
[9 (6) — $ (5) |< + 0(= )<оь —&|, 


где С — постоянная. Этим наша теорема полностью доказана. 
Определение функции ‹х,(®) достаточно просто только в частном слу- 
‘чае: 
Ре == р. =... = ри = РА. 
В общем же случае для нахождения $, (1!) можно использовать ана- 
„литические соображения. Рассмотрим функцию [,(2), определенную 
рядом: 


[© ®) 
А (2) = У и" По = У, 
Е =0 


где п» пробегает все числа класса у. Эта функция, очевидно, удовлетво- 
ряет функциональному уравнению: 


т—1 


р, (=) = ем + [ р А ся А, (е-"=). (44) 


К=0 
Положим ` 


т—1 
„Ркт+Ё-Р 


р= шш (рт- №), и(2) = 


0<<т-—1 1 к 
У: 
Е=0 


Тогда уравнение (11) можно записать в форме: 


(1 —е=) 1 (2-=) == (1 — г-=) + е-вти (2-*) (1 — ета) р, (е-т*), (12) 
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Так как 
т. т—1 
> е "Хх 5 е (Фкт--Е-р)тх +4 
и (е-"*) =1 + ^=1 и =1-О(е-"=г) 
р е—т®х 
Е=0 


при больших или малых гх, то, решая уравнение (12) итерациями, мы 
получим, что 


(1—е =), (=) = (1 — = е*-+ 


К—1 


С — та утАх 
+ Хе” т (1 —е"*) [] и(е—"”=), (13) 
п =0 


К—1 


причем сумма в правой части будет сходящейся при Ве х > 0. 
Положим в равенстве (13) х=т, 0<%1<1, $— целое число, 
перейдем к пределу в левой и правой части (13). Мы будем иметь тогда 


Пи ти № (ет! °) = 
5—>< 


—: р (=) г —е—"+) п п (ет "1 — 
=$ (0, «(+ =ъ, ‘0. ‚(13’) 


Положим также 


со а РА. со 
р, (2) = $, ое г (+= ета). и (е-"* "1. (44) 


шт 
п®=0 


Эта функция %,(2) ‘будет регулярной в полуплоскости Ве 2 >0 функцией 
так как и (2) — многочлен. 

Между функциями 40, (2) и $, (1) существует связь. 

ЛЕММА 1. Если 


= Хам, 5(= Ха» (15) 
П=0 п<х 
и при любом Е существует предел 
Е И 
рб =), э0=Фе+и, (16) 


где К пробегает все целые числа, причем Ф (1) — непрерывная функция 
1 при всех действительных 1 то при любом 2, Вез> 0, существует 
предел 

Пи т-—2} (е- в 

Е=оо 
где Ё пробегает натуральный ряд, причем 

Ша 0—2] (е—2т7* ) = 

Е=со 

= шт? | тие (0) 4. (17) 


—© 
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Доказательство. Из условий леммы мы имеем непосредственно, 
что при 0<2<1 


4—2] (2) = (1—2) Х 5 (п) = 


Т =0 


а Хе) ао (5). 


п—=1 


—® 
Заменяя в этом соотношении 2 на е-*" “ при 2 >0, мы получаем непо- 
средственно, что при А, принимающем целые значения, 


Па 2т- р (е-2т®) = 


Е—><> 
со 2 п: 
Е ш пат_ шШ&\ м 
= Ша 27-й У; пгт Е а т = 
К—>оо ПЕ пт пт 


со со 
= 5 (1 Е =) ге-* 4х = ш тг? \ т2хе—ттф (х) 4х. 

Переход от суммы к интегралу законен в силу непрерывности $ (1). 
Заметим, что непрерывность (1) "для справедливости нашей леммы не 
обязательна. В силу периодичности ‹({), достаточно только сходимости 
интегральных сумм к интегралу на отрезке [0,1]. 

Теперь мы видим, что функция $,(1) из теоремы [ удовлетворяет урав- 
нению: 


4» (2) = 2? шт \ тзхе-2т" ф, (1) ах, (18) 


доказанному для действительных неотричательных 2, но остающемуся 
праведливым для любого комплексного 2, Ве2›>0, в силу принципа 
аналитического продолжения и регулярности левой и правой части в пра- 
вой полуплоскости, причем функция (2) определяется равенством (14). 

ТЕОРЕМА П. Функция ©,({), определенная в теореме 1, имеет вид 


с-1со 
ей %, (2) 
а \ арт" 4 90, (19) 
а—1< 


где функция , (2) определяется равенством (14). 
Действительно, из равенства (18) следует, что при ‹>0, 0<#<1, 


в-41с° 


2щ 24 шт 
<—10 —< 


откуда, дифференцируя по #, мы получаем, что 


1 5-+-1с0 


1 , (2) 
\ т? фу (т) 4х = 5: \ а. еёт! 42, 
—> а—10 
и далее, что 
в--1<° 
т а %, (=) х 
$ (2) = 24 а \ 23 пт а 


6—1 
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Заметим, что, в силу того что $, (1) удовлетворяет условию Липшица, 
абсолютная величина интеграла в правой части равенства (18) есть 


(=) ‚ если 2 =в-- м. Поэтому 
|279, (2)1=0 (5), 


другими словами, интеграл в правой части (19) абсолютно сходится. 

В случае, когда р, =р,=...= риа = р, функция Ф.(2) может быть 
записана в гораздо более простом виде. Действительно, в этом случае 
& (т) =1фи 

А 22 
== р 
1, (2) = № е +") ие (20) 


и=—< 


Выполняя интегрирование в правой части (19) и положив 


она), Сны), 


шт шт 


= 
5'(м)=0, 350, 5(2)=4,-=>0, 

‚мы будем иметь, что при 0О<#<1 
осо 


%, (2) 
21 \ 23 пт 


9—1 


| 
ет: = 
&-Н1со 


0 

1 | 1 а+Е ВЕР 42 
ее == Я С Е-ИОАЫ) В 

шт и 21 \ [е ь 7] 2 


а—1<5 


[5(@— 2) (в! — тв) — 5 (# —Т) (т! — тв) + 


= ия 


+ У Кит! — т“) — (т! — т!) ]. 
Е—1 


Далее, дифференцируя по #, получим, что при «< В 
го тя — т) + 5 (—в) 4 —т*-) 5—1 — т). 
Если же «>В, то 
© (тв — тя) + 5—8) (1 — т") — 5—8) — тв). 
Эти формулы показывают, что х,({) действительно не имеет производной. 
Представляет интерес и дзета-функция, связанная с классом целых 


чисел, порождаемых группой подстановок (1) и начальным элементом у. 
Положим 


Ны-У 2, м» 5>0 мер 3-0 
нео 
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где р= и (р, т -- К). Нетрудно видеть, что 


© Т—1 


А 1 
`\ ЕСО Вы А 
с ($) = + > т8 пз рут + т\8 ' 
п оо * (1+ = ) 
Е 


откуда 
оу] в 


Е 


Уже из этого соотношения видно, что (,(5) регулярна в полуплоскости 
Вез >> 0, за исключением, может быть, точек 


Можно дать другое представление (,(5) при помощи 1, (5), а именно: 


С, ($) = 


со 1 
т ОА о а о 


где /,(х) удовлетворяет уравнению (11), а 1(5) — целая функция $. И 
уравнения (12) следует, что 


(1 —е*) ^(е =) — (1 —е "*) р (в "=) =О(з), 


откуда, в свою очередь, непосредственно следует, что при 1 <х<т 


(2 *)/. =) в Бш (1—6 м") =) +0(*), 


где п пробегает натуральный ряд, или, в силу (13'), (14) и (18), что 
Е 
Л е Це Ф, И 4-- О(1). 
0 


Далее, ‘заменяя дт-т на т, О &е <1, мы получаем, что в силу перио- 
дичности ф, (1) имеет место соотношение: 


р 


№ (®)-= е а Ф, (“= = | ; -О’(4). (24) 


Сопоставляя это соотношение с. соотношением (23), находим, что при 
Ве; > 1 


+ 


т > в 
9 РО а \ ге 4, | = | 444 + т, (5), 
0 0 


где функция %, (5) регулярна при Ве; > 0. 
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Если А„,, — коэффициенты ряда Фурье $,(1) на [0,4], то во всяком 
случае 


Ан =0 (4, 


и ‚и помощи легких вычислений мы получим, что 


4 
(9 =г 5 


п, у 


2 т 4 
' (2 "Ата а й Е (5), (25) 
"© и. 
другими словами, в точках 
2% (п 


Е 


функция (,(5) имеет полюсы с вычетами 


2 т 
(1 нЕ Ан, хи 
Соотношения (25) и (22) позволяют утверждать, 


что в точке $ =1 
у функции 5,(5) полюс первого порядка с вычетом 


+ 


\* (а 
0 
и что в точках 


2п та 


их й=- д. 0:1. 
пт 


ИЕ, 


$, ($) может иметь полюсы первого порядка с вычетами 


нь 
„= (- № пет ее ф, (1) 6 (26) 


шт 


где ^» определяется соотношением: 


Ум" -П Ее 


и. (27) 
о У ‹? а +9) т р 


9=0 


если ох „0. В остальных точках плоскости $ (,(5) регулярна. Пред- 


ставляется интересным использовать ©,(5) для решения вопроса о распре- 
делении простых чисел в ряду то, п, И›,.... В случае, когда 


Ро = Р: =... = Ри = Р; 


вопрос о распределении простых чисел решается без труда, и мы можем 
легко доказать предельное соотношение 


На —^, Х [М,()— №," -1)] А) =%0, (28) 
к—>© т потА+Н 
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где К пробегает натуральный ряд, а Л (п) — функция Мангольта. Вместо 
предельного соотношения здесь можно указать оценку остаточного члена 
и притом такую же, как и для остаточного члена в формуле распределе- 
ния простых чисел. Это связано с тем, что при одинаковых рь группа 
подстановок (1) разбивает натуральный ряд на последовательности длин- 
ных и сплошных его отрезков. 

В заключение заметим, что лемма 1 допускает обращение типа тауберо- 
вой теоремы Гарди. 


Поступило 
1. 11. 1954 


ИЗВЕСТИЯ. АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
18 (1954), 307—326 


Н. С. КОШЛЯКОВ 


ИССЛЕДОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ ВОПРОСОВ АНАЛИТИЧЕСКОЙ 
ТЕОРИИ РАЦИОНАЛЬНОГО И КВАДРАТИЧНОГО ПОЛЯ. Ш 


Настоящая статья представляет собою продолжение работ автора 
(<), (5). Статья содержит доказательство для квадратичного поля ряда 
интегральных тождеств, выведенных для рационального поля извест- 
ным индусским математиком Рамануджаном. 


$5. О формулах, аналогичных равенствам Рамануджана 


31°. Равенства (19.9) и (30.3) по своему внешнему виду принадлежат 
к числу замечательных интегральных соотношений, установленных для 
рационального поля индусским математиком Рамануджаном. В ряде за- 
меток, помещенных в Докладах Ак. наук СССР [см. (*)], мы распростра- 
нили такие равенства на интегралы, зависящие от числовой функции 
4 (п) — числа делителей п. 

Установим теперь ряд аналогичных соотношений для изучаемого нами 
алгебраического поля. 

Формула (19.9) была установлена нами как следствие сумматорной 
формулы (П) п 14. Приведем теперь другой вывод этого соотношения. 
Для этой цели возьмем равенство 


8109 155 
О О 9) в 
г Е 
В—1< ео 


2 
установленное нами в ло 6; тогда, принимая во внимание соотношение 


п 


к ее 
2 соз 7 Г" (>) Г” (1 — за 


СУ, (аа) таз = 
0 5, 


(31.2) 


ве а 1, 


мы убедимся, что 


со 


у, (а2) {о (у 


0 
г аи 


т а ЕТ (31.3) 
т Вю 2 п" (= - ) т") р 


о 
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Применяя функциональное уравнение 
(а (1 — 5) = 4" С (4 — $) (5), 
а затем подстановку $ =1 — 0, мы приведем интеграл (31.3) к виду: 


В-оо 


пба (1—5) 4 
т —= = 
ыы В-Чоо 2 эт пзГ" (-) Г’? (5) 11 
Е хА- °С (1 — в) 4 


АЗаз 2 1 —с 11 \\ 61% 
вы В:-4со 2511 ог". (| 5 ) Г”? (1 — с) (==) 


где 0< В, <1; сравнивая этот результат с формулой (31.3), мы снова по- 
лучаем найденное нами соотношение: 


г. бр (0) 1 
Ус аул, (аа) [9 (в) + о ав = 
0 
С ба (0 
=УН (зу, (62) (544) т а + 4х, (31.4) 
0 
где постоянные числа а и Ь связаны между собою равенством 

а =. (31.5) 


Как мы отмечали выше, для рационального поля это равенство переходит 
в одну из формул Рамануджана. 
Для мнимого квадратичного поля это соотношение дает равенство 


со со 


Уз зтаз [(2) — 5} 4#=УЗ( зв в [3 (2) — С|4ь (31.6) 
и 0 0 
= тт. 


Но так как для этого поля оказывается 
со 


г +2 \ 31 20 (2) ах, 
0 


Еее 


ПИ—1 


то равенство (31.6) может быть переписано так: 


Уз ( + У» (п) г == Уз! -- ХР г" . (31.7) 
где 
ар = тат } 


Для вещественного квадратичного поля формула (31.4) переходит 
в соотношение: 
Уз 2.7, (2а2) с (т) аа = ий\ 2% (262) с (2) а, (34.8) 


0 0 
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где 


д? 
аб = ——. 


Заметим еще, что формула (31.4) может быть установлена и другим 
путем, а именно при помощи обобщенного интеграла Пуассона-Лежандра: 


пт пу 


ое а т (=) а, (31.9) 
0 
где | 


__ #9) _ 1% 
2у ` К,,, т ( =) К», ТЗ (12) 
М, (1) = УИ К С ани 
Действительно, из соотношения (31.9) путем интегрирования по параметру 
найдем, что 


© 


ба (0) кА. 
ХУ-,, +, (ах) (6 о | 42 
№ г а к Анн (2 ( [6 (у) + — | ау 4х; 
0 | 0 


но в 70 5 нами было доказано, что 


2) Ап (16%) 


К 
2У,,, т (а1) т й 


>.—8 


вследствие чего предыдущее равенство принимает вид: 


С Са (0) а Са (0) 
о у о 
р (аа) [59 + С” аа = ан а, . (9) [5 + м} 9, 
0 0 

откуда уже непосредственно вытекает соотношение (31.4). 

Установим еще одно равенство, относящееся к случаю вещественного 
квадратичного поля. 

Для этой цели обратимся к формуле (6.12), которая для случая веще- 
ственного квардратичного поля имеет вид: 


о А ИЯ 
ит окос 


Отсюда, принимая во внимание интеграл 


< г. (>) > ь 
(7 (242) 2—1 аа о аньлоф 10-95, 


2ка 


-2 
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мы найдем, что 


со 


\ Ло (2а4) в (1) 4х = 


[- 


== Г "ат (=) (ы ЕС ; посох в (9410) 

к 

Применяя сначала функциональное уравнение 
Г. г ()еи—9= (=) Г (а 6) (31.44) 


а затем вводя подстановку $=1— 0, мы приведем интеграл (31.10) 
к виду: 


4 т" Уд \1-° 1—св 4с 
п ==. 
ты \ (=) Г? (а Е 0<в < 1. (34.42) 

и. У да 
Из формулы (31.10) вытекает искомое интегральное соотношение: 

Уг \ Ль (2а2) з(®)аг=УуУ 5 (254) ‹ (+) ах, (31.13) 
0 
где 
аф = — : 


Возьмем теперь сумматорную формулу (1) п° 12 и положим в ней 
71(2)=А.@ат), в>0. 


Тогда, учитывая, что функция }(5) имеет в точке х =0 особенность 
логарифмического характера, будем иметь: 


р Е (п) К. (2 па) = к + <( Ло (2ах) с (1) ах, 
п—=1 5 


и формула (31.13) перепишется так: 


иг [& 0—7 К та) = УХ С (0) — у Е (п) К, (25 |, (34.14) 
п—1 


Пй=1 


где 


аб = 


— 


Нетрудно видеть, что формулы (34.7) и (31.14) представляют собою 
не что иное, как формулы (4.9) и (4.10), установленные нами другим 
способом в по 4. 

. Возвратимся снова к формуле (31.1) и рассмотрим случай вещест- 
венного квадратичного поля; тогда при помощи интегрирования по пара- 
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метру мы найдем, что 


о фо $ 
—2ах а Е. 1 в: а т (5) Г2 ( 5 ) г (4 Г. ы а и 
а пы - 
8—1 зп но (=) 
В--1со 
4 Г (1 — $) п бр (5) 45 
м ЕО 1. (34.15 
г ль 2 608 7° зщ? г Г? (1 — 5) 2. (2а)}* Е — ( ) 


2 2 


Сделаем в последнем интеграле подстановку $ =1—0 и примем затем 
во внимание формулу 


ыы Ух 25-1 
г(-) сов Г), 


тогда правая часть равенства (31.15) примет вид 


Ва- оо ук г. (-=°); (1 — в) 4в 
70°) зы) (в °<® < 


и мы получаем следующее интегральное соотношение: 


со со 


Уг\ е-—2ах в (1) 4х =УЪ \ е_25> с (х) ах, (31.16) 
0 о 
где 
аб = = } 


32°. Введем в рассмотрение две функции: 


Ф (а) = \ ЕЕ) 4х (32.1) 
0 
И 
С У(И=) —У(еа У) ро бо (0) 1 32.2) 
0 


где для краткости положено У (а) = У,,, „, (ах), и докажем, что между 
двумя этими функциями существуют зависимости, выражаемые равен- 
ствами 


Ч (4) —Ф(а) = Фо, а>0, 5>0, (32.3) 
1 ()+Ф(@)=И 16, «0,18 _>0, (32.4) 


где числа аи связаны между собою зависимостью 


1 


ав = в. 


(32.5) 
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Для доказательства формулы (32.3) возьмем известное нам равенство 


9-42 11—28 
1 4 6 (3) п(1—5) 4 
с (У=) = эт ) а а > ыы, , (82.0) 


2 ея 
отсюда: на основании интеграла (6.1) мы найдем, что 


а 400 41—28 1 с03 == ($+15о(1— я 


Ф = \ 


& > 1. (32.7) 
а “4оо эт п $Г” ==) Г" (3) 


д) 
а" 


Равным образом, 


Е з а- 40 А ваш (+1) бо (1—5) РА 20 1 
ие 
ао | зш п Г *(2)г (5) 


и, следовательно, 
Ч (а) —Ф (а) = 
4405 41—28 У 5 паи 7. — 
©+1<0 Д У2 пзш у ба (1—5) 45 бо (0) 1 


О и о ни. 
ыы а-Чоо за пб Г" (=) Г" ($) о АИ & 


_ Проинтегрируем входящую вюда подинтегральную функцию по обводу 
четырехугольника с вершинами 


А@&— 17), В@а+Т), св+), р8—т, 


где 0<В< 1; так как внутри этого прямоугольника ‘находится полюс 
$ =1 подинтегральной функции с вычетом, равным 


бо (0) = 
ду =" @“’ 


то в пределе при Т-> - со мы получим равенство 


;: #® АРУ? лзш 1—0 (1—3) 4 
Ч (а) —Ф (в) = -— о, 0<В<1. (32.10) 
_ в-Чоо э1и пз Г” (>) Г" (5) ам 


Пользуясь теперь функциональным уравнением 
(в (1 — $) = 4—0 (1 — $) ба ($, 


а затем подстановкой $ =4 — в, мы приведем правую часть равенства 
(32.10) к виду 


у 1 91-1 ДГ 29 д соз (+1) бр (1 — с) 45 


28а 21.) в ев а 
В, —1< п пб Г": (5) Г з (с) (+=) 


где ОВ 
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Проинтегрируем подинтегральную функцию в выражении, стоящем 
здесь справа, по обводу четырехугольника с вершинами 


А(8, —2Т), ВВ, +Т), Сы т) Р(-—й), 
где а, > 1; тогда, принимая во внимание, что подинтегральная функция 


голоморфна внутри этого четырехугольника, мы найдем, что равенство 
(32.11) приведется к интегралу 


: чы т 
А 1-40 ДА 9пс08-; (в +1) 6 (1—0) ей 


ЕЕ АА: ЗН жа = СОР 
Заз 2щ се ог (5) Г" (о) ( 1 р 


а.42 


Сравнивая это выражение с формулой (32.7), найдем, что 


ФФ»), 
откуда уже непосредственно вытекает формула (32.3). 
Что касается равенства (32.4), то оно доказывается при помощи анало- 
гичных рассуждений [см. (?) и (3)]. 
33°. Возвратимся к формуле (31.4) и выведем из нее интегральное 
представление функции 


= й с 

= (5 — я) (33.4) 
где 

Рае 
р ($) = 48 ( ий Г” (5) Г”: (5) % ($). (33.2) 
Для этой цели положим в этой формуле 
_ пы ра 1 
3 ЕВА, 


и преобразуем ее к следующему виду: 


ибо, (4 =) фа аи = 
0 0 


5) {< 9+2 аа. 


ъь ео 
== пи ХУ," (= 
0 0 
Заменим в правой части этого равенства переменную и на = и про- 


межуток интегрирования по %(1, оо) разобъем на два интервала (1,0) и 
(0, со); тогда мы можем написать, что 


р (0) 
\ тина :)( и ах аи -- 

я п \ гу... (21) [542 = ее |4 42 = 
я, 0 


= 8 (>. У, (==) 6 (=) + 
0 0 


2 Известия АН СССР, серия математическая, т. 18, №4 


0 
бо ) ах 4. (33.3) 
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И 


Будем считать, что 0«5$<.1; тогда правая часть этого равенства, на 
основании формул 


с : А\?-° 
я зУ,, т, В р" они аня: ры р 
: (я) 2 вв Г": (5) Г"? ($) й ) 
НЕЙ 33.4 
2—0 {9 
е 0 28—1 
\ эн ы {6 (2) —_ @х.= ———@ (1—5) % ($), 0<$;<1, (33.5) 
о Г. 2. с03 г 
может быть переписана в таком виде: 
1—1 ТА Аба (3) в 
2 3+ зп п т, (1 — 5\ т, ы 
п и ( 5 )г (1—5) 
т: ТЯ [5 о 
“ (ТИ 1 д у [6 О 5 
м. пе, = 39 


$ (4—3) 
ет | 
где функция &0 (5) определяется формулой (33.2). 


Обратимся теперь к преобразованию левой части равенства (33.4). 
Функция У,,,,, (2) может быть представлена степенным рядом 


У,,, т. (2) =1 м = а 


Печоре Река аычзрн ^^” 


сходящимся при всех значениях 5, поэтому 


пих : 1 | п? 22 
нивы я 


и, кроме того, 


-. Следовательно, 
1, 


ме ое ве ди А 


у =. ! $ да. 1 . 
“(За + 2) }т+1 т ащеЬы и) 9$ (2) ат, 


и.аналогичное равенство. может быть написано для второго интегрального 
члена левой части равенства (33.3). 
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Положим 


так что 
аб = Ч, (33.7) 


и умножим обе части равенства (33.3) на Иа; тогда, принимая во вни- 
мание сделанные преобразования, мы получим соотношение: 


ав 8: т: ив: Ш Ё 
о Е а 


Ул тат \Ь [$ (1—5) |" 
оу, +0.) в 
где 
— 60(0) 1 
О с тв — + 
(с, р) = Ус р 
2 ге 
ат Вече ... 9 
—- Ан- { (27а + 1) РЕ8-- }2а (2) ат. (33.9) 


Для рационального поля это соотношение переходит в формулу, дан- 
ную Рамануджаном. 
Полагая в (33.8) 


получим: 


г ПЕ пл п. НА а 
(= 1)” 23т2—2т.—1 св Я 1 (- У аа 4) И ( ул А Г. ] а р 
етики Е Е ЕЕЕНЕАА О я 05 ух во = 


УА пгт: (1 = у 1 
= 0, (а) + 0, (5), (33.10) 
где 
о, (с) == 
Ис бо (0) 3 62 723 
= И 1+2 НЕ 2ус Ма а Чена! 1)” вчи-.. а (2) ах. 
(33.44) 


Остановимся на частном случае этой формулы. . когда 
1 


а=6=—. 


Выражение, стоящее здесь под знаком интеграла в фигурных скобках, 
может быть преобразовано в интеграл, для чего достаточно воспользоваться 
формулой 

АК +3 


————_ = — (4-3) 2 — 0, т 2 . 
ЧЕЗЯ \ е 60$ #2 42, К 
0 


тогда правая часть равенства (33.10) принимает вид: 


о ееоовшат,, „(2 =) с (х а Е} аа, 
оо 


Е 


9% 
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й Ь 
и мы получаем следующее представление функции Но (=) в форме ин- 
теграла типа Фурье: 


о ( й ) (ТНУ А д” ть 227 та (1 4 д)" \ Ф (2) с0з #2 ах, (33.12) 


а 2 ПИ рт, в ь и т: 4. Ге 
свя т Г” ( + )г (+—4 } 


где функция (2) определяется равенством 


пе = о . в 
Ф (2) = иен (9 =) (а 1} 4 Ве) 


[9 


У Аз 


Обращая интеграл (33.12) по формуле Фурье, получим формулу 


5 Не 


4 #1 \ |2 — + 
": (-= - <) С0$ 2 Но (5) ЧЕ = 


дат 


ИТ. (33.14) 


(2+ о 


доказанную нами в 7° 19 совершенно другим способом. 
34°. Возьмем формулу, доказанную нами в по 29: 


о) 2 0) ыы 
Ус в. „„ п: (@2 [о Г № гут №82 В] 42 


=УБ( Хх, в (52) о о ие 108 # — Е, 4х, (34.1) 
где аб = а и преобразуем ее следующим образом: 
( С С С И = 
о —) Хн. (1 г) Е ы 4х аи -+ _ Х,,ь (21) Ео(а) ато = 
ни > ( и ( — ) Е (+) 44», (34.2) 
НДИ 
где Та) тео 
т. ес: Е ИЗО 


Полагая 0«$< 1, преобразуем сначала правую часть этого равенства. 


Так как 


(да ги, +, 
0 


(о (1— $), Г, 


Эш д 


\ 23—Р (2) аз = — 
о 
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то правая часть равенства (34.2) приводится к виду: 


1 п 


оао 
п эш 15 В. 


а-т"(=>:) и) = во, 
(34.3) 
где функция бр (5) выражается формулой (33.5). 

Для преобразования левой части равенства (34.2) удобнее рассмотреть 
отдельно два случая: 1) рациональное и мнимое квадратичное поле и 
2) вещественное квадратичное поле. 

В первом случае функция Х,,‚, (2) разлагается в степенной ряд: 


п [$ (8—1) Эт 5. п$ 


Хх, 72 (2) = р — ть А р а } 


Е ак 23] 


и, следовательно, 


п*—1 а ( м") Е, (2) 4х 4и= 
0 0 


со 
ах 1 та-1 ит-1 1 п \27 #2 ут. й 
ен эныа+- >. Руа, 
0 


Подобную форму имеет и второй интегральный член левой части ра- 
венства (34.2). 
Положим теперь в этом равенстве 


в 
а=т и ф 


и умножим обе его части на Иа; тогда мы приведем его к виду: 


1 8 
т М Ш ТЕ 
(—1)7_ = (#)* 2 отт бо (5) = О, (а, 5) + 0, ($, 1—5), (34.4) 


УЯ Эт = в эн 


где функция &0($) определяется равенством (33.5), а 


со 
=. 1 с Я д Е са": 2 ата у 
р) = 2 И иле Геи") 
0 
Л 1 
Если здесь положить $ = я -- 5) то будем иметь: 


в 
В абы (+1 :. з(#)_ — 0, (2) +0, (5), (34.5) 
[ 
где 
оз от оз, 
0,2 *Уе \ а 
сага т +5) х 2т.-|2 
п 
Положим в формуле (34.5) 


1 
а==— 


318 н, с. кошляков 


и примем во внимание, что 


Г со 
2 + +1 оке) ны ] 
ая = 9 051242 Е =0,1, 2... 


тогда правая часть формулы (34.5) может быть преобразована в интеграл: 


е 27% 


20, (а) = т \ \ 2—2 с0512Х ть ( Ра) 4х 42, 
оо 


после чего из соотношения (34.5) вытекает следующее интегральное 


ЕЕ 
представление функции Зо (= 


во() = ор” 


и и (2) с0з 12 42, (34.6) 
0 
где 


ее {о НС (0) 


Ро(2) а а 105 2-Е, 4х. (34.7) 


ег" е 27 

УА хи, А 
0 

‘’’ Обращая ‘интеграл (34.6) по формуле Фурье, найдем, что 


(г ть 1) т а 
СВ 5 


Е = 
| ое Е у. (34.8) 
0 
где функция Ф’, (2) определяется равенством (34.7). 
Так как левая часть равенства (34.8) инвариантна относительно за- 
мены 2 на — 2, то инвариантна и правая часть, и мы, таким образом, 
снова' приходим к соотношению (34.1). 
Если принять во внимание равенства 


да (= 22— 2) 4== = Ул": Ае?: 


0 


\ Хы", И 25 д) 105 24а = = Ут": Ае?* — п г.С + 105 А] : 
0 


где С обозначает постоянную Эйлера, то равенство (34.8) может быть 
переписано в такой форме: 


АЕ = 


а о 0$ 21 

а. + 
на *-- 1) св = 
т: 


_ (—4)"Аж ей НО) Г. С +1054 
ео тя [22—84 — 72 +184] = 


-__ (С) [в +4 (34.9) 
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Полагая здесь г =0, г, =1, х,=0, А= 7, получаем формулу 
«т -? 


Харди для рационального поля: 


со т 1 

= (5) Е 1 СВ: 

жа моче "| 22 37+ 3102 + 1052] + 
0 


со 


ев Е. (34.10) 
0 


Г (1+2) 
Для мнимого квадратичного поля формула (34.9) ‘дает: 
С ва(3) ПИ 3 #] 
= аи ре - 226 — (0) + Эвра] + 


07 


Й 24а [Г (2) 
+= е 78 ее + =. (34.44) 


0 


Остается рассмотреть случай ‘вещественного квадратичного ноля. 
В этом случае функция Х,.,„,(2) представляется рядом 


Хз (2) = — 4108 11.22) +4 У ТЕ (т +4), (34.42) 


т—0 
следовательно, 


1 


\ 1 ей (==) Г. (2) 41= 
0 


со — 


ях = 1 И ы п+ 
4 ар Хер + 


0 т=0 ТП =0 


пх\2т 
9 2 ао 


т =0 


„Аналогичную форму имеет и второй интегральный член левой части 
формулы (34.2). 
Полагая здесь, как и в предыдущем случае, 


п 
аа 


и умножая затем обе части равенства (34.2) на Уа, преобразуем это ра- 
венство к виду: 


[2 


Ее 
(5) | а 5 === 34.13 
Ул плз (5) ван Ее ($) =О, (а, $) + 0. (5,1—$), ( ) 


320 Н. С. КОШЛЯКОВ 


где 


(с=)т 1 ее (с=)?т 
9, (©, р) =4Ус \(5 х т (2 + 2т}8 — г (т) "в + т 108 (62) + 


+ (с) ?т 4 (т--1)] | Го @) ‚1 | нк (0) 
о (т! ее + 2т } Го (2) 2 У] А] 


4 й > 
Полагая здесь, как и раньше, 5 = -, -- _, найдем, что 


1021— Е, 4х. 


ее. 
(—1)"28"+8 ( а ) о ( >) 
У вм боян 
2 


= 0, (а) + 9,(5), (34.14) 


где 


— (с2) 2" (Ат + 1}— В (с) т 4т + 1 
од ву [> р тр те — $ бе бт + 108 (2) + 
0 


(сз)ат Ат +1 Го (2) 41, 27" Нл”) 
Е у п а ИР ат. 
то 


4 
Если здесь положить $ (34.15) 
а = = 


ыы 


и принять во внимание формулы 


4т ФЕ * 1 Е 

Ат +1 = г “т: сов 2 аа, т=0,1,2,..., 
_(ат те 4)— № | 
[(4т + ав — 


г" 16002, т=0,1,2,..., 


ль 


то правая часть равенства (34.14) приведется к виду: 


©о со 


20, (а) = = № 03 12Х т, (== .) те ++ 
оо 


а 2785 (0) 
Е О юв#— В ах. (34.16) 


Таким образом мы видим, что функция ©,(а) для случая веществен- 
ного квадратичного поля совпадает с функцией О, (а) для случая рацио- 
нального и мнимого квадратичного поля и, следовательно, мы можем 
уже не различать эти два случая; другими словами, формулы (34.5), 
(34.8) и (34.9) имеют место и для вещественного квадратичного поля. 


Если написать формулу (34.9) для этого поля в Ея. виде, то 
получим соотношение: 


И чета 6" [50 (0) — 225 (0) + (0) — 
7 


© Я ее 
\ 2\2] соз Е 
0 


и в в Г’ 
— 0} (ее -- и. ео + 4= (34.17) 
0 
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р 
35. Выведем еще одно соотношение, аналогичное только что уста- 
новленным равенствам, взяв за исходную формулу соотношение (34.16): 


У ат = УВ ев (ха, @6= - - 
0 0 


имеющее место для вещественного квадратичного поля. 
Напишем это равенство в форме 


1 со о м я й Ш со а. 
ие 5 с (2) ат Чи + ие ^ с(2)4хаг= 
0 0 0 
й со со. - апох у 
= =) 5 *(е А в (+) ата 9 (350) 
0 0 


и будем считать, что 0<$<.1; тогда правая часть этого соотношения, 
на основании равенств 


со 20 
( "Ар д =Г(1 — 5) (5), 9-1: 
0 
7 8—1 
\ 410 {2) 4: = аа — $) 50 ($) 931, 
0 2603 я 
может быть представлена так: 
Г? (5 ДА ель 
1 3—1 48 2 1 1 Я 7 ‘ 
= ыы в ЕР, Е 
208 = г: | 5 ) дл 8 


где функция & ($) определяется равенством (33.5). 
Для преобразования первого члена левой части равенства (35.1) за- 
метим, что 


: и, 
ие ^ о(2)4хаи = 
0 0 
С 1 1 2 1 т? (2)? 
п т п т : 
т. + —^^* |2 (2) 8 


аналогичное равенство можно написать и для второго члена левой части 
соотношения (35.1). 

Полагая здесь, как и раньше, 
те 
пА’ 
найдем, что 


ПЕ 5 8—1 
и Г м ЕО. 1—9, 6559 
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ве 1 2 2 (27) | 
(ев) = Ус [пена |2) 4 
0 


й 
При $ =- -- > это равенство принимает вид: 


Л й Л й 
Ну 008 (4-18 <) Па 4), (4 )-одочодо, (85.4) 


Е 1 20.3 2 (2%)2.5 
о, У ета яя — |9 ()44. 
А 


Положим здесь 
1 


==; 


тогда правая часть соотношения (35.4) принимает форму интеграла: 
4 со © г ——. =. 
20; (а) = \ е " с0312е с (1) 4х аз, 
оо 


после чего мы получаем следующее интегральное представление функции 
й 
о (5), имеющее место для вещественного квадратичного поля: 


- ©) 
Е Иа (35.5) 


где 


2 С я 
Ч, (2) = (е с (2) 42. (35.6) 
0 


Обращая интеграл (35.5) по формуле Фурье, найдем, что 


\ 9\2 ти? 
с 


В 3 
ыы |г(- 1+4) со 224: = 2=* УЧ, (2), (35.7) 


где функция ТФ’. (2) определяется формулой (35.6). 
36°. В собрании сочинений Рамануджана встречаются равенства вида 


> п Е Л м п13 1 
2 ет_41 — 2А 8п’ Хх ет 1 2" 


ит. п. Эти равенства были обобщены Ватсоном, который доказал, что 


ео ата В 

п и Эт-ЕЁ 
> ет 1 т ед - еж, (36.1) 
п=1 


Где ем =0 при т>0 и =. 
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Покажем, каким образом равенство (36.1) распространяется на квадра- 
тичное поле. 


Возьмем известную нам формулу 


ей) 
и Г ОЕ = 05 
с (7) = = \ ПРЕ 1 (36.2) 
2005 — 
7 
И обозначим через т целое положительное число или нуль. 


Выбрав’ в формуле (36.2) « >4т-- 2, найдем, что 


со а 1юо 

1) Он 21 
У Е) пат- о (п) = > \ о (36.3) 
1 : о 2008 => 


причем произведенная здесь перестановка порядков суммирования и 
интегрирования совершена на законном основании, в чем мы убеждаемся, 
приняв во внимание абсолютную сходимость как бесконечного ряда 


У Е (п) 
пт } 
П—=1 
так и соответствующего интеграла. 
Проинтегрируем функцию, стоящую под знаком интеграла в фор- 
муле (36.3), по обводу четырехугольника с вершинами 


О В С, ОЛ, 
где 
В =я— 4т — 2. 


Внутри этого четырехугольника находятся полюсы $ = 0 и $5=4т + 2 


подинтегральной функции, причем при т=0О внутри этого контура 
находится еще и полюс $ =1. Принимая во внимание, что при больших 


значениях 7 имеет место оценка 


И 1) орз" т), 
2608 


мы убедимся, что в пределе при Т-—> со интегралы, взятые вдоль отрез- 
ков ВС и ДА, обращаются в нуль, вследствие чего мы приходим к 
равенству: 


©1410 


1 | ба (1—5) ю ($—4т—1) у 
ры 2 с03 =; 
—В-Е1оо 
1 бо (1— № ($—4т— 1) 
= Ват \ т 45, (36.4) 
— Во 2 с03 >. 


где т>>0; если же т=0, то к сумме вычетов А, + Вт» следует еще 
прибавить вычет А, относительно полюса $ =1. 
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Преобразуем интеграл, стоящий в формуле (36.4) справа, к новой пере- 


менной с =4т -- 2 — $; тогда мы получим 


О Оо 
— ЕАО = 
21 п; 
— 4 2 с03 > 
о ее-т-9еи-9, 
та \ пс : 
ео 2с03 — 


2 


вследствие чего равенство (36.4) примет вид: 


а--$со 
(1—3 ($—4т—1 
й о ( ) ба ( м 1 


п$ 
ЕО 2с05 > 


Принимая во внимание, что 


чи —_ 27 1 датныа ,() Со (4т +2) 
Во Киа рии, НО) Отче) 
и замечая, что 
А 
ЕАО? 
В, =--%(0), 


мы из формул (36.3) и (36.5) найдем следующий результат: 


< 2—1 < (4т +2) 
4т-1 ыы зт-Е2 (т) [9 2 
о Е (п)п с (п) у А ‘а’ (0) А В 
п=—1 
‘где 
Ср (0 
ет = 0 при > 0 и ® = — о (0) 
2 
Для рационального поля, когда 
х=0, и, г. = 0, 0=—>, 
Л —о4т- 
А = — ты ы ан, 2 Ул 
у , С (4т ыы 2) = (Ат, +1)! , 
1 (2т)ат-2 Ви 
аа от 2) = та, 
мы имеем: 
< Пт Вт 
ет __1 ==: (&т - 2) - ет, 
п—1 
где 
И 


ет = О при т>0 и во = — 5, 


Л 
А + Вт, ТО. 


(36.5) 


(36.6) 


(36.7) 


(36.8) 


(36.9) 


(36.10) 
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т. е. мы получаем, как частный случай формулы (36.8), равенство Рама- 
нуджана-Ватсона. 
Для мнимого квадратичного поля, когда 


г=0, п. =0, =1, ш(0) =, 


ры 
мы имеем: 
У, Е(п) п*т+1 с (п) =0 при т>0 (36.11) 
т 
и 
У Р(п) по (п) = 5. (36.12) 
п—=1 


Наконец, для вещественного квадратичного поля, когда 
О, 00-0, 


Ул д28т-а 
ЕЕ 


формула (36.8) дает: 


у Е (п) пят о (п) = 


т 


8т--2 л 

== (5^) [(4т, + 1) (а (0) ю (4т - 2), т>0. — (36.43) 
Поступило 
26. Г. 1953 
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И. Р. ШАФАРЕВИЧ 


ОБ ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ СУЩЕСТВОВАНИЯ В ТЕОРИИ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе доказывается существование алгебраических чисел, для 
которых символы Лежандра по дивизорам, сопряженным с простыми 
делителями этих чисел, имеют заданные значения, и которые удовле- 
творяют некоторым другим условиям. 


В некоторых задачах теории Галуа играют роль алгебраические числа, 
которые связаны теми или иными арифметическими соотношениями со 
своими сопряженными, например, для которых символы Лежандра по со- 
пряженным с ними числам или по простым делителям сопряженных чисел 
имеют заданные значения. 

Задачу подобного типа впервые рассмотрел Н. Г. Чеботарев [см. (1), 
стр. 164]. Именно он поставил вопрос о существовании примарных главных 
дивизоров т в нормальном поле К]А, для которых символ Лежандра 


Ум 
= имеет наперед заданное значение. Здесь сумма в показателе распро- 


странена на все отличные от 1 автоморфизмы и поля К]Ё, символ 
Лежандра предполагается простой степени / и корни степени { из 1 
содержатся в ^. ° 


Н. Г. Чеботарев показал [см. (1), стр. 226—234], что если К есть поле 


п 
гауссовых чисел и [=2, то символ Лежандра <) для примарного числа 


п равен 1, и поэтому поставленная им задача не всегда имеет положи- 
тельное решение. С другой стороны, он показал, что во многих квадратич- 
ных полях эта задача разрешима. В дальнейшем мы воспользуемся сооб- 
ражениями, которые применял при этом Н. Г. Чеботарев [см. доказательство 
формулы (6)]. 

Задача, которой мы будем заниматься, отличается от задачи Н. Г. Че- 
ботарева. Мы исследуем вопрос о существовании алгебраических чисел а, 
для которых символ Лежандра т по дивизорам уф“, сопряженным с про- 
стыми делителями } числа о, ИЯ наперед заданное значение. Мы будем 
также требовать, чтобы а удовлетворяло некоторым другим условиям. 
Решение этой задачи необходимо для построения полей с разрешимой 
группой Галуа. 

В дальнейшем будут применяться следующие обозначения: К / К — нор- 
мальное поле с группой Галуа Ё, / — такое простое число, что первооб- 


разный корень 6 степени / из 1 содержится в К, причем 9-9, цЕРЕ, 
9:,...,@» — дивизоры А, взаимно простые друг с другом и с 4. 
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ТЕОРЕМА. Как бы ни были заданы корни степеней [ из 1 Е,,... у» 
и функция С(и) на Е со значениями в группе корней степени [ из 1, удо- 
влетворяющая условию (и ") = С (и), существует бесконечное количе- 
ство чисел а поля К, удовлетворяющих условиям: 


о И А ВЯ 1 
(:) и. г (1) 
(=) =) для всех простых р | в и иЕЁ, и -Е1. (2) 
р 


Условие (2) предполагает, что если ф|я ии -1, то р“ не делит а. 

При /=2 мы должны наложить следующие дополнительные ограни- 
чения: 

1’. д.,...,@г взаимно просты с дискриминантом К [А. 

2’. Все простые делители двойки в К полностью распадаются в К. 

3’. Вещественные бесконечно удаленные простые дивизоры А остаются 
вещественными в К. 

4’. Если и; — инволютивные автоморфизмы (из = 1), Ки, — принадле- 
жащие им подполя и ®„, — дифференты К! Кац» то из того, что Фи... Зи 
есть квадрат дивизора А, следует, что 


6(и!)...С (ит) =1. 


Доказательство распадается на две части, в зависимости от того, 
нечетно ли [ или [= 2. 

Т случай. Пусть 2+2. Мы докажем, что а можно выбрать в виде 
произведения двух простых главных дивизоров абсолютно первого порядка. 
Для этого построим в КА последовательность простых /-гиперпримарных 


главных дивизоров т,,...,т:,..., имеющих абсолютный порядок 1, не 
делящих / и удовлетворяющих условию: 
и Е 
СВ 3 
=) ыы ( ) 


п 1 
оказатель >. имеет здесь смысл ввиду того, что 1 = 2. 


Указанные условия мы будем предполагать выполненными для всех 
членов последовательности, в остальном же строим ее рекуррентно, выбирая 
т, при построенных т,,...,‚т‚_: так, чтобы было выполнено условие: 


а. на 
[тень | асе (4) 

Условия (3) и (4), наложенные на число п, предписывают значения 
символа Лежандра числа т; по взаимно простым дивизорам 9,,...,@» 
(".),..., (ль) [в условии (3) подразумевается, что (п, @:) =1]. Ввиду 
обобщенной теоремы об арифметической прогрессии, существует простой 
главный дивизор т‚, удовлетворяющий. всем поставленным нами условиям. 
Таким образом, мы можем продолжить последовательность х!,..., т; сколь 
угодно далеко. 


п 
Так как для любого числа г выражения = могут принимать лишь 
п 


конечное число значений (не больше, чем /”, п = (К: ^)), то при достаточно 
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большом числе членов в нашей последовательности найдутся два таких 
числа, скажем, т; и т, (5< 1), что 
т ЕТ! 


п; 1 


(75)=() для всех и6Р, и-А. (5) 


Докажем, что число а = т.т; удовлетворяет условиям теоремы. Очевидно, 
что из условия (3) для т; и г: следует условие (1) для а. Условие (2) для 
& имеет теперь вид: 


(=, (И -ча 


$ 1 


Первое из них выполнено ввиду условия (4), наложенного на л,. Нам 
остается доказать, что выполнено и второе условие. Для этого заметим, что 


ы вы = = п, \9% 9 
(=) — в дет) 


и точно так же, ввиду (5), 


= Ый = м в = п, 9(и*) 
ы 7 м" пе. 
Следовательно, 
—9 ХА у: | 
— сы — В. ‘(= г Е ИО 
ты т ть А 


Таким образом, в этом случае теорема доказана. 

П случай. Пусть [=2. К сожалению, в этом случае доказательство 
значительно более громоздко ввиду того, что мы не можем наложить 
условие (3) (показатель > теряет смысл), а поэтому нельзя считать, что & 
состоит из двух множителей. Мы покажем, однако, что можно найти 
нужное нам число а, состоящее из трех множителей. Предположим сначала, 
что и есть инволютивный автоморфизм: и? = 1. В этом случае можно 
найти такое простое гиперпримарное число п, что 


п ‹\ 
= (12), 
= (и) 
В самом деле, пусть К„ есть подполе элементов, инвариантных относи- 


тельно и, К =К,(УД,) и 3, — дифферента К/Ки. Докажем, что для 
любого гиперпримарного тотально-положительного & имеет место соот- 


ношение: 
(Е) = (55), если (&, *)=4. (6) 
Пусть &=а-+ ВИ, Так как + =2а и Ё гиперпримарно, то 
9-)-9-0-0 


3 Известия АН СССР, серия математическая. т. 18, № 4 


330 И. Р. ШАФАРЕВИЧ 


Может случиться, что « имеет общие множители с двойкой. В случае, 
если числитель символа Лежандра гиперпримарен, а знаменатель имеет 
общие множители с двойкой, мы будем вычислять символ Лежандра при 
помощи соотношения: 


(г) =1, если у гиперпримарно, 112. 


Как легко видеть, закон взаимности ири этом сохраняет свою силу. 
Мы имеем, далее: 


= Аь г. = 
я) = ЕР") =(Ы")- 

По поводу этих равенств мы должны прежде всего заметить, что @ вза- 
имно просто с &", так как 2а =ё- 5” и (&, =) =1. Во-вторых, символ 


Вы и В 2 
(=) в поле К равен, ввиду того что «6 К», символу (>) в поле Кь, 


т. е. единице. Аналогичным образом имеем: 


(т) = (2 
р 
где левый символ вычисляется в К, а правый — в Ки. 


Ввиду условия 2’, А, должно быть гиперпримарным и тотально-поло- 
жительным. Таким образом, 


=)-(#)-05). 


где последний символ опять вычисляется в К. 
Если Фи, — дифферента К/К, то 


(Ул,) =5,6, СЕК,, 


(ука) = (8) (5.) —($.)' 


так как опять 


Таким образом, 


что и доказывает формулу (6). 
Условие 4’ и обобщенная теорема об арифметической прогрессии гаран- 


тирует нам существование таких простых гиперпримарных тотально- 
положительных п, что 

п 

—- = и 

(=-) = 


У 
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для любого инволютивного автоморфизма. Ввиду формулы (6), получаем: 


/ ".) 
. 
— | = (И). 
(2) =) 

Теперь мы переходим к рассмотрению также и неинволютивных авто- 
морфизмов. Пусть 2? Е 1, т. е. о и!. Предположим, что мы нашли три 
простых гиперпримарных и тотально-положительных числа т, хи р, 
удовлетворяющих следующим условиям: 


Докажем, что тогда число & = пхо удовлетворяет условиям: 


ао (8) 


В самом деле, 


—_ -®--ео 
(9-51 
2-6) 
(о 


(=) =6 (5), 


е 


(6), (=, С5)=%. (9) 


Мы проверим только первое равенство: 


(=) 


3* 
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Так как 


то 


Разобьем теперь совокупность всех отличных от 1 автоморфизмов К / А 
на три части. В первую часть, которую мы обозначим через (И, соберем 
все инволютивные автоморфизмы. Неинволютивные автоморфизмы разобъем 
на две части, отнеся по произволу из каждой пары взаимно обратных 
автоморфизмов и #! один к одной части, а другой автоморфизм — 
к другой. Эти части обозначим через Г и У 1. Таким образом, 


Е = ИУ У 1. 


Теперь, как мы это делали при нечетном /, построим последователь- 
ность простых гиперпримарных и тотально-положительных чисел т,, 
т... ть... . Мы будем считать, что все числа т, удовлетворяют условиям: 


ит; 


(«)=ь, Ви 1, Г) 


(5) = (и), ив О0. 
В остальном мы будем строить нашу последовательность рекуррентно по 
следующему, довольно сложному, правилу. Пусть построены числа 
п, ..., Пьа. Разобъем их совокупность на две части, которые будем 
называть первой и второй. Каким именно образом производится разбие- 
ние на эти две части, будет указано несколько псзже. Теперь выберем 
т: так, чтобы, кроме указанных выше условий, оно удовлетворяло еще 
следующим: 


если ЕТ и т. принадлежит первой части, и 


В- (+ 


$ $ 


если ЭСТ, но п, принадлежит второй части. 
Предположим, что мы определили разбиение на первую и вторую 
части так, что выполнено следующее условие: каково бы ни было нату- 
ральное число /, существует такое М, что при любом разбиении после- 
довательности т,,..., тм на / частей хотя бы в одну часть попадут 
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три числа п», ть, т, (7< $< 1) соследующим свойством: при разбиении по- 
следовательности п,, ..., п, 1-на. первую и вторую части п, и т. попали 
в разные части, а при разбиении последовательности п,, ..., т. т, по- 
нало не в ту часть, в которую оно попало при разбиении последователь- 
ности г,..., пьа. В этом случае наша задача решена. 

Действительно, обозначим через у число элементов множеств © и возь- 
мем 2” за М. В качестве разбиения на № частей возьмем разбиение сооб- 
разно значениям (5), -ЕТ, объединяя в одну часть все л;, для которых 


ый 
Я 

все (=) одинаковы. Пусть т,, т., т, — числа, удовлетворяющие изложен- 
1 

ным выше условиям. Если мы примем их за п, х ио, то условия (7) 

будут выполнены. Действительно, если при разбиении  последова- 

тельности п, ..., т: на две части т, принадлежит к первой части, 

а т, — ко второй, то условия (7) удовлетворяются, если мы положим 

= т, п. == х, п, =0. Если же т, принадлежит ко второй части, а м, — 

к.первой, то надо положить п, = п, п, =р, п, =х. 

Нам остается только указать, как производить разбиение на первую 
и вторую части. Возможность такого разбиения устанавливается следую- 
лцей, чисто комбинаторной, леммой. 

ЛЕММА. Для каждого натурального & можно указать такое раз- 
биение чисел 1, 2,..., &-—1 на две части — первую и вторую, — чтобы 
для любого натурального № существовало М со следующим свойством: 
при произвольном разбиении чисел 1, 2,..., М на М частей хотя бы 
в одной части найдутся такие три числа г, $5 и 1 (т<%5$< 4, что при 
разбиении чисел 1, 2,... ‚ &—1 на две части г и 3 попадают в раз- 
ные части, а при разбиении 1, 2,...,$—1 на две части г попада- 
ет не в ту часть, в которую оно попадает при разбиений чисел 
О. 

Решение этой задачи заключается в следующем. При разбиении чисел 
1, 2,..., Ё#—1 на две части надо в первую часть относить все числа К, 
для которых #— делится на нечетную степень двойки, а остальные — 
во вторую. 

Чтобы доказать, что при этом будет выполняться нужное нам свой- 
ство, мы применим теорему Ван дер Вардена об арифметических прогрес- 
сиях [см. (?)] для частного случая прогрессий длины три. Согласно утвер- 
ждению этой теоремы, для любого № существует такое М, что при любом 
разбиении чисел 1, 2,..., М на № частей хотя бы в одной части най- 
дутся три числа, образующие арифметическую прогрессию. Чтобы вывести 
из этого утверждения нужный нам результат, нам остается только про- 
верить, что при указанном разбиении на первую и вторую части любые 
три числа г, $ и Е, образующие арифметическую прогрессию, будут 
удовлетворять нашим условиям. Это почти очевидно. 

По предположению, [—5=$—^. Пусть #—5$ делится на нечетную 
степень двойки. Тогда при разбиении чисел 1, 2,...,Ё—1 на две 
части $ попадает в первую часть. Так как 


Ви = (#—$) + ($—г) =2(— 5), 
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о т р ть 


то {—^ делится на четную степень двойки, и поэтому 7 попадает во вто- 
рую часть. При разбиении чисел 1, 2,..., 3—4 попадает, очевидно, 
в первую часть. Если Ё—5 делится на четную степень двойки, то это 
рассуждение нужно дословно повторить. Лемма доказана. 

Возвращаясь к доказательству теоремы, мы видим, что если положить 


= х = т., б = тт, @ —= тхо, 


то для я будут выполняться условия (8) и (9) для любого &Е Т, т. е. 
условия (8) для любого неинволютивного автоморфизма 5. 
Аналогичные условия 


(ие) = (и) (55) 5 (о) 


будут выполнены также и для любого инволютивного автоморфизма и. 
В самом деле, по построению, 


(==) И А. =. =“(ы), 


7 


р 


п 
т. е., согласно (6), (-) = * (и). Таким образом, 


(В -@-чо 


Аналогично проверяются два других соотношения (10). Таким образом, 
для числа &« выполнены все условия (2). Но и условия (1) также выпол- 


нены, так как, по построению, 


=) = (=) =()=в ЕВ ЗЫ. 
к и сей ЧИ м $1 1. 


Мы доказали существование одного числа я, удовлетворяющего уело- 
виям теоремы. Так как мы можем, однако, при построении выбирать все 
п, а следовательно, и & взаимно простыми с любым наперед заданным 
модулем, то таких чисел о существует бесконечно много. Теорема доказана, 

Заметим, что при построении последовательности простых чисел 
п, ..., Мь ... Имеется большой произвол, которым можно в случае не- 
обходимости воспользоваться. Например, если задано какое-либо нормаль- 
ное поле О | К, то мы можем выбирать т; так, чтобы все они принадле- 
жали в О к заданному классу автоморфизмов с: 


|. 


Ири этом нужно только, чтобы существовало бесконечное количесзво 
простых примарных чисел п, принадлежащих к классу э в О и удовле- 


творяющих наложенным нами условиям: 
1 


= = при 1+2 или и = при [=%. 


Поступило 
14. ПТ, 1954 
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ОБЩИЙ ЗАКОН ВЗАИМНОСТИ И НОВОЕ ОБОСНОВАНИЕ ТЕОРИИ 
ПОЛЕЙ КЛАССОВ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


Работа содержит решение следующей задачи *: вывести интеграль- 
ную теорию полей классов из локально построенной локальной тео- 
рии полей классов. Основную роль при этом играет закон взаимности, 
который был сформулирован п доказан в общем виде И. Р. Шафарс- 
вичем (1). Однако доказательство, данное им, опиралось на теорию 
полей классов. Существенной частью настоящей работы является эле- 
ментарное доказательство общего закона взаимности, не использую+ 
щее теории полей классов. 


Введение 


Основные определения и обозначения. Пусть (А — конеч- 
ное расширение поля рациональных чисел В, содержащее первообразный 
корень Г’-й степени из единицы (<, где / — нечетное простое число. Пусть, 
далее, р — простой идеал из А, не делящий [, и Ёр -- поле классов вычетов 
идеала фр. Оно содержит ©, и в нем $ также является первообразным кор- 
нем степени /^ из единицы. Мультипликативная группа К классов вы- 
четов по модулю р — циклическая (®) порядка Мр —1, и ®!" порождает 


ы Мр— 
в ней ее единственную подгруппу Н порядка а Соответствие, отно- 


сящее каждому классу Я из К класс ®И, есть гомоморфизм К, на под- 
группу, порожденную 6. Если о — число из К, не делящееся на р, и Я — 
класс вычетов по модулю ф, содержащий &, то та степень ©, на которую 


Й [22 
отображается Я при этом гомоморфизме, обозначается через (=) и назы- 
вается символом Лежандра /"-й степени. Из этого определения следует 


формула: 
Мры-1 


(=) =а Й: (под р), 


р 
тде /Л№р берется в А/В (В — поле рациональных чисел). 


е 
Если р|[, то, по определению, (=) —=4. Наконец, если а = [» 7’ 


ГЕЯ. 


* Считаю своим долгом выразить глубокую благодарность И. Р. Шафаревичу 
указавшему мне на эту проблему, за ценные советы и замечания, которыми 
я воспользовался при написании этой работы, 


положим 
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ибо 


Из этих определений непосредственно следует, что: 


о 
1. если а и 8 взаимно просты © ши /[, то (2) = ( (==). 


т 
в \ 


т)” 


[2 
2. Если а ==8 (04 и"), то (=) = 
3. Необходимым и достаточным условием того, чтобы простой идеал р 
т 
из №, не делящий [, полностью разлагался в № (И®), где & просто с { иъ, 
[А 
является равенство единице символа Лежандра (=). 
Кроме того, имеют место следующие свойства этого символа: 


. 5 а) 
аи 


причем след берется в А(1)/В,, где А, — поле рациональных /-адических 
чисел, а #(!)— кольцо [-адических чисел над К; 1= (1—0). 

Пусть К — нормальное расширение Ё и «= М№к/к (1), а = №Мк/к(А)- 
Тогда 


> (.-@. о 


о ©) 


причем в обоих последних равенствах символ Лежандра слева берется 
в К, а справа — в К. 


Обозначим отношение символов Лежандра (=) (+) через [«, В]. Из 
двух последних свойств следует, что если а = М№Мк/к(4А), то 
[2, В к = [4, к. | (3) 


7. Эйзенштейновский закон взаимности: для любого ра- 
ционального числа а и семипримарного числа ВЕ А имеет место рав’, ство: 


Очень простое и элементарное доказательство см. в (?). 

Определение. Пусть А — произвольное поле алгебраических чисел, 
содержащее не равный единице корень /-й степени из 1, ив Ы1, у=- 41— 
два числа из К. Для каждого простого идеала ф из А определим символ 
(=) следующим образом: 

Если р |1, то 


(=) = (в, У)’ 


где (в, у)› — символ Шафаревича. 
Если у, ГГи в делится точно на 1‘, а у— на у%, то 


ео 
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ТЕОРЕМА. Символ ([.") обладает следующими свойствами: 


в (=) есть невы рожденная, кососиммет рическая билинейная фор- 
ма переменных в, У. 

2. Необходимым и достаточным условием того, чтобы у» было нор- 
менным вычетом в К„, т. е. удовлетворяло сравнению 


у=М,А({»), 


где А — надлежащее число из Ку, а | есть та степень идеала }, в 
которой р входит в ведущий идеал { расширения К,|[ЁК, является 
равенство единице символа и : 

Доказательство. Для р|/ эти свойства следуют из аналогичных 
свойств символа Шафаревича (р, У), а для р {{ доказательство их, очень 
элементарное, приведено в работе (3). 

3. Если К — абелево расшарение К показателя [ и у= Мк(р)и(р) (В), 
где В — число из К, К(р) — р-адическое замыкание Ё и К (р) — кольцо. 
›-адических чисел над К, то 


ты ен . о. 


где произведение берется по всем простым делителям у из К. 

Доказательство. Для р|[ эта формула была доказана в работе 
автора (4), а для р (Е доказательство ее, очень элементарное, приведено 
в работе (5). 


$ 1. Группы чисел и группы идеалов. Сингулярные примарные числа 


Пусть @ — конечная абелева группа и { — рациональное простое число. 
-рангом г =7(С) группы С называется число базисных элементов С, 
порядок которых есть степень (. Если С' — подгруппа [-х степеней всех. 
элементов из С, а С: — подгруппа тех элементов из С, [-я степень кото- 
рых равна 1, то С/С'-С: и имеет [-членный тии ([...,/). В част- 
ности, 


(4:@) = (61:1) =Г: 


| в 

Группу @/С" классов по подгруппе С’ назовем группой соеди- 
нений, а ее единичный элемент — главным соединением. Если 
с1,...,Сг —Г независимых соединений иё, © с, — элементы из С, то 


каждый элемент в6С может быть представлен в виде 


несов беоне (1) 


где $ — надлежащим образом выбранный элемент из С. 
Пусть & — конечное расширение поля рациональных чисел А, содер- 
жащее =1 корень (-й степени из единицы 6. Если (®:Н (0) = т, то 


(Е: В) = т (1—1) =. 


Определим в А те группы, соединения и связанные с ними константы, 
которые потребуются нам в дальнейшем: 
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1°. Группа Е единиц из №. Ее ранг г(Е) равен и’. 


2°. Группа Но классов идеалов поля №. Ее ранг Х(Ноъ) обозначим 
через е. 


Если 1,,..., Те — идеалы, лежащие в независимых соединениях, то, 
согласно (1), всякий идеал может быть представлен в виде 


а о 
что коротко будем записывать: 
(фе 


3°. Группа @ сингулярных чисел, т. е. чисел, являющихся [-ми сте- 
пенями идеалов. Ранг ее г(@) равен т’ -- е. Действительно, по 2 и 


ранее сказанному, существует е идеалов 1'!,..., 1, лежащих в независи- 
мых классах, [-е степени которых равны единичному классу: т; = (р,). 
е чисел р,,...,р, вместе с т’ единицами базиса группы Е определяют 


т’-Не независимых соединений сингулярных чисел. Если © /Е =, то 


г (=) =е. 
о 
4. Группа классов вычетов то@ |, взаимно простых с |, где 


0. 


1= (1 —0), а р,(1=1,2,...,8) — не делящие { простые идеалы из . 
Обозначим ее ранг через п. 
ЛЕММА 1. п=2т'- Е. 


Доказательство. Так как группа классов вычетов то4 $, взаимно 
простых с |, есть прямая сумма групп классов вычетов то@ !, простых 
с 1, и групи классов вычетов то р,, простых с р; (= 1,2,...,2), то п 
равно сумме рангов этих групп. Вычислим ранг первой группы. Пусть 
{1—9 =Г разлагается в А по закону 


1 й 
Г (2) 


Сравнение 


эквивалентно 2 сравнениям 

| те: 

ЕЕ О ны 
и, значит, 2 сравнениям 


(—1—0. 5—0 0 (3) 


Из сравнения (3) следует, что хоть один множитель левой части этого 
сравнения, например, & —", делится на 1 


Е — Г ==0 (тоа 15), 
а значит, и 


Е — 410 (о 1). 
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Это сравнение имеет место для всех {=1,2,...,2, поэтому 
6==4 (шо4 1), &=1 № (=1-9 
с целым о, а среди этих чисел будет ровно 


(УР) а 1 = о ГР 


1 г 

не сравнимых 1104 [Г и, таким образом, ранг этой группы равен 2т’. 
С другой стороны, ранг группы классов вычетов шой $р,, взаимно 
простых с ф, равен 1, так как эта группа — циклическая, порядка 
№ р; — 1==0 (1). Соединяя все сказанное, получаем утверждение леммы 1. 


Пусть в — число из А, взаимно простое с / и не являющееся 1-й 
| 


степенью никакого числа из А, и К =А(У в) — куммерово поле. 

Еслир,,..., ©, — простые идеалы, входящие в |+ в степенях, не крат- 
ных [, то идеал {, определенный в 4°, будем называть ведущим идеалом 
расширения К/А, за исключением того случая, когда К/К не развет- 
влено. В этом случае ведущий идеал, по определению, будем считать 
равным 1. 

5°. Группой комилексов поля А назовем факторгруппу группы 
классов идеалов поля К по подгруппе классов идеалов поля А; единич- 
ный элемент 1 этой группы назовем главным комплексом. Комплекс 
Р, для которого Р"`° =1, где с — образующий автоморфизм расширения 
К/^, называется инвариантным. Если % — произвольный идеал из Р, то, 
очевидно, 


ое ыы А}, 


тде А — число из К, а | — идеал из А. Пусть 0" — группа инвариантных 
комплексов, образованных инвариантными идеалами, и (Х --- группа всех 
инвариантных комплексов. Обозначим их ранги соответственно через 
а’ иа. 

6°. Обозначим через =” подгруппу тех идеалов из Я, которые в К 
будут [-ми степенями главных идеалов; ранг её г(=*) обозначим через 
е*. Далее, через =, обозначим подгруппу тех идеалов из &, которые 
являются нормами главных идеалов из К. Имеем: 


Действительно, если (5“) = а! = (А) = (А)', то «а=(А) и тогда в" = а! = 
= (МА). 

7°. Пусть 3" будет группой тех единиц из Ё, которые являются нор- 
мами единиц поля К, а $3 — группой тех единиц из Ё, которые являются 
нормами целых или дробных чисел поля К. Обозначим чербз ©’ ид их 
ранги. Имеет место 

ЛЕММА 2. Если 1 — число простых делителей дискриминанта К | Ё, а 


# + о о 
а, а, ©, % имеют значения, указанные в —Т, то 


) 


а ЗЕ —т — 1-е, (4) 
а<фе-т — 1-е. (5) 
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Здесь мы докажем только неравенство (4). Неравенство (5) будет до- 
казано позже. 

Доказательство неравенства (4). При доказательстве этого 
неравенства мы будем пользоваться следующей, легко доказываемой леммой. 


ЛЕММА (Гильберта). В поле К=®(У в) существует т’ единиц 


Я... Вт ТОКИ, ЧТО. 
1. Каждая единица Е из К может быть представлена в виде: 
Р 
а Е (8) а. Е" Е [е], 
где 1 (5). 1=12...., т'’,— многочлен с целыми рациональными коэф- 
1 , у ) ) , 


фициентами степени не выше [—2, а [®] означает такую единицу из К, 
/-я степень которой есть единица в К. 
2. Для любой единицы Е из К из равенства 


о Е) ие Ей’ ©) [2] 
следуют сравнения 
1 (<) ==0 (1—5), 1=1 


Доказательство этой леммы см., например, в (3). 
Из этой леммы, в частности, следует, что любая единица 96 
представляется в виде 


Е: ат 1 
и [=] , 
где 
, 
‚т. 


.... 


= Мк (В), в=1,2 


Е 
Переходим к доказательству неравенства (4). Пусть сначала р "$, 


где «ЕЁ, а е— единица из К. Так как среди единиц 1.,..., 7, по 
у 
п. 7, имеется 4" независимых %,,...,\,., То имеем т’— 5” очевидвых 
равенств: 
(| 1 о бам й 
И 


Из этих равенств следует, что т’ — 5” едивиц Ё; 
р а —а; —@:»_-1 . * < 
Бе Тов ласт (6) 
удовлетворяют условиям 
/ НЫ ЕЕ * | 
Мкь (Е) =1, 1=е-И,..., т, 
откуда, по теореме Гильберта, получаем: 
[4 1—5 
В = М; , 


. % 

где М, = -1,..., т’,— надлежащие числа из К. Числа Мо-уи,.. 
..., М т независимы. Действительно, если бы между ними существовало 
соотношение 


) 


Мент... Мет = А! 


О 
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где А — число из К, то отсюда следовало бы, что 


1(1—в) 59 9% 56 х 
АО — рен... Е = Ее... Бат... А 


о*-1 9-1 и? 
тде 
и’ 
— Ее * 
= — У был, ‘7=Ь0,..., И, 
1=5*-1 
и, значит, 
Ху"... ЕЕХи НЕО (1. 


Из равенств (6) следует, что 
(М: —° = (1), 


‚откуда (М;) = ДРии:, где О; — инвариантный идеал из К, а и; — идеал 
из К. 

Рассмотрим группу, порожденную всеми М;. Все входящие в нее 
числа имеют вид Ош, указанный выше. Ранг подгруппы тех чисел, для 
которых О =1, обозначим через е'. Имеем: 


ев 


В самом деле, для чисел этой подгруппы (М) =, т. е. (ММ) = ии и 
(М)! = пи, а это и значит, что они принадлежат к #*". 
* * = ** 
Пусть М:,..., Ме — базис этой группы, а М; ,&=1,...,т—и-е, 
порождает базис факторгруппы по ней. Положим 


(М) =... эипц. (7) 


В группе, порожденной %,,...,Ф, каждое из соотношений (7) дает 
идеал, лежащий в главном комплексе. Ввиду выбора М; все эти идеалы 
независимы. Число их равно 


тет фе". 


В силу сделанного ограничения на (|,, правая часть соотношения 


1 
Ув=э"... Им (8) 


от них тоже независима. Таким образом, в группе, порожденной ®,,..., $, 
есть по крайней мере 
т 2—6 1 


независимых идеалов, лежащих в главном комплексе. Всякий инвариант- 
ный идеал имеет вид ое ФИ т, т. е. лежит в том же комплексе, что 
и ой а И Ввиду только что доказанного, 


а <а— (тие 1) = тие 1 < т 9+ еЫ—1. 


Этим неравенство (4) доказано для случая р = се. В случае, когда № =, 
где < — единица из А, соотношение (8) отсутствует, зато единиц Е; будет 
не т’— 5’, а т — 5" -- 1, так как з есть норма единицы в К и не 
содержится среди единиц \1,. 
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8°. Группа родов. Пусть {— ведущий идеал куммерова поля 
| 


К =&(У в). Назовем главным родом группу идеалов % из К, вза- 
имно простых с {, относительные нормы которых в А лежат в главном 
соединении: 


М9! = (а) ив=М(А) (1) 


для некоторого числа А из К. Очевидно, что все главные идеалы из К, 
а также идеалы из А в А будут принадлежать главному роду и, следо- 
вательно, вместе с идеалом 9% к главному роду принадлежит и весь ком- 
плекс, в котором лежит %. Группу родов естественно определить как 
факторгруппу мультипликативной группы = 0 идеалов из К по подгруппе 
идеалов главного рода. Для исследования группы родов мы введем в 
рассмотрение особую систему характеров группы комплексов поля К, 
которые обращаются в 1 на главном роде и являются, следовательно, 
характерами группы родов. 

Пусть % — идеал из А. Так как род идеала % из К определяется 
его нормой, `то естественно определить эти характеры на группе идеалов 
из А, положив 


я =х(М (9). 


Если 1,..., 1 выбраны, как указано в п 2, то из идеала и = М№Мких (%) 
можно получить главный идеал по формуле 
ее см. (9) 


Если идеал п есть норма идеала % из К, то для того чтобы % принад- 
лежал главному роду, необходимо, прежде всего, чтобы п лежал в глав- 
ном соединении, т. е. чтобы ®; ==0(1) для 1=1,2,...,е. Естественно, 
поэтому, ввести е характеров ф;, Е=1,2,...,е, равенствами: 


о К 


й 


Пусть теперь все %; (%) =1. Для того чтобы идеал % в этом случае 
лежал в главном роде, необходимо и достаточно, чтобы у для некоторого 
А из К удовлетворяло сравнению 


У= Мк (А) (ппо4 ®, 


> У, 
что, в свою очередь, согласно своиству 2 символа (==) из введения, 
эквивалентно равенству 


для всех простых идеалов 6, делящих {. 
Функции 


в =(4*), К. 


где 6,,..., и —все простые делители {, не являются, однако, характе- 
рами на группе идеалов, так как число у, как сразу видно из равенства 
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НВ ЕНИСЕЙ 


(9), определяется идеалем % только с точностью до произвольного син- 
гулярного числа. Исследуем, как изменяются характеры 


когда е пробегает группу соединений сингулярных чисел. Пусть между 


м . * 
характерами `ф; г’ характеров 9, $,_,...,®,_„., Независимы, а осталь- 
ные { —г” характеров %,,..., 


Ф,_,. будут их линейными комбинациями. 
Для любых г’ корней [-й степени из единицы %,.. 


., риа найдется 
тогда такое сингулярное число е, для которого 


1 


ве) = (36) =, о 


Значение же характеров 5; (+), #&=1,2,...,Ё—г', однозначно опреде- 

ляется заданием $, (=) для Е =1,...,Ё —г”-+- 1. Теперь мы можем опре- 

делить недостающие характеры группы комплексов следующим образом. 
У, и ь 

Подберем у в равенстве (9) так, чтобы ( = Пай ИЕ 


о. 


% 
тогда 


ж (9 = (48, 24 2,... >, (10) 


будут однозначно определенными характерами группы соединений идеалов 
из А. Согласно предыдущему, % тогда и только тогда принадлежит 
главному роду, когда все у, (%),  =1,2,...,г’, и все ф, (%), 5 =1,2,...,е 
равны 1. 

Так как 


в) = (3%), с-ьиичь 


независимы, то можно подобрать к ним взаимный базис {з:) так, чтобы 


вы ео, (11) 
5; 
где <;; определены из условия: 
== О для’ ПЕ) 
9 |= 0 для #=7. 


(11') 


Группа соединений сингулярных чисел разложится в прямую сумму 
подгруппы, порожденной {=;}, и подгруппы тех чисел в, для которых 
С = 1 при #=4,2,...,Ё ‘Базис {«;} мы выберем так, чтобы среди 
0; 
чисел з,,..., в» было максимально возможное число единиц. Заметим, 
что введенные характеры зависят от выбора 11, &=1,2,...,е. 
Обозначим через & ранг группы родов и пусть, г = — г Ге. Так как 
г характеров х;, ф;, &=1,2,..., #=г; 7=1,2...,е, обращаются в й 
только на главном роде, то 


выл. (12) 


Теперь мы в состоянии доказать неравенство (5). 
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Доказательство неравенства (5). Имеем: 
г (00) = г (0Ё) + г (0“") = г (010С) + ‚(13) 


Определим т ((1/(4*). Пусть 6 -— единица из №, являющаяе сормой чис ла 


из А: 


9 = Мк/к (9). 
Так как 0 — единица, то 
9 = °, 


где %{— идеал из К, принадлежащий инвариантному комплексу р. 


Отображение 


есть изоморфизм группы У/У” с некоторой подгруппой % группы %/0. 
Для доказательства этого мы должны проверить, что 

1) ОЁ не зависит от выбора @ и %, 

2) не зависит от выбора 6 внутри 6У* и 

3) если `67* -> (04°, то ВЕТ". 

1. Пусть 9’ — другое число, для которого 


9 = №к« (9') = №кик (9); 
тогда 9’ = 941-°, где А — число из А. Поэтому 
(9’) = (4—0) = (48) = 91-е 


и, значит, 


Г = РА}, 
где О — инвариантный идеал, а | — идеал из К, т. е. 
РОЁ = РАО = 90. 
2. Пусть 60’ = 60/М№кк (Е) — другая единица из 0%", тогда 
9’ = №9’ =0м' (Е) =М (92) ` 
и, значит, 
9' = 9Е41-—° и %{'1-° = (9') = (941) = (Ау, 
% = ЧАБ] и ГОС = Г. 
3. Если 04° = (04°, т. е. 6 0", то 
= РАр (9) =9-° — (41-3) и @ = АЕ, 
где Е — единица из К. Поэтому 
3 = Мк» (9) = №Мкик (Е) и 98*6*. 


Изоморфизм групи %, и 3/3" доказан. Пусть теперь Р — произвольный 
инвариантный комплекс и % — какой-нибудь идеал из.Р. Для него можно 
написать равенство | 


а а 
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где А, как обычно, означает число из К ‚ а] — идеал из К. Беря от 
обеих частей этого равенства норму, получаем 


Я (Мки (А) = (4) 


и = (М4). 


или 


1 = МА есть сингулярное число, принадлежащее группе #.. Отображение` 

315 —> ЧЕ есть изоморфное отображение группы (/$ на некоторую под- 
= ь.1 |= 

группу группы #/#”. Действительно, у” не зависит от выбора А и У, 

потому что, если бы А’— = АТЦ, то 


(АА) = рр = (В) 
и, значит, 
А’ = АВЕ, 


где Ё — надлежащая единица из К. Отсюда получаем 
т = МА’ = МАМВМЕ = чМВ. 


Так как МУВЕН, то 


Аналогично, если %’ — другой идеал из того же класса $, то Г = 98, 
где 


31-е = (9) и {1-° = Эр-оа-о = 4-40 = (4-10) 1 = А’-Ы, 
\' = МА’ = МАМ@ -1 = 19 и 5" = 1”. 
Наконец, если 6 Я*, то 
л= В =}, В=уи %-—° = (ВА), 


те 
ТЕЗ и 93 =$. 
Определим ранг #,/=”. Рассмотрим для этого введенный нами в этом 
пункте базис сингулярных чисел {=;}. Пусть в нем в.,..., в, —еди- 
ницы, а 
Н :1 . 
81-1 == 17-4)... › 8% = Дж, А. 


Для >" =; 6 Е,. В самом деле, если бы (=) = (МВ), то в; = МВ, где 
3 — единица из А, и мы имели бы 


— р -( ") РН. 
о; о; 


Но это противоречит тому, что базис в; содержит, согласно выбору, 
максимальное число единиц. Отсюда следует соотношение для ранга 


7 (5.15): 


г (я,/=*) < г(&/=*) — г(Н/я,) <Зе—е" — (г* — г’). 
Так как, в силу (13), 
г(0О=г (02) + х (00/0) = г (0) + г ($) + г (003), 


Е 4 Известия АН СССР, серия математическая, т. 18, №4 
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а согласно ранее сказанному, 
= (5) = *(3/58*) = 0—0", а г(®) = ,(Е/5*) Зее" — (*—"), 
то 
аи 5 -е-—е—(”"— г). 
Воспользовавшись еще неравенством (4) для .а”, окончательно полу- 
чаем; 
а<а-и—т — 1-е (*—г)<ао-—т + е- 1. (14) 

ТЕОРЕМА 1. з<г—1. 

Доказательство. Пусть М — число независимых комплексов в К, 
{ — число независимых комплексов главного рода, }’ — число независимых 
комплексов Р, являющихся 1 — -ми степенями комплексов Р = О. 


Если а попрежнему обозначает число независимых инвариантных ком- 
плексов, то имеет место очевидное равенство: 


М = +] =а +7. 


Так как 1 — с-я степень любого комплекса принадлежит главному роду, 
то р <»), что вместе с предыдущим равенством дает 


&<а. (15) 
Оценим а. Согласно (14), 
а<Е— г -е—1— (т —ю— г), (14’) 
и так как о число независимых единиц, являющихся нормами чисел 
из К, а г’ единиц ев,...,е» наверное не нормы, то о ”' < т, и 
неравенство (14’) можно усилить: 
аа и-е—1=г— 14. (15') 
Неравенства (15) и (15'’) и доказывают теорему 1. 
Следствие. Между г чарактерами у,,..., =, Ф1,..., $ 


существует по крайней мере одно соотношение вида: 


тт п, 


о Чт фе = 4. 


| 

9°. Пусть К =А(Ув) — куммерово поле и {— ведущий идеал К, 
Н — факторгруппа группы идеалов из КА, взаимно простых © { по под- 
группе главных идеалов (а), представленных числами &, являющимися 
норменными вычетами шо@{, ) — подгруппа классов, содержащих отно- 
сительные нормы идеалов из К. 

В дальнейшем будем называть 1 группой, ассоциированной с расшире- 
нием К|]к, или группой Такаги К/К. № — собственная подгруппа Н. 
Действительно, так как г характеров У1,..., Хе», ф.,... ‚ Фе обращаются 


в 1 на идеалах главного класса, то они являются характерами группы Н. 
По п° 8 они независимы и, следовательно, 


г</(Н), 
а так как, с другой стороны, по теореме 1, 


г (9) < 7—1, 


то |) не совпадает с НД. 
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ТЕОРЕМА 2 (Гильберта-Бауэра). В каждом классе Н|№ существует 
идеал, все простые делители которого абсолютной первой степени. 

Доказательство этой теоремы см. в (6). 

Следствие. Каково бы ни было независимое число и 3 А в К 
существует бесконечно много простых идеалов р абсолютной первой 
степени, для которых 

[7 
(р) +1 


Доказательство. Пусть ар— идеал из какого-нибудь не 


единичного класса Н]|]\), выбранный согласно теореме 2. Тогда хоть 
1 


один его простой делитель р будет простым ив К=А(Уьр), так как 
иначе идеал а был бы нормой идеала из К и, следовательно, лежал 
бы в 0. 

ТЕОРЕМА З3. Если р, в,... ва — независимые числа из К, тов Ё 


существует бесконечно много простых идеалов р абсолютной первой 
степени, для которых выполняются соотношения: 


+ -- + 


1 1 
Доказательство. Пусть К =#(Ур,...,Ув!). По доказанному, в 
К существует бесконечно много простых идеалов % абсолютной первой 


степени, для которых 
| 
(5; и 


По свойству (1) символа Лежандра (см. введение), отсюда полу- 
чаем: 


+ во 


где р = Мкк(%) есть простой идеал из Ё абсолютной первой степени. 
С другой стороны, пользуясь тем же свойётвом символа Лежандра, 
находим: 


(()-(), = Доне, (16') 


Соотношения (16) и (16’) и доказывают теорему 3. 

Число «6 А называется примарным, если для некоторого $ © & выпол- 
няется сравнение «== (1!) [= (1—0). 

10°. Группа сингулярных примарных чисел. 

ЛЕММА 3. В группе соединений классов идеалов можно выбрать 
такой базис, что в каждом соединении этого базиса найдется хоть 


один простой идеал. 


Доказательство. Пусть 1,,..., 1 — какие-то идеалы, взятые из 
е независимых соединений, и пусть },,..., Юм— все входящие в них 
простые идеалы. Выберем в соединениях, в которых лежат р;,..., фм, 


максимальное число независимых. Они, очевидно, и будут давать иско- 


мый базис группы соединений. 
4* 


348 А. И. ЛАПИН 


ЛЕММА 4. Пусть простые идеалы 9, 1=1,2,..., т’ те, 
абсолютной первой степени выбраны так, что 
=; 1 . . 
(+) =с», НИ, (17) 
Ч; 
где в.,..., ние — каьой-нибудь базис сингулярных чисел. Если 
; 1: — . ’ 
Я Я Ее, 


то образуем группу ® чисел « вида 


6] УЧ т!-Ре., т Эт’-е 1 
вые И х,' 6 оон , 


где ®; подчинены е условиям: 
т’+в 
У ви, ==0(1, 7=1,2,...,е. . (18) 
4=1 
Пусть, наконец, ® < — подгруппа содержащихся в ® примарных 
чисел. Тогда ранг ® 
г (©) =е. 


Доказательство. Пусть г (5) =п. Ясно, что 


г (2) > т е-т' е-е=2т + е. 


Если бы п было меньше е, то числа х образовали бы более чем 
2т’  е-—е’=2т’ соединений классов вычетов шой | взаимно простых 
с [, что, по лемме 1, невозможно. Значит пе. Пусть пе. Тогда 
найдется независимое число ® такое, что 


9-9) ы 


Действительно, е функций 
[о] . 
ж@)= (+.), 1, Вань а, 
# / 
являются характерами группы ®, и так как число этих характеров е 
меньше ранга п группы о, то все они обращаются в 1 на некотором ох, 


не равном [-й степени числа из №, т. е. для него выполняются соотно- 
шения (18). 


Докажем, что это невозможно. С этой целью рассмотрим куммерово 
1 


поле К =й(Уо). Если 


ь ти! о . 
м ион... х,ГОе, ЕО =, 222 Е 


и |=9,...4,, то, в силу равенств (17), 


5-6 - 


‘и, следовательно, для каждого а’6 Ё еуществует сингулярное число 
и У 
а, у’ такое, что для а=ае будут выполняться равенства 
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(1) =ь Е 


< (1 © 
а значит, по свойству 2 символа (==) из введения, в К существует 
число А, для которого 


а == МА(}). (20) 
Пусть теперь а — произвольный идеал из А. По по 2, 
к = ’ 
с (21} 
Так как, согласно лемме 3, идеалы т,,...,‚х. можно считать простыми, 


то из равенств (19) следует, что они полностью разлагаются в К: 
о =... 6. 


Подберем сингулярное число в = так, чтобы я’ == и а удовлетворяло 
сравнению (20). Из равенства (20) будет тогда следовать сравнение 


а==М (2... ее т 4) (шод |, 


и, значит, а6 1, что, согласно п°’9, невозможно. Следовательно, 
=6. 

Следствие 1. Числа ох порождают группу соединений классов 
вычетов то@!, простых с [1 и, следовательно, каждое число ЕК 
удовлетворяет сравнению 

== о ечти-ехо Эти-Нен Е (11 
ВЕЕем... Века. МЕ жа (К), 
где х; удовлетворяют условиям (18). 
Следствие 2. г(8) =2т' - е. 
Следствие 3. В группе в существует базис ®.,..., ое такой, 


что 
%; 
р т 
г Ши. 
м. 


Действительно, е характеров 
© 5 
(в) = (>). Е фи 8) 
т: 


группы х ранга е обращаются в 1 только на числах ® = 1. Следователь- 
но, они образуют базис группы характеров. Взаимный к ним базис ® и 
будет искомым базисом. 

Следствие 4. Если ®,,..., ое — базис группы о, определенный, 
как было указано выше, и х — простой идеал, удовлетворяющий условиям 


ая, (22) 


то т лежит в главном соединении. 
1 


Доказательство. Пусть К; =А(У в; ) и В; — ассоциированная с К: 
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©: 
=. — (т, то можно счи- 
7 

тать, что \; порождена соединениями, в которых лежат 1,;,..., 1’ 
41,...,1 и, значит, №; пересекаются по главному соединению. Из 


равенств (22) следует, что 


группа (определение ее дано в п° 9). Так как ( 


е 
ЕП 1: 
1—1 
и, значит, + лежит в главном соединении. 
ТЕОРЕМА 4. Ранг группы сингулярных примарных чисел равен е. 
Доказательство. Так как ранг группы х равен е, то теорема 4 
будет доказана, если мы докажем, что группа ® совпадает с группой 
сингулярных примарных чисел. Пусть ®‚,...,‚ о. — какой-нибудь базис 
группы ®х и пусть ®,,..., 9, 9<е,— сингулярные числа. Дополним их 
до базиса группы сингулярных чисел и обозначим этот базис через 


$. =®9:,..., За = Фа, ба11,...)›Зпи-е. 


Определим, как в лемме 4, и’ + е простых идеалов р; равенствами: 


(5) =, и Де . ых 


Из этих равенств и следствия 4 предыдущей леммы заключаем, что иде- 
алы ра11,...,Фииы лежат в главном соединении: 
1 . 
р: а: = (к;, = ..,т ре 


Рассмотрим группу ®'’ чисел вида 


Е а Чти-е п Зии--е—а 
О ть оо 98 


Ее ранг 
г (®') = и + е-+т' +е—а=2т' е-а-е. 


так как, с другой стороны, по следствию 2 леммы 4, этот ранг равен 
2т’ - е, то отсюда и получаем е = 4. 


Следствие 1. Если в,,...,е„’— базис непримарных сингулярных 
чисел и 91,...,Ят/, Ж,...›Хт определены равенствами 
=: 
' 
()=сь 7 =1,2, ›,т, 
1 


то для каждого числа № 6 Ё имеет место сравнение 


РЕН в 
а 
с надлежащими из, 9; из ряда 0,1,...,1—1. 
Следствие 2. Существует базис группы сингулярных примар- 
ных чисел ®,..., Фе, удовлетворяющий условиям 


©: 
(=.)= я ле 


1 
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Следствие 3. Если в.,...,ю. — базис сингулярных примарных 
чисел, выбранный согласно следствию леммы 2, и +— простой идеал из 
К, удовлетворяющий условиям 


(9-9) 


то © лежит в главном соединении. 

Следствие 4. Пусть р,..., вт — числа, независимые по модулю 
группы сингулярных примарных чисел. Тогда 1,,..”,х. можно выбрать 
так, чтобы 


и: : 
(1) =1, аи ОВ ь 
м 
Доказательство. Определим е простых идеалов 01,...,№е из ус- 
ловий 
>.) ©; рт 
РА, (> Их 1,7 = диете: 
| 9 


Это можно сделать, так как р, по предположению, — несингулярное при- 
марное число. 
Идеал №; принадлежит группам 


Ву, че у, 9+, ‘5. ‚ е 
и, следовательно, пересечению 
в. 


Но единственными соединениями, лежащими в этом пересечении, будут 
2 е—1 
соединения, образованные идеалами т,, 1;,...1 ‚и потому ю;—та;. 
Так как 1,,...,Б. порождают всю группу Ну, то а. =0(1) и, значит, 
идеалы т; лежат в независимых соединениях. 
Следствие 5. Если т’=ра'!— примарное число, то существует 


примарное число п =}а! такое, что для заданных %1, 15,... те 


= 


Такое число п мы будем называть нормированным к [1]. 
Доказательство. Пусть 
п ; . 
И 1=4,9,,.. зе, 
1 
Если ®,,...,® выбраны так, чтобы 
©; . . г 
(=) =, Е 6 
т. 
7 
и 
5 О для #7, 
о : р 
ТАдля =, 
то число 


у а: 
п=то: ©: 


будет искомым. 
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1 
ЛЕММА 5. Для того чтобы поле К=(Уо) было разветвлено, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы число главных характеров #— т" =0. 
Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем цостаточность. 
Если {—т*=0, то это означает, что, умножая произвольное число 
а’ на некоторое сингулярное число е, можно получить число о = МА (7), 
где А— число из К и {— ведущий идеал. Пусть ® — несингулярное 
примарное число. Выбирая т,,...,1е так, чтобы 


(#)=1,...,()=% 


получаем, точно так, как при доказательстве леммы 4, что ДЛЯ любого 
идеала а из К выполняется сравнение 


а=М(В:*... Вь"х 1 А) (шоб, 


т. е. а6 5, что невозможно. 


$ 2. Примарные числа и примарные идеалы. Общий закон 
взаимности 


Определение. Идеал а называется примарным, если для каждого 
сингулярного числа е выполняется равенство 


(9 


В частности, для простого примарного идеала ф, на основании следствия 
4 леммы 4, отсюда следует, что р принадлежит главному соединению. ' 

ЛЕММА 6. Пусть в — примарное число, а 94.,...,д9;-- некоторые 
из тех т-е простых идеалов 41, которые определены в лемме 4, и 
пусть имеет место соотношение: 


Е ЕС 


в котором р.,..., р: — простые примарные идеалы из К. Тогда: 
1 


1. число главных характеров куммерова поля К =К (Ув) равно 5: 
фм = 5 


’ 


2. все они даются формулами 


«(= (=) =(—), ты (1) 


Р; Г 


причем (\) = №% [1] — дополнение №%, согдасно п 2; 
3. между ними имеется по крайней мере одно соотношение вида: 


ИС т, 
О (2) 
Доказательство. Согласно следствию теоремы 1, между характе- 
рами 7,,..., Хе, ф1,..., Фе ДОЛЖНО выполняться по крайней мере одно 


соотношение вида 
Та т * Па ея 
До м. = (3) 
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Так как, с другой стороны, 


(| >) = (=) = (та, 
9; 9; 


> 5 . 
ТО в1,...,е; есть базис, взаимный характерам (==) плиЕ= ИИ, 
7 
значит, г" =],1—г* = 5, и главные характеры идеала % из поля К бу- 


дут даваться формулой (1). 1-е и 2-е утверждения нашей леммы, таким 
образом, доказаны. Чтобы доказать последнее утверждение леммы, выбе- 
рем базисные идеалы 1,,...,х. так, чтобы 


т; 


(=) =! для =, Е. 
Это, согласно $ 1, возможно, так как | — несингулярное примарное чис- 
ло. В поле К идеалы 1, полностью разлагаются: 
1; = МВ: . 
Определим характер идеала А;. Так как 
1—1 се ( 
ы-.(6 )=, 


то 


$: (В) =Сч 
(5:; — символ Кронекера). Из (1) получаем: 
С; (Во дав = 1, е, = 1,4,...,5 
Подставляя эти значения в равенство (3), получим 


| — ИА 
и, следовательно, 
п;:=0 для всех #=1,2,...,е. 


Равенство (3) перейдет тогда в равенство (2). 
Следствие. Если в лемме 6 (р имеет вид 


(и) ="... 9/7 рта, 
т. е. 35=1, то для любого простого идеала 4, удовлетворяющего равен- 


ству ( Е 


Е) —= 1, справедливо равенство 


®-. 


ха. ет = а [1], 


где 


ат,...,Е выбраны так, чтобы 


(^)=1 Е Ин ба 
" 


Доказательство следует из равенств (1) и (2) предыдущей леммы при 
#=1. 
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В дальнейшем изложении, до леммы 10 включительно, основное поле 
& предполагается абсолютно нормальным, т. е. нормальным над полем 
рациональных чисел. 

ЛЕММА 7. Если у — некритический простой примарный идеал из 
К абсолютной первой степени, то в Ё существует примарное число ® 
вида к = ра. 

Доказательство. Так как р лежит в главном соединении, то в № 


существует идеал Б такой, что рб! = (п) — главный идеал. Согласно 
следствию 1 теоремы 4, число п удовлетворяет сравнению 


Е. Ию". кВ (Об Г). 


а 
Если бы /=0, то число „ 
—\И: —ИЧпт 


т = 51‘... би 


было бы искомым' и лемма была бы доказана. Покажем, что } =0. Пусть 
1-0. Обозначим тх,”...ху” через в. Так как в==8' (1), то р при- 
марно. Пусть п’, п”,...,№’,р’... — все сопряженные с т и ( числа. Так 
как 0.,...,@; абсолютной первой степени, то, как легко следует из одно- 
значности разложения на простые множители, числа в, №’; в",...,т,т,,... 
будут независимыми. 

Определим в № простой примарный идеал 4 абсолютной первой степе- 
ни, удовлетворяющий равенствам: 


(#)=1, (+) =4...., (4) 


р 4) 


(Существование такого идеала 4 следует из теоремы 3.) Если 1,,...,1° 
выбраны так, чтобы для всех =1,2,...,е было 


р ЕЯ и 
(=)- : (=)-1, ()-5.-, 


то, согласно следствию леммы 6 из равенства (4), получаем: 


#)-: В 9-6 
(*)=1, Е - 


Перемножая последние равенства, находим: 
И ь 
( и. = 1. (5) 


Же с Е а: Ч йо, == №9 (ао. = 08, 


‚а значит, и 


Далее, 


где 4 — рациональное простое число, делящееся на 4, а = — сингулярное 
число. Вследствие примарности р, равенство (5) можно переписать в виде 


о (6) 
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и е-а —ит = : 
где т=те ‘... ги ,‚ ап=фрыЫ. Докажем, что 4 — примарное число. 
Действительно, так как 4 — примарный идеал, то 
№М9— 4—1 
(+) =Е Г ата 
9 
и, значит, 4==1 (12). 
| 
Рассмотрим куммерово поле К, = (У 4). Так как 4 имеет вид 


а=аа’а”...= 9, 


т 


где < — автоморфизмы А/В, то, по предыдущей лемме, каждый идеал % 
из К, имеет 2т’ = (®:В) главных характеров 


(8) = (=) (т) 


79 


и между ними имеется по крайней мере одно соотношение вида 


Пи" = 4. (8) 


Определим п.. Применяя к равенству (6) произвольный автоморфизм с 
расширения А/В, получим 
(9-в)- 
р са 


и, значит, в поле А все с) полностью разлагаются: 
ср —- МЗ с. 


Определим характеры идеала %.. Из равенств (7) сначала находим 


- (3) -- (=) Е —_ 


та / 


Сравнивая это с равенством (4’), окончательно получаем 
Х. (№‹) = (8т,°. 
Подставляя найденные значения у. (№5) в равенство (8), получаем 
По ='0 для всех о. 


Иначе говоря, характеры Хх. независимы. Это, однако, противоречит след- 
ствию теоремы 1. Противоречие и доказываст нашу лемму. 

ЛЕММА 8. Если у и у" — два простых примарных идеала абсолют- 
ной первой степени, а пи т" — соответствующие им примарные чис- 
ла, нормированные к [1], то: 


| 
1. между главными характерами у, и у. куммерова поля КЕК(Укм”) 
(п = 0 (1)) выполняется соотношение 


Ха 2 =1. 
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Доказательство. Пусть. п’; пик”, к”,... — все сопряженные: 
сти п" числа (Ё, как и в предыдущей лемме, предполагается абсолют- 
но нормальным). Определим в А некритический простой примарный иде- 
ал а абсолютной первой степени так, чтобы 


9+. -- 9-- о 
(+ (М =ь (А) =+..... (9') 


Так как т, т’, п”... м, п”, п”,... независимы по модулю сингулярных 
чисел, то такой идеал 4 существует. Пусть х = 41! — соответствующее 
ему, согласно лемме 7, примарное число. Перемножая равенства (9), по- 


лучаем: 
п лит”. 
А 55 4, 
а \` я ) с 


но, как и выше, хк’л’... = рз, где р -— рациональное простое число, 
а < — сингулярное число. Поэтому 


(9-7)-®-@-9 © 


Так как х примарно, то, по эйзенштейновскому закону взаимности, 


(:)=6)=(5;*=-)=00))--- и 


По следствию же леммы 6 из равенств (9) находим: 


(=) (5). (2) 


Сравнения (10) и (12) дают 


(9+1 “э 
Аналогично, из соотношений (9’) получаем: 
+ из 


Рассмотрим куммерово поле 


| 
К=&(Ут»х”"), п=0(1. 


По лемме 6, между двумя его главными характерами у, х»› выполняется 
соотношение 


к (14) 


Найдем т и т,. В поле К д=®! = №. Определим характеры идеа- 
ла 5: 
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(7) (7). 


Так как, согласно (13), 
7-1 К 


Ха (0) х» (9) =1. (В) 


Так как на основании (13) у, (©) = 1, а хоть одно из т,‚, т, = 0, то (А) 
и (В) дают, как легко видеть, т, = ть. Мы можем в дальнейшем считать 
т, =т, =1. Для примарных чисел т и х утверждение 1 нашей леммы 
таким образом доказано. Заметим, что при доказательстве мы не исполь- 


то 


зовали никаких специальных свойств т и х, кроме свойств, выраженных 
равенством (13). Поэтому это утверждение верно для любых т и х, для 


которых 
®-®+ 


Таким образом, доказательство первого утверждения нашей леммы 
сводится к доказательству второго. Переходим к доказательству второго 
утверждения леммы. Если 


то, по следствию леммы 6, 


Обратно, из 


следует, что и 


а 
Так как, кроме того, и 
(+ 
то существует п = 0 (1) такое, что 
=. 1. (15) 
р* 


1 
Рассмотрим куммерово поле К =^(Укх”). В нем р*= №*. По дока- 
занному, 


Х1 (88°) Хз В") =1, 
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а по лемме 6, 
= а. 
2 (8°) = (5) жд (9) = (1). 
Подставляя эти значения в предыдущее равенство и используя (15) и 
(13), получаем: 


а. 


* 
откуда, сокращая на (=). находим: 


($) (5). 


_ ЛЕММА 9. Пусть 94 — произвольный фиксированный простой идеал 
их=9[т]. Тогда для произвольного простого примарного идеала } и 
любого соответствующего ему нормированного к [1] примарного числа 
к можно подобрать такое }, что 


(=)=(®), =0е 1+0 (2, (16) 


причем, если в этом равенстве } = 1 хоть для одного простого р и хоть 
для одного соответствующего ему п, для которого 


© 


то | =1 для всех простьх фр и всех соответствующих им т. 
Доказательство. Если 


то, по лемме 6, 


чем равенство (16) в этом случае доказано. Пусть 


(=) +4. 
Ч 
Определим простой примарный идеал р” абсолютной первой степени так, 
чтобы 
х 
(*) +1 


Пусть г” — соответствующее ему примарное число, нормированное к [1]. 


д* х * 
Покажем, что (>) - 1. Действительно, если бы (=) =1, то, по лем- 


$: 


что, однако, противоречит выбору р”. Так как (=) =! и (=) = 1, то 


ме 6, и 


можно определить число п = 0 (1) такое, что 


и) =. (т) 
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| 
Рассмотрим поле К =#(Ут=”"). В нем а = М®. По предыдущей лем- 
ме и лемме 6, 


х: (В) хз (9) = (=) (=. (18) 


р* 


Из =. 1 ип=О (1) следует, что и (©) == 1, и, значит, для некото- 
рого / = 0 (1) равенство (16) выполняется. Из (17) и (18) следует 


а значит, и ее) (=) = (=) р 
8"-.7-9 === 


откуда и следует второе утверждение леммы. | 
ЛЕММА 10. Пусть К — абсолютно нормальное поле, 4.,...,@— 
все рациональные простые числа, разветвленные в К, и е,,.... аи 
показатели ветвления. Если е; = Ге}, где е.* =0 (1), то положим 
п = шах (п,,...,7,). Если К содержит первообразный корень "41-й 
га 
степени из Л и все У4:, то в К имеет место простейший закон взаим- 
ности, т. е. для любого примарного числа п, соответствующего некри- 
тическому примарному простому идеалу р абсолютной первой степени, 
и любого & Е К имеет место равенство: 


п [4 
а (19) 
Доказательство. Пусть сначала а =х = [1], где д — произволь- 


ный простой идеал из КА, а т нормировано к [т]. Равенство (19) в этом 
случае достаточно доказать только для одного простого некритического 


. - х ; 
примарного идеала у абсолютной первой степени, для которого (= == И 
Пусть 4 — рациональное простое число, делящееся на а и 


4 = (942... 90}? (20) 
— его разложение в К. Пусть, далее, е={т"е*”, где е*=Е0 (1) (т<»), 
5, 03,..., у — автоморфизмы К][]И, переводящие 4, соответственно, в 
42,...,@ И ж=4:[1]. Определим в К простой некритический при- 


марный идеал р абсолютной первой степени равенствами 


а ео 


и обозначим через п соответствующее ему, нормированное к [1], примар- 
ное число. Перемножая равенства (21), получим: 


Аа )= (++ (22) 


р 
Но, в силу (20), 


(жж... Жо)° = (442... 990)° [1]° =4 [ее] 
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т 


и так как, по предположению, А содержит Иа, то 


и т 
о : т 
бы око ыНИа [ПИ 


‘Это равенство, однако, возможно только при №, ==, ==... == Фе == 0 (2), 
и, значит, 


т 
(жиз...) = УЧ т", 
т. е. 1 = (), где е — сингулярное число. Таким образом, окснчатель- 
но получаем: 


1т 
(иж... но)" = Уд в. 


Подставляя это в (22), будем иметь, на основании примарности р: 


ит _ ты | 
ет т авео 


Воспользуемся следующей формулой для символа Лежандра, связыва- 
ты з 
т-1 


- [2 > 
ющеи значение символа Лежандра (=) -й степени со значением 


& > 
«имвола Лежандра (5) 1-й степени: 


В 
(= (В). — 


Применяя ее к равенству (22), получим 


(т (т 
(=) ыы (=), ы ан : р 


Так как г — примарное число, то, по эйзенштейновскому закону взаим- 
ности и в силу формулы (24), 


(= та — и Ненн И П о хи 


Из равенств (21), по лемме 6, следует; что 


(9)-6 +. (9-6 


Соотношения (23), (23'), (25), (25') окончательно. дают: 


ба 


и так как е* Е 0 (1), а п нормировано к [1], то 


(5)=(5) ++ 


‘чем лемма 10 для случая «=х=а [1] и доказана. 
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Пусть теперь (&) = 41'... 43° и ж == 4: [1], &=1,...,$. Тогда 
м. . а = 01°... 988 [%] == (а) [*] 
и, значит, [1] = (=) — сингулярное число, т. е. а=ех,"... хз. Если п. 


нормировано к [1], то, по доказанному, 


9-19" 19"-6)*-2)- 6) 


Так как о от выбора [1] не зависит, а г хоть к одной системе [1] нор-. 
мировано, то последнее равенство справедливо для всех @ и всех примар- 
ных чисел п, соответствующих идеалу у. Лемма 10 доказана. _ 

ЛЕММА 11. Если К абсолютно нормально и в К выполняется про- 
стейший закон взаимности, то он выполняется и в любом его подполе 
К для К-простых примарных идеалов. (Простой примарный идеал из А 
абсолютной первой степени называется К-примарным простым идеалом, 
если он полностью разлагается в К на простые примарные идеалы). 

Доказательство. Внимательно просматривая доказательства лемм 
7—9, в которых используется нормальность основного поля, нетрудно 
заметить, что: 

1. лемма 7, во всяком случае, верна для А-простых примарных идеа- 


лов из А; 
2. при доказательстве леммы 8 нормальность основного поля исполь- 


зуется только для доказательства существования простого примарного 
идеала 4 абсолютной первой степени, удовлетворяющего равенствам (13) 
и (13'’). Если для поля К простейший закон взаимности предполагается 
уже доказанным, то существование такого примарного простого идеала 9 
легко доказать. В самом деле, пусть п и т* — примарные числа, соответ- 
ствующие двум .простым К-примарным идеалам р и р* из К. Определим 
в К простой примарный идеал © абсолютной первой степени равен- 


ствами и: 
(БеНЬ (вии 


и пусть О — примарное число, соответствующее этому идеалу. По фор- 
муле (19) тогда получим: 


(9. ее (9)... 


откуда при помощи формул (1) и (2) введения следует: 


и Е 
вре (5-1 
где = (0) — примарное число, соответствующее идеалу а из #. 


Таким образом, лемма 8 верна для простых К-примарных идеалов из № 
при произвольном поле К. 

3. Так как доказательство леммы 9 опирается только на лемму 6, до- 
казанную для произвольного поля А, и на лемму 8, которая, как мы ви- 
дели, во всяком случае верна для простых К-примарных идеалов из К, 
то она также верна для этих идеалов. 


5 известия АН СССР, серия математическая, т, 18, № 4 
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Переходим к доказательству леммы 411. Согласно ранее сказанному, 
доказательство этой леммы сводится к доказательству равенства (19) для 
а =х = 4[т], где а — произвольный простой идеал из Ё и п — нормиро- 
ванное к [1] примарное число, соответствующее простому К-примарному 
идеалу р, а это, в свою очередь, по лемме 9, достаточно доказать толь- 
ко для одного простого К-примарного идеала ф, для которого 


(+1 


и даже для одного соответствующего ему примарного числа м. 
Рассмотрим следующие случаи: 
1) 4 не есть /-я степень идеала из К. 
Определим в К простой примарный идеал $ абсолютной первой степени 
так, чтобы 


(=, (3)- (= 1,2,...,6), 


где рр =[В], а [В] имеет в К то же значение, что и [1] в №. Пусть 
П— соответствующее ему примарное число. По предположению, 


(++ 


По свойствам (1) и (2) символа Лежандра (см. введение) отсюда следует: 


(#) (5) +1, 
х п 
где п = №к(» (П) — нормированное к [1] примарное число, соответствую- 


щее простому К-примарному идеалу р. 


1 

2) К = К(Ув)ив Ка=®\. По теореме Гильберта-Бауэра (см. 8 4 
настоящей работы), в К существует идеал ХФ, все простые делители которого 
абсолютной первой степени, такой, что Э&, = А, где А — число из К. Тогда. 
МА=кх.. 

Определим в А простой некритический примарный идеал р абсолютной 
первой степени равенствами: 


нь © 


р 


По предположению, можно написать: 
где п — примарное число, соответствующее идеалу у. По формулам (1) и (2) 


введения, отсюда следует: 
ХХ: м ®. я 
(5) = (=. ео 


Так как для х‚, в силу случая 4), равенство 


(+) (=) 
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уже доказано, то, сокращая равенство (26) на (=) = (2). получим 
и: 


9-@+' 


3) В К существует конечное число простых идеалов @1,... 4 которые 
в К становятся (-ми степенями. Пусть 4,...,4; — рациональные ‚ про- 
стые числа, делящиеся на 4.:,..., 0, и пусть е,,..:,е — их показатели 


ветвлений в композите К всех сопряженных с К полей. Пусть, далее, 
п: * * 
е; = [Те;, где ©, =0 (0, 


и 171 иы (Я: 


К=кК и, № У усн Уч») 


и т — достаточно большое число. По лемме 10, в К имеет место простей- 


ший закон взаимности. 
ВК/^А все простые идеалы, взаимно простые с (1, имеют показатели 


ветвления, взаимно простые с [. Действительно, в К / А разветвлены толь- 
Ко 4»... › Ч, Если © — простой делитель одного изних в к а —вК, 


> п — 
то Я = еа, где (Ге) =1 (а, ©) =1. Из этого, а также из того, что 


Па т 
р ие, " 


следует, что дискриминант К/ Ё состоит только 
из делителей [. Из схемы расположения полей и 
их ветвлений (см. рис. 1) видно, что в А /Ё пока- 
затель ветвления & равен е, т. е. взаимно 
прост с 4. 

Поэтому, согласно 1), закон взаимности имеет 
место и в К, а тогда, в силу 2), он имеет 
место и в /. 

Определение. Два идеала аи ВБ из № 
будем называть [/-взаимно простыми, если их 
общие множители входят в них с показателями, 


кратными /. 7. 


ЛЕММА 12. Символ (=) определен для Рис. 1 


ь иа /-простых. 
Доказательство. Пусть р иа (-просты и р = та/, где 3% взаимно 


просто с а. Выберем в классе идеалов, в котором лежит а„, идеал В, про- 
стой с а. Тогда а, = Ва, где а — число из К, и 
1 11 71 
ЕР, == бе = ро, 


причем р’ взаимно просто с а. По определению символа Лежандра, 


Определение. Число р, взаимно простое с [:, называется гиперпри- 
марным по простому идеалу [;, если оно для некоторого & удовлетворяет 
сравнению 
т 
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1 ] 
в (4 *). 


ТЕОРЕМА 5. Пусть ® — сингулярное примарное число из Ё, гипер- 
примарное по простым идеалам Ц|,..., 1, 1532, и а — произвольное 


б © 
число из К, взаимно простое с Ш41,... 1; тогда (=)= 1 


Доказательство. По предположению, а имеет вид: 
На (а) 


где а взаимно просто с {[. Докажем нашу теорему сначала для случая 
4 =.0, т. е. когда х взаимно просто с [. Для доказательства возьмем 
‘произвольный примарный идеал фр абсолютной первой степени, для 
которого доказан простейший закон взаимности. По лемме 12, такой 
идеал ф существует. Пусть т — соответствующее ему примарное число. 
Так как по — также примарное число, соответствующее идеалу у, то 
можно написать: = 


откуда 


Пусть теперь #>>0. Так как ® гиперпримарно по простым идеалам 


| 
1...» 1, ТО в поле К =й (уз) они полностью разлагаются: 
в = Мкик (8:). 
Пусть а =11'...а, где а, по условию, просто с Г. Определим в по- 


ле К число А вида 
А = 1... %2 Г, 


где 9% — какой-нибудь идеал из К, простой с (. Такое число, как известно 
из основ теории алгебраических чисел, существует в К. Тогда имеем: 


С В 


МУ ° 


Так как а и 3 просты с [, то «также просто © 1. Теперь имеем 


О] А СЫ 
&)]° \МА-м) МА] в / 
Так как а’ просто © 2, то (>) = 1. Вычислим значение символа (=). 


По формуле (5) введения, 
(ма) (а), 


Следствие. е функций идеала а, взаимно простого с [, 


х: (а) = (=) 


где ®;,... ‚, ®е — какой-нибудь базис группы сингулярных примарных 
чисел, являются тарактерами группы соединений классов идеалов. 
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ТЕОРЕМА 6. Пусть О <<; <Е<г и чи В два числа из К, 
удовлетворяющие условиям: & просто с 1,41,...,Ё, и удовлетворяет для 
надлежащих &, ч6 К сравнениям: 


в (27) 
ое (14... 1%), | (27) 
И ОВ ой Удовлетворяет сравнениям: 
Вр’ (48...19), 2568) 
В Але, (28') 


где р, ЕК. Тогда имеет место равенство: 


1 
Доказательство. Рассмотрим куммерово поле К = (Иа). В нем 


=, В=%,, (29) 


где Ти 53 — идеалы из К. Из равенства (29) следует, что о и Вв К — син- 
гулярные числа. Далее, так как в К 


| 
а=8 (И а81)', (30) 
то из сравнений (28) и (28') следует, что в К выполняются сравнения 
| | 
= (Изв) (иен... 1“), | (31) 
1 ь 
а == (* Уо8-Р)' (1°тР.. =), (34') 


Из сравнений (27) и (31) следует сравнение: 


па, 1) (32) 


и, аналогично, из сравнений (27’) и (31’) — сравнение 
а В (11... 1), (32’) 
где Аи В — надлежащие числа из К. Из (29), (32) и (32') теперь сле- 


дует, что а в К — сингулярное примарное число, гиперпримарное по про- 
стым делителям [,,...,1. Из равенства (29), по формуле (5) введения, 


имеем: 
(9- оз 


(9-5. с: 


и, аналогично, 
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1 
Так как 9%%-1 = 8-1, то в К\— 3. Пусть © — идеал из К, простой 
са, В, [ и эквивалентный в К идеалу %; тогда: 


9 = Гб, (34) 
$ =46. (34’) 


Так как а просто с 41...11, а © просто с [, то Г просто с 141... 1 и, 
аналогично, Д просто с |... .\1,, 141... (Ги А — числа из К). 
Из равенства (33) теперь имеем: 


о (35) 


и, аналогично, из (33) и (34): 


(8) (=), (=). г 


Так как, по доказанному, а и В — сингулярные примарные числа, гипер- 


примарные по простым делителям [,...,{, то, по теореме 5, 
[2 
(в), ©. 
ВО = у 
(=). =“. _ 66) 


откуда, в силу равенства (30), 


ТЕОРЕМА, 7. Для того чтобы идеал а из К, взаимно простой с [, 
можно было дополнить умножением на 1|-ю степень идеала д0 при- 
марного числа поля, необходимо и достаточно, чтобы а был примарным 
идеалом в К. 

Доказательство. Справедливость этой теоремы следует из того, 
что т’ --е функций ху; идеала а 


- 
х@) = (2), 

Где в,,..., ее — базис группы сингулярных чисел, образуют систему 
характеров группы а [а (<), где «==1 (1) (то, что эти характеры незави- 
симы, следует из теоремы 3). 

Пусть А — произвольное поле алгебраических чисел, содержащее = 1 
корень /-й степени из единицы 6. Если (1—0) =Ги [ разлагается в А 
по закону 


то имеет место 
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ЛЕММА 13. Кольцо 1-адических чисел К (1) над полем К распадается 
в прямую сумму полей К = К (1;) (Ё (1) — В адическое замыкание К). 
Доказательство см. в (7), стр. 105. 


ЛЕММА 14. Символ [р, м = (=) (=) непрерывен в 1, определен 


в (1), мультипликативен там по обеим переменным и обладает. сзой- 
ством (6) введения. В частности отсюда следует, что если у есть норма 
1 


в (Ув, 1, то [№, 5] = 1. 

Доказательство непосредственно следует из теоремы 6. 

Следствие. Если А и В— два числа из Ё(1) и если, по крайней 
мере, одно из них — 1-я степень, то [А, В] =1. 

Введем обозначения. Пусть »; — простые числа из А;. Каждое число А 
из ^(1), согласно лемме 13 и теореме о каноническом разложении [см. (1) 
стр. 120], представляется с точностью до множителя, являющегося 1-й 
степенью числа из А(1) (мы это будем обозначать значком =), одно- 
значно вектором 

А=(А,,..., 4,), где Азии Е (а?) Е (5%, >), 
7 

ви о ) взяты из мультипликативной системы представителей В; идеала 
(\;) из №. Так как векторы А умножаются и складываются покомпонентно, 
то А можно представить также в виде 


о Лео, АО НЕЙ, 


Это представление вектора будем называть ‘каноническим представле- 
нием. 


Введем для краткости следующие обозначения: вектор (№1',..., №2?) 
обозначим просто через ()\“), вектор (Е (&°), ^1),..., Е (а®, 1) — через 
Е (а; №1) и вектор (Е (а°),..., Е (9°)) — через Е (о). В этих обозна- 


чениях равенство (37) перепишется так: 


А= (%°)Е (е) ПЕ (а. 


ТЕОРЕМА 8. (Закон взаимности). Для любых чисел А и В из К(1) 
выполняется равенство 


В ат А,В 
А, ву = (4) ($) = ) = (а, В). (38) 
Доказательство. Вследствие теоремы 6, для Е + 7 
[А ВД =1 


и потому равенство (38) достаточно доказать только для А = А., В = В,, 
что, в свою очередь, может быть, точно так же, как и при доказатель- 
стве инвариантности символа Шафаревича, сведено к случаям: 

1. А =х, В, =Е(а, ^°), а=0(0, 

д =), В, = Е(®). 
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При этом Х есть [-простое число из №. Докажем. равенство (38) для 
первого случая. Так как правая его часть 


(А, В) =1, 
то для этого достаточно доказать, что и левая его часть 
[4, В] =. 
Но последнее равенство ОДС из замечания к лемме 14, так как 


Е (а, \*) есть норма числа из К(ИХ, | [см. (1), стр. 128]. 
Переходим ко второму случаю. Так как ЕЁ (а) есть число из Я (©), где 
® — поле инерции #1, а М. |8 © (^) =(1—0е, где = — единица, то, по 


формуле (3) введения, которая, согласно лемме 14, верна и для кольца 
К (1), можно написать: 


[^, Е ()] = [(1—Э», Е (зо =И-Ь Е{2), Е (а)] = М —6, Е (°)], 


так как, по доказанному, [е, Ё (а)] =1. Вычислим выражение [1 —С, Е (<)]. 
Есл_. ==4(1), где а-— число из №, то мы получим следующие 
равенства: 
И—С Е(а)] = [4—5 1— а" (1—9 = 


1—1 


о Е 


$= 


которые, вследствие сравнения 
а (по -С(—0), 


можно записать в виде: . 


В Е 1—1 ‹ — 
р ИЕ а 16-5) у 
но, согласно п. 4 введения, 
с Зр (18 (1—9 (1—0) 
АПР и: 
Поэтому 1-1 
О АЕ Ве (39) 


Вычислим показатель правой части последнего равенства. Разлагая 
Г : 
12 (1—а 0 (1—0) в ряд и вынося { за знак следа, получим: 


= ь 1 1 < ие Пт 
— Ур (виа (1—9) = туз," 4-9 У”. 
т=1 0 ^ 

Так как 
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то 


Е — аа ще т и р 
- ЕР 2@( (1—9) = ое =) 


7Т=1 


Вынося в последнем равенстве [ за знак следа и отбрасывая все члены 
сг>1, от чего равенство (39) не изменится, получим: 


2-2 У 15а фе а-9)=-— Ур (а) =-— Ур") 


Е(@, = Ь-—СЕ(а)] и =е Вр(а"*) — +86), 
где последний след берется в ® | Аь, а это как раз равно (), Е ()). 


$ 3. Теория абелевых расширений (теория полей классов) 

На протяжении всего этого параграфа А будет обозначать произволь- 
ное поле алгсбраических чисел, содержащее отличный от единицы корень 
]-й степени из 1. Для дальнейшего нам понадобится другая форма закона 
взаимности, которая дается следующей теоремой. 

ТЕОРЕМА 9. Для любых чисел в и у из Ё выполняется равенство 


ме 
у) =П(е) =, (1) 
р 
где бесконечное произведение распространяется на все простые идеалы 


из К. 


Доказательство. Заметим, что это произведение во всяком случае 
имеет смысл, так как для почти всех р 


(“= 4. 

Р 

Пусть сначала р и у взаимно просты и 
Е 
РР. р, = Ч, * Ч, . 


С 


Р 1=1 


пе е-С ие) 


Тогда 


а это, по закону взаимности, как раз равно 1. 
Пусть теперь и и у [-взаимно просты, т. е. все г. общие мы, 


входят в р и у с показателями, кратными [. Если в = и у=дьи, где 


(т, п) = 1, то, выбирая в классе, в котором лежит @ы, идеал В, взаимно 


И 1 
простой с у, получим в, =В и в = ит = 6 ша —=роа,, причем ь уже 


взаимно просто с у, Теперь легко находим 


= (=) | (=) О 
(в, 5) = (Е) = ДЕР) =, 
и так как (р’, у.) взаимно просты, то, по доказанному, 
(в, у) =1, 
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чем равенство (1) и доказано. Пусть, наконец, + и у— любые числа из #. 
Будем доказывать формулу (1) индукцией по числу общих простых дели- 
телей р и у. Если в и у имеют общим множителем только один простой 
идеалу, т. е. р=р”м в у=у”и, где (и, п) =а,, то, не ограничивая 
общности рассуждений, можно принять т = п =1, так как в противном 
случае, определяя числа т’, п’ из сравнений 


тт ==4 (1 и пп ==1 (1, 


мы бы заменили числа и и у числами р =”, у =у” требуемого вида, 
причем 
у / / и 
А 
Итак, пусть в = фм и у=ри, где ш и п ([-просты. 
й 


Рассмотрим поле К = (Ур "). В нем м = У ии=% и 99%": = 
й 
=". Далее, 
и, У) _ У м, у) (м, Ут" Ул 
п“) еее ес) 
али а/м а: 
У ИМ У" - Ш, У 
г = Р п ( 1: ). 
Применяя к этому равенству формулы (1) и (2) введения, получим 


(№, у) = (5 (+ о р П (“г 


Если идеалы Н,,...,А. из, К (представители е независимых соединений 
классов идеалов из К) выбраны так, чтобы 


(.)=1, (+)=1 = т8 


т т 


й М=3\[П], М=Э[Д]|, то предыдущее равенство перепишется в виде 
| 


6-е), А). о 


1 


Так как 
1 


1 Ц 1 ев 1 те —- 
Я т ра 


1 


и ММ 1 = 9 1 =Уу "ее, где в— сингулярное число из К. то 
| 


№ = МУ» *е. Подставляя это в (2), получим 


ен те 


у У" 1 


(8) = (2) @ 
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=) 


по закону взаимности, равно 


где произведение распространено ‘на все простые делители [в К, что, 
в свою очередь, по формуле (4) введения, равно 


п(*) 


= 


= 


Подставляя это в (3) и используя (4), получаем: 
(и =. 


Пусть, наконец, теорема 9 доказана для всех чисел и’и у’, имеющих не 
более п —1 общих простых множителей и 


а а ь ь 
о т о 


где а; И ЕО = и, и 1-просты. Если 1..5 
0,...,Ю.— две системы простых идеалов из независимых соединений 
ит; Х ву, Ю;: ву =1,2,...,е), то пусть 


р" [+] =т, р [Ю] =*, 


г —а а аи— 0. бич 
Пе 9 при, р. 


где и’, п’ /-просты; тогда 
К а т 
р а ча. 


причем р’, У имеют уже не более п — 1 общих простых множителей: 
(ву) = (р, У) (р ль") (лет, у (петь пу"). 


Первые три множителя правой части этого равенства РАВНЫ, и по индук- 
тивному предположению, четвертый же множитель (п,, ть)" по " равен 1 по 


доказанному. Поэтому (р, у) =1. 
Определение. Пусть р — независимое число из #. Группа Нд 


идеалов а из А, взаимно простых с ведущим идеалом { куммерова рас- 


ширения А =А(Ув), для которых (=) —= 1, называется группой Артина, 


ассоциированной с расширением К / А. 
ТЕОРЕМА 10. Группа Нд совпадает с группой (группой ТГакаги), 
введенной в п° 9 $1, т. е. каждый идеал а из &, удовлетворяющий 


равенств (= 1=1, имеет вид 
а = Мкик (9% (с), 
где { — идеал из К, а а==1(}). 
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Доказательство. Пусть а 6Ъ и, значит, а = №31 (а), где а =1 (1). 
По закону взаимности, 


(=)-®-де-ь «ео 


и, следовательно, 


< НА. (5) 


Если (в) = 1...8!, то пусть ИН, будет группа взаимно простых сви/ 


идеалов из К вида а'(а), где а«==1(7), Н, —группа идеалов вида 
фа... 6 6 (8), где О<х,<Ьа (8) — любой главный звал из А, взаимно 
простой с Г, 9--группа чисел вида (0) = 61...56 и ® — группа син- 
гулярных примарных чисел АО 


г (9) функций идеала а, взаимно простого с {, 


„@-=(*), 


где 0,,...,0, (е›-— базис группы ©, 'обращаются в 1 на Н, и являются, 
следовательно, характерами группы а /Н,. Определим г (9) простых идеа- 
лов 9,...,Ч@но) Равенствами 


(«с (7 =1,2,...,7(9)). 


Идеалы 4,,..., 1, (о) Лежат в разных классах «/Н,. В самом деле, если 
бы б=д1... 9." © ЕН,, то 


т (9) 
‚м-@)-7-. 


0 
а так как (=) =! то отсюда следовало бы, что у,==0(1) для 
у 
1=1,2,...,Г (0). Из сказанного вытекает, что | 
г (9) <т(«/Н,). (6) 
Аналогично, для группы ® находим 
г (о) <т(а/Н,). (7) 


Определим ранг «/Н,. Каждый идеал а можно представить в виде 
ВС жи 
=. ых (0). (8) 


По лемме 1, группа классов вычетов шо { имеет ранг 27’ -- &. Так как 
среди 2т’ -- { элементов ее базиса т’ е—г(®) можно считать сингуляр- 
ными, то пусть в: а (Е=1,2,...,т’е—г(о); } =1,2,...,т-—е-+ 
- г (©)), будет базисом этой группы, в котором е; — сингулярные числа. 
Каждое число а 6 А можно представить в виде 


Е Ути-Не—т (®) Чут/-|-4—е у) 21 
о о. а и ы отр 9 


где 1==1 (7). Подставляя это в (4), получаем 


ея 
= !.., те (ре 


От’. {ет 1 
е РН) пи -е и) 5 
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и, значит, 
г(а/Н,) =е-+т бе г(о) = т’ + г (о). (9) 


Ранг а/Нь определяется еще проще. Если 8,,...,& лежат в 4 независи- 
мых соединениях, то 


г(&/Н.) =е-— 4. (10) 
Из (6), (9) и, соответственно, из (7), (10) получаем: 
г (9) <т + Е+ г (о), 


г (®) <е— а. 
Следовательно, 


г (9) <т + Е+е-—а 


Так как, с другой стороны, г(9), очевидно, > т’ +#— 4-е, то окон- 
чательно получаем 


г (9) = т + е—4=г(а/Н,). 


Пусть в = и А ={Н., 4... ›}› тогда 


Че 
г (а/Н1) = (а/Н) + г (9) —г(Н/Н,) =г(а/Н) — 1+ г(9) 


и, значит, 
г (&/ В) =1. 
Вследствие Я <} имеем: 


г (®/6) < г (@/Н) = 1 = г(@/НА). 
Сравнивая. последнее неравенство с неравенством (5), получаем 


6 = НА. 


В работе (“) локальная теория полей классов строится как теория 
двойственная к алгебраической теории абелевых полей (решение уравнений 
в радикалах). Эта простота, однако, исчезает при переходе от локального 
поля к конечному. Для того чтобы тем не менее возможно полнее сохра- 
нить аналогию с локальной теорией, мы будем изложение теории полей 
классов вести на языке идеальных элементов. 

Введем необходимые определения и обозначения. Пусть К — попреж- 
нему конечное алгебраическое расширение поля рациональных чисел. Если 
р — простой дивизор из К, то через А› обозначим }р-адическое расширение К. 
Идеальным элементом & из А ББ вектор & = (а), где р пробегает все 
простые дивизоры из К, а ар = 0 — элемент из Кр, причем для почти всех 
р а, есть р-адическая о а, будем В р-компонентом а. Умно- 
жение идеальных элементов производится покомпонентно: 


В, =а,8,. 


Произведение о В двух идеальных элементов есть опять идеальный элемент 
из К. Группу всех идеальных элементов из № обозначим через У», 
ЁХ содержится в группе Л» в качестве подгруппы главных элементов. 
Два элемента о и В называются эквивалентными а— В, если аВ`* — глав- 


6б известия АН СССР, серия математическая, т. 18, № 4 


374 А. И. ЛАПИН 


ный элемент. Называя содержанием элемента © идеал 


ба =а= [] рт, 
м р 
где е› — порядок ©› в р, имеем, очевидно, что если &—В, то 5 е-5 в и 
из 9 а — 58 оду, что ов где е — некоторая единица в у 
ме К — конечное И расширение А и А = (Аз) — иде- 
альный элемент из К; тогда определим №А равенством 


= (МА), = П Аки, (Аз). 
/Р 


Введем в группе Л» скалярное произведение главного элемента а и 
идеального элемента В равенством 


(&, В = Ве (11) 
РА 
Из теоремы 9 следует, что если В— В, то (а, В) = (а, №’); так как, 


кроме того, очевидно, что (а, В) =1 веякий раз, когда В является нормой 
ие 


К=А(У«), то получаем, что все элементы В =1/МВ, где т — главный 
злемент, ортогональный главному элементу «. Они образуют подгруппу 
М.к группы Ф®. 


ТЕОРЕМА 414. Пусть К — абелево расширение К показателя [, 
я — главный элемент из Ки В= М; ,(В), где ВЕУ 


(®, В), Я (*, В) к. 


Доказательство непосредственно следует из формулы (4) введения. 


ТЕОРЕМА 12. Если ® — подеруппа К, содержащая КХ' и такая, что 


к; Тогда 


= а А Е (Уа) — соответствующее ей куммерово поле, то ® 
и №М/к образуют ортогональную` пару в смысле скалярного произведе- 
ния (11). 

Для доказательства этой теоремы нам понадобится лемма, доказатель- 
ство которой можно найти в работе (7), стр. 247. 


ЛЕММА 15. Пусть 5 — конечное множество простых дивизоров из К. 
и Ни для каждого «Е Ль найдется главный элемент р" такой, что 
-1 будет 1-й степенью во всех рЕ5. 


д оказательство. Для доказательства теоремы достаточно, очевидно, 
показать, что подгруппа Н элементов из /», ортогональных ка, в точ- 
ности совпадает с Ук. Пусть, следовательно, (а, 8) =1; докажем, что 

| 

Пусть { — ведущий идеал расширения А (УИа)/К. Не ограничивая общ- 
ности рассуждений, можно предполагать, что все компоненты В,, соответ- 
ствующие простым делителям {, являются /-ми степенями. В самом деле, 


если бы это было не так, то, по лемме 1, нашелся бы главный элемент 


б' такой, что В = 8 уже обладал бы требуемым свойством и тогда 
о, В’) = (а, 8), а если В =1МВ, то В=р8 = МВ. Положим 6=5 8: 
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тогда 


По теореме 10 отсюда следует, что Б = №3 (1), где 1== 1 (Г). Пусть 
В — элемент из /к, содержание которого 5 ‚В =; тогда 


58 = В = 15№В 
`и, следовательно, т 


В = 1 Ве, 


где = — единица из /,. Докажем, что е = МЕ. В самом деле, если ь УТ, 


и, = 
р 
то ( ь ре 1, так как в этом случае а и =р являются р-адическими еди- 


ницами, и, значит, е› — норма в Аз. Если же р/|, то, вследствие 
равенства 


В=МВЕ, (12) 


&, Е <, —1 (МВ . 
ее ву 
р р р р ; 
Но первый множитель правой части этого равенства равен 1, так как все 
компоненты В„, соответствующие простым делителям |, — [-ые степени, 


второй же множитель равен 1, вследствие сравнения 1==1 ({). Таким 
образом, окончательно находим 


имеем: 


и, Е | 
( = =1 для всех у 


и, значит, = Е. Подставляя это в (12), получаем В -=1/МВЕ, чем 
теорема 12 доказана. 


ТЕОРЕМА 13. Если Ре оборо КХ, содержащая х и такая, 


что (©: х* ТЕЛЕ (Ид, 28 и — соответствующее ей кумме- 
рово расширение, то ® и М№./к образуют ортогональную пару. 

Доказательство этой теоремы является полным повторением соответст- 
вующей теоремы локальной теории полей классов. Дадим, поэтому, толь- 
ко общую идею доказательства. 


Для п=1, т.е. для К = К(У«), теорема уже доказана. Пусть она 
1 


уже доказана для всех полей степени Г, г <п—1ий' =А Се лы. 

Если В ортогонально к 9.,...,Я_, То, по индуктивному предположению, 
и 

В=тмМВ,, (13) 


7’ 
где В’— элемент из Ук, а 1’— число из К. 
В силу теорем 9 и 11, 


(а„, В) = (яв, МБ’) = (о, В") =], 
6* 
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откуда, по предыдущей теореме, находим: 
В’ = ГМкие (В), (43’) 


где ВЕЛк, а Г— главный элемент из К”. 
Из (13) и (9) следует: 


В=ТМ В” = Мк (Мкик (В)) =1МВ, 


что и доказывает теорему 13. 
ТЕОРЕМА 14. Если (а, В) =1 для всех ВЕЛ,, то в==1. 


Доказательство. Пусть фр — произвольный идеал из К и В— 
р-примарный элемент из’ Л», т.е. такой, для которого все 4 — компоненты 
са-Ер равны 41, а р-компонента есть число из Ё, делящееся точно на }; 


тогда, по условию 
еэ-(:)-®)-+ 


Так как последнее равенство должно выполняться для всех 4, то 


а=1. 


ТЕОРЕМА 15. Если (а, В) =1 для всех а6КХ, то В=1 (знак В = 1 
означает, что существует такое 1] и р, что В= 11). — р 

Доказательство. Покажем сначала, что в условиях теоремы 
В—=е. Действительно, по лемме 15 существует главный элемент 1! такой, 


Й 

что В; = (15); будет [-й степенью для всех простых делителей [. Обо- 
О —_\* 

значая содержание В’ через Б и беря за &х сингулярное число е, получим 


+1) -)- в 


Р/Б ` 


для всех сингулярных чисел е, но это означает, что В —- примарный идеал, 
ий, следовательно, существует такой идеал 1, для которого 


в=и (8), (15) 


причем В есть [-я степень во всех {‹. 
Из равенства (15), если обозначить через р идеальный элемент, содер- 
жание которого равно 1, следует равенство: 


В = ре = 1, т. е. В’ 25°. 


Докажем, что 21. В самом деле, пусть 4 — произвольный простой идеал 
из К и х— его дополнение. до главного идеала: 


О ое, (16) 


Беря за & число х, получим: 


9-69 = (ДП 


1 
1=1 


-вуае 
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или 
ИЕ 
И о 
Выберем т1,,..., щ так, чтобы 
©; 5:5 Ва 
(.))=‹ О, АД, (18) 


и подберем Хх; так, чтобы 


а =) а (19) 
(№) (@)е-+2,...,9, о= от... 0. (20) 


ЩЕ т. ее 


Но вследствие (16), 


подставляя это в (241) и принимая во внимание, что для любого числа х 
© 
(=) = 1, так как ® — сингулярное примарное число, получим 


х 
=а\—1 = = 
их пе.) 
9 9 Ч 9 
для любого простого 4, и, значит, (е®` т) есть [-ая степень для всех д. 
Следовательно, =®`1 = 11, т. е. ===1. Теорема 15 доказана. 


# < 
Пусть Лк — подгруппа /». Назовем ее допустимой, если она обладает 


следующими свойствами: 
* 
С Ук =) КХ. 


2. 9% = и 
3. Существует такое конечное множество 5 простых дивизоров р из К, 


‘что все единицы е, у которых ер = 1 для р65 =1, принадлежат Л). 
ТЕОРЕМА 46. Допустимая подгруппа имеет конечный индекс в Ль. 


Доказательство можно найти в книге Вейля (7). 
Введем в группе Л» топологию. Пусть 5 — любое конечное множество 


простых точек (простых идеалов из А) и = — группа единиц из Лк, кото- 
рые равны 1 во всех простых точках из 5. г ры 1 примем 
совокупность идеальных элементов из Л» вида в ВЛ}. Эта г пере- 
носится обычным способом в группу всех смежных классов шо@ оЛь. Допу- 
стимые подгруппы Л ка „ суть все замкнутые подгруппы конечного 
индекса. Действительно, все такие подгруппы являются открытыми. 
ТЕОРЕМА 417. Скалярное произведение (а, В), где Е АХ/Кх', а 
ВЕЛ» / 7 1 не вырождено и непрерывно по обоим своим аргументам. 
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Доказательство. Невырожденность (а, В) следует из теорем 13 
и 14. Докажем непрерывность (а, 8). Так как группа &Х/Х‘’  дискретна, 


х1 | 
то для этого достаточно показать, что для каждого а 6 Х/К” в Лк [ЛЬ 
существует окрестность 1, состоящая из ортогональных к @ элементов. 


Но последний факт следует из теоремы 12, так как все элементы из Ук 
вида 1е°./ь, где 5 — множество всех простых идеалов, входящих в ведущий 


1 
идеал Ё (Уа)/Ё, имеют вид 1МВ. 

ТЕОРЕМА 18. (Основная теорема теории полей классов). Соответствие 
К-М/Лк есть взаимно однозначное соответствие между абелевыми 
расширениями К| показателя [и допустимыми подгруппами Ль. При 
этом группа Ль|МЛк изоморфна групп? Галуа К]. Если КС Кь, то 
М№./к, > Мк, и, наоборот, если Мк, < М№МУк,, то К, К... 

Доказательство. Обозначим через ® (К) подгруппу АХ, состоящую 
из всех чисел, становящихся в К [-ми степенями. Из элементарных с00б- 
ражений теории Галуа получаются следующие факты [доказательство см. 
в работе ($)]. Соответствие К > @® (К) есть взаимно однозначное соответ- 
ствие между абелевыми полями К/К показателя [ и конечными подгруп- 
пами АХ/кх'. При этом группа ®(К)/Х‘ изоморфна группе характеров 
группы Галуа К/К. Если ©(К,) с ©(К,), то К, СК, и, наоборот, если 
(К) < (К,), то 

$ (К) с ®(К,). 


Применим теоремы об ортогональных дополнениях в локально-компактных 
топологических группах к группам Кхкх", Лк [Л и скалярному произве- 
дению (а, В). 

Так как, согласно теореме 12, ортогональным дополнением группы 
©(К) является грулла М№/Лк, то теорема 18 следует из только что сфор- 
мулированных фактов. 


Поступило 
13.Х. 1952 
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Д. Е. МЕНЬШОВ 


О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ РЯДОВ ФУРЬЕ 


Рассматриваются классы функций, каждый из которых обладает сле- 
дующим свойством. Если } (2) принадлежит к одному из этих классов, 
то ее можно представить как сумму двух функций Л (2) и }› (2), ряды 
Фурье-Лебега которых сходятся на множествах всюду положительной 
меры, причем сумма этих множеств имеет полную меру. Классами 
упомянутого типа являются, в частности, классы ГР, где 1 хр. 


$ 1. Известно, что всякая функция }(1), непрерывная на некотором 
сегменте [а, В], есть сумма двух функций /, (1) и }. (1), непрерывных на 
том же сегменте и имеющих конечные производные соответственно на 
множестват Е, и Е›, причем каждое из этих множеств имеет положи- 
тельную меру на любом сегменте, содержащемся в [а,В] [см. (1), 
стр. 599]. : 

Можно предположить, кроме того, что 


тез (Е, { Е.) =В — а. (1.1) 


Известно, далее, что ряд Фурье от суммируемой функции }(х) сходится 
в каждой точке, где эта функция имеет конечную производную. В таком 
случае, мы получаем следующее утверждение: 

ТЕОРЕМА 1. Любая функция } (5х), непрерывная на сегменте [— т, ], 
есть сумма двух функций 7; (2), Е = 1,2, непрерывных на том же сегменте 
и таких, что ряд Фурье от функции р(1) сходится на множестве Е;, 
1=1,2, причем 


1°. Жс[-=т,я| (==4,2), (1.2) 
2. шез (ЕЁ, + Е,) = 2х, (1.3) 
3’, ев (А. [а, 5]) >00 @=1,2) (1.4) 


Эля любого сегмента [а, 6] с [— т, «]. 

Возникает вопрос, на какие классы функций, помимо класса С'’непре- 
рывных функций, эта теорема может быть распространена. 

Будем говорить, что класс К функций } (5), определенных на [— м, п], 
есть класс типа (а), если выполняются следующие условия: 


а) Кс Ш (—к, п) *; (1.5) 
* Мы обозначаем, как обычно, через ГР (с, а) класс измеримых функций, для 


которых |] (2) |? есть суммируемая функция на [с, 4]. Будем предполагать в даль- 
нейшем, что функции } (2) 6 ГР (с, а) определены всюду на [с, 4]. 
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6) если }(2) ЕК и если (5) измерима на [— т, т] и удовлетворяет 

условию 
|4 (2) <! (2)| (26 [-—т, =), (1.6) 
толь (2) Е А: 

Ясно, что классами типа (а) являются, в частности, следующие классы: 
класс В измеримых и ограниченных функций, класс [7 функций с сум- 
мируемой степенью р, где р>.1, класс измеримых функций (5), для 
которых 


[1 (2) 1% | 1 (2) [6 [1 (—т, =), 


класс измеримых функций, для которых 
ев [1 (— т, т). 


Вообще, если Ф(и) есть неотрицательная, неубывающая и непрерывная 
функция для всех и >. 0 и если, кроме того, выполняется условие 
$(и)>и (и>1) (1.7) 
то совокупность всех измеримых функций }(5), для которых 
$11 (#) 1 6 22 (— *, =), 
есть класс типа (а). 

Можно доказать следующую теорему: 

ТЕОРЕМА 2. Пусть К есть 'класс типа (<) функций, определенных 
всюду на [—т, т]. В таком случае любая функция }(х) 6 К есть сумма 
двух функций ], (х), =1,2, принадлежащих к тому же классу и таких, 
что ряд Фурье каждой из функций },(т) сходится к нулю всюду на 
некотором множестве Е:;, причем множества Е:, = 1,2, удовлетворяют 
условиям 1°, 2° и 3° теоремы 1. 

$ 2. Прежде чем перейти к доказательству теоремы 2, введем следую- 
щее обозначение. Если [(1) определена всюду на [— т, «] и множество 
Ес [—т, *], то мы будем обозначать через /(х, Е) функцию, определяе- 
мую условиями: 

0, если хЕЁ, 


1(х), если 6 [— т, *|— Е. (2.1) 


} (2, в)-| 


Если } (1) 6 Л (—т, п) и Е измеримо, то ясно, что 
(<, Е) 6 Ш (— т, т). 


Если $ есть какой-нибудь индекс, то мы будем определять 1 (х, Е) 
через /,(5) таким же образом, как }(х, Е) определяется через } (2). 

Докажем следующую лемму. 

ЛЕММА. Пусть }](х) 6 [1(—т, *). Тогда для любого интервала 
(а, 6) с [—т, п] и для любого положительного числа с можно определить 
замкнутое нигде не плотное множество Е, обладающее свойствами: 


а°. Ес. (а, 6), шезЕ>Ь-—а- с; (2.2) 


о 
В. какова бы ни была измеримая функция | (т), удовлетворяющая 
неравенству 


1 (2)[<|7(2)| (26 [-—х, *]), (2.3) 


га 
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ряд Фурье от соответствующей функции } (т, Е) сходится к нулю 
почти всюду на Е. 

Доказательство. Не уменьшая общности рассуждения, мы можем 
предположить, что 


«< 1. (2.4) 


Будем считать функцию ](2) равной нулю вне сегмента [-- к, *]. 
Положим г, =а, г, =6 и обозначим через г, К =3,4,..., все рацио- 
нальные числа на интервале (а, 6). Обозначим, далее, через и, нос 
интервалы, обладающие свойствами: 
а’. середина каждого интервала и, находится в точке г, & =1,2...; 


ь". а ден в =1,2,...) (2.5) 
Ух 
ы шези, < (#=1,2,...). (2.6) 
Положим 
Е = [а, 6] —Хи,. (2.7) 
Е=1 


Тогда Е есть замкнутое нигде не плотное множество, лежащее на интер- 
вале (а, 6), причем, в силу (2.6), 

со 

4 
тез Е > —а—с», п 2 И: 

&=1 
Отсюда следует, что множество Е удовлетворяет условию а°, входящему 
в формулировку леммы [см. (2.2)]. 

Обозначим через %,, К = 1,2..., интервалы, концентрические с соот- 

ветствующими интервалами и, и удовлетворяющие условию: 


т 
тез т, = ох =). (2.8) 
Положим 
@ = Пмь,, (2.9) 
Во ^. 


откуда, на основании (2.8), 
тез © = 0. (2.10). 


Пусть В есть множество всех концов интервалов и,, &=1,2,.... 
Тогда В есть счетное множество и, следовательно, 


тез А = 0. (2.11) 
Положим 
Е = Е— а -—В, (2:12) 
откуда 
Ес ИЕ, тез Е’ = шез Е. (2.13) 


Докажем, что ряд Фурье от функции /(х, Е) сходится к нулю в 
каждой точке множества ЕЁ’, где /›(12) есть произвольная измеримая 
функция, удовлетворяющая условию (2.3). 
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Пусть 
ЕР’ (2.14) 
и пусть /о (2) есть какая-нибудь измеримая функция, удовлетворяющая. 
условию (2.3). В силу (2.12), будем иметь: 


ЕС, «ЕДА. (2.15) 


Обозначим через 5„(2) сумму п--1 первых членов ряда Фурье от 
функции / (2, Е) и докажем, что в рассматриваемой точке х выполняется 


равенство 
Ши д; (2) =0. (2.16) 
п—> со 
Возьмем произвольное положительное число е. Принимая во внима- 
ние (2.9) и (2.15), мы можем определить такое натуральное число у (2), 
‚что 


со 
Е [>у(2), У <. (2.17) 
Е=У (х)-1 

Соноставляя (2.13) и (2.14), мы видим, что рассматриваемая точка 1 
принадлежит множеству Ё, а значит, точка х принадлежит открытому 
интервалу (а, 5). Кроме того, в силу определения множества А и равенств 
(2.7), (2.12), точка 1 находится на положительном расстоянии от всех 
интервалов и,, К =1,2,...,у(5), и, следовательно, можно определить 
такое положительное число 0, что сегмент [5 —0, 2-8] не имеет общих 

точек с этими интервалами и содержится в интервале (а, 6), т. е. 


([#—52-$]:и) =0 [&=1,2,..., (а), (2.18) 
аа. (2.19) 


Так как 9„(х) есть сумма п + 1 первых членов ряда Фурье от функ- 
ции /,(х, Е), то мы будем иметь в рассматриваемой точке с: 


би (а) = У (@) ве) ‘= (2.20) 
где 
1 Г. шп (Е—%) 
Лив = лее в (2.24) 
х—5 
и 
141 ен (2) = 0. (2.22) 


По определению функции / (х, Е) [см. равенство (2.1)|, 


Ло (В =9 к (26 (2.23) 
[№о (&, Е) |< (| (Ев [—т, =], (2.24) 
‚а так как и,, А =1,2,..., составляют в своей совокупности сумму смежных 


интервалов множества Ё, то, на основании (2.18) и (2.21), 


со 


ок Х лев их 
КУ (х)--1 у, 
Й со 
<=. Моне о ва, (2.25) 


К-=у (х)-+1 их 
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Из определения интервалов и, и множества В и из (2.12), (2.14) 
‘следует, что рассматриваемая точка х лежит вне всех интервалов и, К = 
—=1,2,..., и не совпадает с концами этих интервалов. Обозначим через 
а, К >у(2), ‘тот конец интервала и,, который лежит ближе к тозке х, 
‚а через В,, А>у(т) — тот конец интервала ©,, который лежит по ту же 
‘сторону от точки Г,, что и точка а,. Тогда, в силу (2.17), 


#—=| >В, —а,| [16и,, &>у()]. (2.26) 


Так как интервалы и, и ®, являются концентрическими, то, принимая 
во внимание (2.4), (2.6) и (2.8), будем иметь: 


й 
Вы. | = 5 (шез 2, — шези,) > 


Це б 1 
>2(-пн)> к @=1,2...) 


‘откуда, на основании (2.26), 
1 


и, следовательно, в силу (2.3) и (2.25), 


= — у 2+? (10 [1 И. (2.27) 


Е=у (х)-1 их 


‘Сопоставляя (2.5), (2.17) и (2.27), получаем: 


1 < 1 = 
|» (2) [< — у ж<% (и=1,....).. (2.28) 
Е==у (х)-|1 
`С другой стороны, из равенства (2.22) следует, что для рассматриваемой 
точки 1х можно определить натуральное число М (2), удовлетворяющее 
‘условию 


|. (2) [<> М> М (2), (2.29) 
‘отНуда, в силу (2.20) и (2.28), 
|5» (2) |< [> №). (2.30) 


Итак, если х есть произвольная точка множества Е", то для этой точки 
и для любого положительного числа е мы можем подобрать такое нату- 
ральное число М(5), что выполняется неравенство (2.30), а в. таком 
случае для любой точки 4 множества Е’ выполняется равенство (2.16). 
Так как 5,(72) есть сумма п-+1 первых членов ряда Фурье от 
7, (=, Е), то, на основании (2.13), ряд Фурье от этой функции сходится 
к нулю почти всюду на множестве Ё. 

Мы предположили, что /(2) есть произвольная измеримая функция, 
удовлетворяющая норавенству (2.3). Следовательно, для множества Е 
удовлетворяется условие В”, входящее в формулировку леммы. Раньше 
мы уже доказали, что множество Е удовлетворяет условию 0°. Так как 
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(а, 5) есть произвольный интервал, лежащий на [— т, п], и с есть произ- 
вольное положительное число, удовлетворяющее условию (2.4), то лемма 
доказана полностью. 

$ 3. Перейдем к доказательству теоремы 2, сформулированной в $ 1. 
Возьмем произвольную функцию ] (7), принадлежащую к одному из клас- 
сов К типа (а) и определим последовательность замкнутых нигде не- 
плотных множеств Ру, Р,, Р.,...,Рь,... следующим образом. 

Пусть замкнутое множество Р, состоит из двух точек — п и т. Пред- 
положим, далее, что уже определено замкнутое нигде не плотное мно- 
жество аа [— т, *], имеющее концы в точках —пт и т, гце #— 
какое-нибудь целое положительное число. Обозначим через и, у=1,2,...› 
смежные интервалы множества Р‚_, *. 

Так как, по предположению, функция /(52) принадлежит к одному 
из классов типа (<), то, по определению классов этого типа, функция 
1(<) определена всюду на сегменте [—т, "| и суммируема на этом 
сегменте. На основании леммы, доказанной в $ 2, в которой мы полагаем’ 

4 
(а, ) =и,, 6= > шез И 
для любого у=1,2,... мы можем определить замкнутое нигде не плот- 
ное множество п,, которое обладает следующими свойствами: 


и) „Сс и,, 165 п, > у шез и, =: (3.1) 


8’) для любой измеримой функции / (5), удовлетворяющей неравен- 
ству 


1% (2)1 < [7 (2)| (26 [- м, =], (3.2) 
ряд Фурье от функции ] (7, п,,) сходится к нулю почти всюду на мно- 
жестве п). 

Положим 
Р.=Р, + Ут, **. (3.3) 
У-=1 


Ясно, что Р, есть замкнутое нигде не плотное множество, удовлетворяю- 
щее условиям: 


О о (3.4) 


Так как множество Р, у нас уже определено, то мы можем последова-- 
тельно определить все множества И К =0,1,2,..., обладающие упомя- 
нутыми выше свойствами. При этом ясно, что 


В Не (3.5) 


* Если А =1, то Ру = В» и множество Ра имеет только один смежный, 
интервал (— т, п). 
со 
** Если А =1, то сумму Ут нужно заменить одним членом п 


уУ—=1 


т. 
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Попутно мы определили замкнутые нигде не плотные множества 


ру, У=1,2,...,А=0,1,2,..., для которых выполняются условия а’), В’) 
и равенство (3.3). 
Так как и, у=1,2,..., являются смежными интервалами множества 


Р,_., то, на основании (3.1), 


Вены био (3.6) 
Е веба а. 12...) 
откуда, в силу (3.3), 
Р-Р, =>Уя, (=1,2,.:), (3.7) 
Се 
тез Р, = шез Ру о. шезк,, (=1,2....). (3.8) 
У=1 


Кроме того, принимая во внимание (3.5) и определение множества Ру, 
получаем: 


УР, =Р, + УР, —Р, (3.9) 
Е =0 Е—1 
(т, Е=1,2,...,. т=А,2,...), 
11 шезР, = шез У(Р,—Р, _). (3.11) 
Е—>< ХА 


Докажем теперь, что 


з 1 . 

шезР, > (1—5 ое (3.12) 

В самом деле, из определения множества Р, следует, что шез Р, =0 и, 
следовательно, неравенство (3.12) справедливо для & = 0. 

Предположим, далее, что для какого-нибудь целого положительного А 


выполняется неравенство 


1 
шезР, >. 2 ({ к т) | (3.13) 
Принимая во внимание (3.1) и (3.8), получаем: 


шезР, > шезР,_, + ы Р И». (3.14) 


На основании (3.4), точки —т и т являются концами замкнутого мно- 
жества Ва В таком случае, так как и, У=1,2,..., являются смеж- 
ными интервалами этого множества, имеем: 


шезР, ‚+ У шези,, = 2, (3.15) 


У—=1 
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откуда, в силу (3.13), 


(®®) 
2 
У, шези,, = 2* — шезР, < ПЕ 


У=1 


и, следовательно, на основании (3.15}, 


со 
1 
шезР,_, > 2 тез и,, = 


У=1 


=2=— + Ушези,, > 2* (1—2). (3.16} 


У—1 
Сопоставляя (3.14) и (3.16), получаем неравенство (3.12) для рассмат- 
риваемого значения К. 
Итак, мы сперва доказали справедливость неравенства (3.12) для 
Е =0. Затем мы предположили, что это неравенство справедливо, если 
в нем А заменить на А —1, где А 1 [см. неравенство (3.13)], и дока- 
зали, что ‘тогда неравенство (3.12) верно для данного значения А. Отсюда 
следует, что неравенство (3.12) справедливо для всех А =0,1,2,.... 
Принимая во внимание (3.4), мы получаем из неравенства (3.42), что 
Пи шез Р» = 2* (3.17) 


-Е со 


и, следовательно, в силу (3.11), 


тез У (Р»„ — Ру) = м. (3.18) 
Положим -) 
Е, = У (Рьн—Рьн-) @=1,2), (3.19) 
откуда ы 
Е, = х (Рьа—Рь), Е = 2 (Ра — Руз+1). (3.20} 


В таком случае 


со 
Ц 


Е: + Е, = > (Ри Рь-) 


К=0 


и, следовательно, на основании (3.18), 


тез (Е! -- Е,) = 2*. (3.24) 
Кроме того, в силу (3.4), (3.10) и (3.19), 
(Е\- В) =0, Веки =), (3.22) 
Положим 
0 = [-— п, «] — Е. — Е», (3.23) 
откуда 


ЕЕ +0=[-=, =], (0.Е)=0 (=4,2) (3.24) 
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и, кроме того, на основании (3.21) и (3.22), 


тез 0 = 0. (3.25) 
Обозначим через },(7), #=1,2, функции, определяемые из условий 
[0, если ЕЁ, 
2% 1 
1, (2) = 1 (2), если 260, (3.26) 


| 16), если 26 [-п,«— ЕО (=1,2). 


В силу (3.22) и (3.24), эти функции определены всюду на [—т, *] и 
притом однозначно на этом сегменте. Кроме того, ясно, что эти функ- 
ции измеримы на [— т, | и обладают свойствами: 


Л (2) + /› (2) =1(2) (х6[—т, *]), (3.27 
[1. (2) |1 <1|1(2)| (= [-—т, ")). (3.28) 


Докажем, что ряд Фурье от функции /,(5) сходится к нулю почти 
всюду на множестве Ё,, где =1 или { =2. На основании (3.7) и (3.19), 


ВУ Уна (=%2), (3.29) 


8=0 у=1 
откуда, в силу (2.1) и (3.26), для любого х Е [—м, «|: 
(ети) = (2) (@=1,2,..:; 8=0,1,2,...; 8=1,2). (3.80) 


Сопоставляя свойство В’) множеств ть, с неравенством (3.28) и с равен- 
ством (3.30), мы видим, что ряд Фурье от функции }, (2) сходится к нулю, 
почти всюду на каждом из множеств позу, $ =0,1,2,..., у=1,2,..., 
откуда следует, на основании (3.29), что ряд Фурье от функции 1, (2) 
сходится к нулю почти всюду на множестве й где 1 =1 или 1=2, 

Обозначим через Ё;, {=1,2, множество всех точек, принадлежащих 
множеству Ё., в которых ряд Фурье от функции ], (5) сходится к нулю. 
Тогда 


Ес Е, шез Е; = шезЁ; (=1,2) (3.31) 


и, кроме того, ряд Фурье от функции /,(52) сходится к нулю всюду на 
множестве Ё;, & =1,2. 

Мы уже знаем, что функции / (2), =1,2, измеримы и удовлетво- 
ряют неравенству (3.8). Так как, по условию теоремы 2 ($ 1), функция 
1(4) принадлежит к некоторому классу К типа (&), то, в силу определе- 
ния классов этого типа, каждая из функций /; (2), {=1, 2, принадлежит 
к тому же классу К. Кроме того, мы уже доказали, что выполняется 
равенство (3.27). Следовательно, чтобы закончить доказательство теоре- 
мы 2, нам остается только доказать, что множества В; 1 =1, 2, удовлет- 
воряют условиям 1°, 2°и 3” теоремы 1. 

Сопоставляя (3.24), (3.22) и (3.31), мы видим, что 


Е, с [-—т,*| (=1,2), шез(Ё, + Е,) = 2, 
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. [о 
и, следовательно, множества Ё;;  =1, 2, удовлетворяют условиям 1 и 2°. 
Докажем, что эти множества удовлетворяют условию 3°. 
Возьмем произвольный сегмент [а, 6] с [— т, *]. Принимая во внима- 
ние (3.4) и (3.17), получаем для &=1 или ё =2: 
Р.С [-*к,*] (:-=14,2,...), Ша шез Ру = 2, 


$—со 
и, следовательно, можно указать такое натуральное число $, ЧТО 
шез (Ру: [а, 8])>0 (=4,2). * (3.32) 


Так как Р»„_.: есть замкнутое множество, то из неравенства (3.32) 
следует, что существует точка & второго рода множества Р»;,—;—1, Для 
которой выполняется неравенство 


а<:<6. (3.33) 


Так как Р»„__ есть нигде не плотное замкнутое множество и так 
как & есть точка второго рода этого множества, то в любой близости от 
точки & находятся смежные интервалы и... множества Р». +1 с0 сколь 
угодно большими номерами у и, следовательно, найдется такое натураль- 
ное число у, что 


Ноу, © [бое ** 


откуда, в силу (3.1), 
тес [а, 6] 041,2), (3.34) 


Сопоставляя (3.29) и (3.34), мы видим, что 
пи, , © (Ез-[а, 8) (@&=1,2) | 
и, следовательно, на основании (3.31), 
тез (Е [а, 5]) > шезт 4, (=; 2). 


Так как [а,6] есть произвольный сегмент, лежащий на сегменте 
[- с, |, то множества Ё;, & = 1,2, удовлетворяют условию 3° теоремы 1, 


и доказательство теоремы 2 закончено. 
Поступило 
25.ХП.1953 
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И. Р. ШАФАРЕВИЧ 
О ЗАДАЧЕ ПОГРУЖЕНИЯ ПОЛЕЙ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе исследуется вопрос о погружении нормального поля алгеб- 
раических чисел в большее поле в случае, когда относительная группа 
Галуа имеет порядок {*, а абсолютная группа является распадающимся 
расптирением. 

Введение 

Задача погружения полей заключается в следующем. Дано нормаль- 
ное расширение А / © с группой Галуа К и группа С, имеющая нормаль- 
ный делитель @ с С /6-—Р. Требуется узнать, когда существует такое 
поле К > А, нормальное над О, что его группа Галуа над О есть С, 
а гомоморфизм С на Ё совпадает с естественным гомоморфизмом группы 
Галуа поля на группу Галуа подполя. 

Простейший случай этой задачи возникает, когда С является распа- 
дающимся расширением Р при помощи @®. В этом случае С определяется 
тем, какие автоморфизмы индудируют элементы РЁ в ©, т. е. заданием @® 
как операторной группы с группой операторов Р. Наоборот; для любой 
группы © с группой операторов Ё существует группа @, являющаяся 
распадающимся расширением ЁР при помощи ©. Это расширение назы- 
вается полупрямым произведением К на ©. Мы будем обозначать его 
через Ё-© в отличие от прямого произведения, которое будет для 
групп А и В обозначаться через Ах В. 

В настоящей работе рассматривается задача погружения для случая, 
когда С есть полупрямое произведение Р.©. 

Для случая, когда группа ® коммутативна, задача погружения для 
полупрямого произведения была полностью решена Шольцем (7), который 
показал, что в этом случае искомое поле К всегда существует. 

Мы рассмотрим в настоящей работе следующий по трудности случай, 
когда ® имеет порядок [". Доказывается, что здесь, как и для коммута- 
тивной группы @®, задача решается положительно в любом из следующих 
двух случаев: 

1) группа © имеет класс си / > с; 

2) порядки групп Ё и © взаимно просты. 

Очевидно, что рассмотренный Шольцем случай коммутативной группы ® 
содержится в случае 1), так как для абелевой группы с =1. 

Как полученные результаты, так и методы их доказательства делают 
весьма вероятным, что проблема погружения решается положительно для 
любого полупрямого произведения и любого нильпотентного нормального 
делителя @®. 

В большей части настоящей работы ($ 2 и 3) предполагается, что чи- 
татель знаком с работой (4). В частности, введенные в этой работе поня- 
тия будут использоваться без дальнейших ссылок. 
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& 1. Расширения с нильпотентной диспозиционной группой 


1. Нильпотентные диспозиционные группы. Рас- 
смотрим конечную группу С с конечной группой операторов Р. 
Если С есть абелева группа, то, как показал Шольц (7), С является 
операторно-гомоморфным образом некоторой сравнительно просто построен- 
ной абелевой операторной группы, называемой диспозиционной. Мы пока- 
жем, что понятие диспозиционной группы можно обобщить на случай, 
когда С есть произвольная группа порядка /”. 

Обозначим через @®® группу с образующими 5;,...,5а, на которые 
наложим соотношения: 

1) при некотором, раз навсегда фиксированном А 


1 . 
5—4; 1=4,..., 9: 


2) любой коммутатор длины с, составленный из образующих $5,,..., 5а, 
равен 1. 


Другими словами, © есть факторгруппа свободного произведения 4 
циклических групи порядка /^ по с-му члену убывающего центрального 
ряда. Из теоремы Шрейера о подгруппах свободной группы легко выте- 
кает, что ® есть конечная группа. Порядок ® есть некоторая степень /, 
число образующих — 4 и класс с. 

Пусть Р — произвольная конечная группа порядка т. Рассмотрим 
группу © с т образующими, которые будем обозначать через $,» 
иЕР, 1=1,...,А. Отображение, определенное для образующих би, ; 
условием 


ъ 
Зи, } == Зи, 1, 


распространяется на всю группу ®©; и является в ней автоморфизмом, 
так как все соотношения, наложенные на образующие 5и, :, в ®©), инва- 
риантны относительно перестановок образующих. Определенные таким обра- 
зом автоморфизмы образуют группу, изоморфную Ё*. Группу ®& с ука- 
занной группой операторов, изоморфной Ё, обозначим через @®4; и будем 
называть нильпотентной диспозиционной группой. В случае, если с =1, 
мы получаем абелевы диспозиционные группы Шольца. 

Обобщенгем основного результата Шольца об абелевых диспозицион- 
ных группах на нильпотентные диспозиционные группы является следую- 
щая теорема: 

ТЕОРЕМА 1. Любая группа С порядка [” класса с с группой опера- 
торов Е является операторно-гомоморфным образом некоторой нильпо- 
тентной диспозиционной группы ®®». 

Доказательство. Пусть группа С имеет 4 образующих $,,...,5а 
и пусть максимальный порядок ее элемента — /^. Докажем, что @ являет- 
ся операторно-гомоморфным образом группы @0,. Для этого продолжим 
отображение 


$ (5, 1) = 51 


* Мы будем исходить из определения умножения операторов при том порядке 
следования, который принят в (3), стр. 97. 
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образующих ®®), на образующие С по мультипликативности на‘все эле- 
менты ®». Так как все соотношения, имеющие место в ©, между 
образующими $4. г, ее для любых элементов С, то ф является 
гомоморфизмом @®®р наС. Нам остается доказать, что этот гомоморфизм 
операторный, т. е. что имеет место соотношение: 


Ф(57) =9(с)°, с6®®», УЕР. (1) 


Ввиду того что © является гомоморфизмом, это соотношение Достаточно 


т 


проверить для с = $и,:. В этом случае мы имеем: 
Ф (би, 1) = Ф (би, 1) = 51° 
9 (5) == 
чем и доказывается соотношение (В а тем самым и теорема. 


2. Центрально-диспозиционные группы. Мы будем 
называть группу С порядка Г’ с группой операторов Ё центрально- 
диспозиционной, если ее центр является диспозиционной группой. 
Таким образом, центр группы С должен иметь следующую структуру: 
он должен распадаться в прямое произведение допустимых подгрупп, 


Каждая из которых должна являться прямым произведением т сопряжен- 
ных относительно РЁ циклических подгрупп. Очевидно, что понятие 


центрально-диспозиционной группы и нильпотентной диспозиционной груп- 
пы совпадают для абелевых групп, ‘но, как мы увидим дальше, .неабелевы 
нильпотентные диспозиционные группы не являются, вообще говоря, 
центрально-диспозиционными. 

ТЕОРЕМА 2. Любая группа С порядка Г и класса с с группой опе- 
раторов Е при [`>с является операторно-гомоморфным образом неко- 
торой центрально-диспозиционной группы. 

Доказательство. Ввиду теоремы 1, нам достаточно доказать 
теорему для случая, когда @ = ®®, и />с. Центр группы © в слу- 
чае / > с определен Трэллом (3). Из его рассуждений следует, что центр 
группы 6 при />с изоморфен (аддитивно записанному) модулю много- 
членов Ли от 4 неизвестных 4:,...,Ха с коэффициентами из кольца клас- 
сов вычетов по модулю /. Неизвестные 2,,..., жа находятся при этом 
во взаимно однозначном соответствии с образующими $,,... ‚ 5а группы ®©, 
и автоморфизм ©, сводящийся к перестановке образующих $5,,...,5а, 
индуцирует в центре тю же перестановку неизвестных #2:,..., 2. 

В случае группы ©}, мы имеем модуль многочленов Ли степени сот 
неизвестных хи. ; с коэффициентами из кольца классов вычетов по моду- 
лю Ё. Преобразование неизвестных 

и, 1 — Фи, 1 (2) 
определяет автоморфизм модуля многочленов Ли. Модуль многочленов Ли 
степени с с группой операторов, определенной формулами (2) и изоморф- 
ной Г, обозначим через Л (Р). 

Введем в рассмотрение модуль полилинейных форм от с мерных 
векторов Е, НС ЕР есть а с координатами 2,1, и ЕР, 


аи: 
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ое ее Е ЕЕ ВЕНА ВИИНЕЕЕВЕЕЕЧЕНЕ ЕЕ 


Определим действие элементов Ё на элементы модуля формулами 


(7)0 — 27) 
2 Я би», р 


Этот операторный модуль обозначим через М (Р). 

Доказательство теоремы 2 непосредственно вытекает из следующих 
двух предположений: 

А) Л (Е) является операторным прямым слагаемым М (К), т. е. в М (Е) 
существует такой Ё-инвариантный подмодуль Л’ (РЁ), операторно-изоморф- 
ный Л (РЁ), и такой Ё-инвариантный подмодуль М (Ё), что 

М(Р=А’Ю-М(Ю. (3) 

В) М (№) является диспозиционной группой. 

Покажем прежде всего, что из предположений А) и В) следует утвер- 
ждение теоремы 2. Рассмотрим прямое произведение группы ФО» и груп- 
пы %, операторно-изоморфной М (РГ). Центр группы ®@, х % оператор- 
но-изоморфен М (ЁР) ввиду предположения А) и является, следовательно, 
диспозиционной группой ввиду предположения В). Таким образом, Ох 
есть центрально-диспозиционная группа, а так как ®® является ее опе- 
раторно-гомоморфным образом, то из этого следует теорема 2. 

Перейдем к доказательству предложений А) и В). 

Доказательство предложения А). Мы воспользуемся сс0- 
ображениями, примененными Трэллом (%) к исследованию групп ©. 
Если вместо преобразований (2) рассмотреть любые обратимые линейные 
преобразования 714 неизвестных хи, ; с коэффициентами из кольца клас- 
сов вычетом по модулю /^, то как модуль Л многочленов Ли, так и мо- 
дуль М полилинейных форм станет операторным модулем относительно 
группы % всех обратимых линейных преобразований по модулю !. Фор- 
мулы (2) определяют изоморфное отображение Р`в 9%. Таким образом, 
переход от Ё к % приводит к увеличению группы операторов, так что нам 
достаточно доказать существование разложения (3) для модулей Л и М 
относительно области операторов У. Ввиду этого мы будем теперь считать, 


что Л имеет п образующих (в нашем применении п = т4) х%.,..., и, 
‚а М состоит из форм от п-мерных векторов 2‘? с координатами 2(”...., 2. 


Так как и Л и М являются модулями над кольцом классов вычетов 
по модулю {”, то действие в них операторов из % определяет представле- 
ния 9 по модулю . Представление, определяемое модулем А, называется 
с-м представлением Ли, а представление, определяемое модулем М, назы- 
вается с-м тензорным представлением. 

Прежде всего ясно, что Л является операторно-гомоморфным образом 
модуля М. Гомоморфизм задается отображением 


(1) „.(2) (с 
9 Ч... 2 > ре т ба | 


где [5:,...ть ] обозначает произведение (... (т. 2+)... т, ) в кольце Ли. 

Над полем характеристики О тензорное представление полной линей- 
ной группы вполне приводимо [см. (?), стр. 177], так что представление 
Ли содержится в нем в виде прямого слагаемого. Как заметил Брауэр ($), 
формулы, по которым с-е тензорное представление линейной группы над 
полем характеристики 0 разлагается в прямую сумму неприводимых, со- 
держат в знаменателях только числа <с и, таким образом, могут быть 
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применены для аналогичного разложения над кольцом классов вычетов 
по модулю [, если 1>с. Ввиду вышесказанного из этого следует, что 
при / >> с с-е представление Ли содержится прямым слагаемым в с-м тен- 
зорном представлении, т. е. модуль Л является прямым слагаемым мо- 
дуля М, что и доказывает предложение А). 


Доказательство предложения В). Базисом модуля М явля- 


ются одночлены а Ь и к. о где и.,..., ис — любые элементы 
группы ГР, ай,...,& — любые числа от 1 до 4. Пусть ш,,... ше — 
любые элементы Ё. Рассмотрим модуль Т (1.,... № й,..., ®), . поро- 
жденный всеми элементами 20. и Зе и. где р — любой элемент Р. 
Очевидно, что М есть прямая сумма всех модулей Т (1,,..., шо; й,...), 


причем каждый из этих модулей инвариантен относительно Ё и является 
суммой циклических подмодулей, порожденных элементами 20. и ее 
ре. Е. и сопряженных относительно Г. Это и доказывает предложение В). 
Теорема доказана. 

При помощи рассуждений, использованных при доказательстве теоре- 
мы 2, мы выведем еще один результат, который понадобится нам в 
дальнейшем. Обозначим через 0 центр группы ©), . Он является пря- 
мым произведением циклических групп порядка . Совокупность элемен- 
тов И, являющихся [-ми степенями элементов Й, обозначим через #,. 
Очевидно, что 1, является характеристической подгруппой ®» . Группу 


©» / 2, обозначим через ‘и 1,/2,.+1 — через 2®). При этом 


‚0 — ‚К 
9 = @5го, бар’ = 64. 


Следствие. Для любого т<Ё— 1 существует группа © с обла- 


стью операторов Е и со следующими свойствами: ® содержит такую 
элементарную допустимую центральную подгруппу А, что 


1) в /4= 07); 

2) А есть прямое произведение допустимых подгрупп, каждая из ко- 
торых является прямым произведением т сопряженных’ относительно Е 
циклических групп; 

1) существует такой гомоморфизм ® на @® т”, что его ядро содер- 
жится в А. 

Для доказательства надо только замётить, что допустимая подгруппа 
7“) лежит в центре ®©/Т и операторно-изоморфна модулю  много- 
членов Ли степени с от 4т переменных х,.. Применяя теперь предло- 
жения А) и В), использованные при доказательстве теоремы 2, мы полу- 
чаем, что существует такая элементарная абелева группа %Ъ с группой 
операторов Ё, что А = 7) х $ обладает свойством 2). Следовательно, мы 
можем принять ФР х 9% за ©. 

В дальнейшем нам понадобится следующее замечание. Нормальный 
делитель А можно, очевидно, представить как пересечение таких под- 
групп В}, что (А: В;) =1. Группы ©/В; являются простыми централь- 
ными расширениями ®С7?. Точно так же 0, можно представить как пере- 
сечение таких подгрупп Сь, что (7,:С:) =1. Группы ФС7ЕО/С; также 
являются простыми центральными расширениями ©. Очевидно, что 
системы множителей, соответствующие вторым расширениям, содержатся 
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среди систем множителей, соответствующих первым расширениям. Нам 
важно отметить, что никаких новых систем множителей первые расшире- 
ния не дают. Это непосредственно следует из того, что ® = ‚ФОР х 9. 

3. Поля с центрально-диспозиционной группой 
Галуа. Пусть нам задана центрально-диспозиционная группа © с груп- 
пой операторов Ё, причем, ввиду следствия из теоремы 2, мы можем огра- 
ничиться случаем, когда центр ® есть прямое произведение т цикличе- 
ских групи порядка 1, сопряженных относительно Ё. Обозначим этот 
центр через 1: нуль ата, 4) 
Факторгруппу ® по подгруппе #, = {2%} х...х {2“т-1} обозначим че- 
рез ®,, а ©/2 — через ©. Очевидно, что © имеет Г в качестве группы 
операторов, но ®, не является операторной группой. Полупрямое произ- 


ведение © на К обозначим через С. 


Пусть дана цепочка полей ОсАсК с К,, из которых К ©, К м и 
Г) о причем группа Галуа А/О есть Р, К/ЮЬ—4, КЁ— © 
К, — © 

ТЕОРЕМА 3. Если поля Ку для всех ие Е независимы над К, то 
композит всех Кт имеет в качестве группы Галуа над © полупрямое 
произведение © на Е. 


Мы называем здесь расширения А,,...,А, поля А независимыми над 
Ё, если пересечение композита А,...К; А; 1...А‚ с К; есть А для 
любого {=1,...,г, так что группа Галуа композита А,...А, над А 


изоморфна прямому произведению групп Галуа К; /А. 


Доказательство. Обозначим композит полей Кт1 через К и вычис- 
лим группу Галуа А / О. Сначала докажем, что группа Галуа А/Ё совпа- 
дает с ©. Исследуем для этого подробнее группу @®. © является расши- 
рением ® с центральным нормальным делителем 2 и, следовательно, за- 
дается своей системой множителей со значениями из Я. Ввиду того что 
для Й имеет место разложение (4), эта система множителей может быть 


записана в виде: 
Хави 
а (в, п) =“ ‚ в, 6 ©. 

Перейдем к ассоциированной системе множителей, выбрав более удобную 
систему представителей. Пусть система множителей о’ (с,<) соответствует 
такому выбору представителей, при котором из класса о выбирается пред- 
ставитель [5]. Если мы обозначим а.(с,“) просто через а (с,“), то группа 
©, будет центральным расширением ® с системой множителей 21<,°). Рас- 
смотрим представителей [с%*]“, лежащих, конечно, в тех же классах 
смежности, что и [5]. Рассмотрим одновременно группу ©, = ®/21. Эта 
группа будет иметь в качестве центра {2“}, причем она будет централь- 
ным расширением @ с системой множителей 24а“ "*\") (при указанном 
выборе представителей [% *|м). Из этого следует, что мы можем выбрать 
представителей в классах смежности © по 0 так, чтобы вместо ©’ (с, “) 
получить ассоциированную систему множителей 

У мас ‘ти *) 

а (ск 
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Группа Галуа К/й является, очевидно, расширением @® с ядром гомомор- 
физма, изоморфным Й, так что для того, чтобы показать, что эта груп- 
па изоморфна ©, нам надо только установить, что система множителей 
у нее та же, что и у ©. Доказательство почти дословно повторяет при- 
аа выше рассуждение. Факторгруппа группы Галуа К/А по подгруппе 

= {2%} Х... Х {2“Т1} изоморфна группе Галуа К ./А,т. е. ©. Центр 
т порождается элементом 2, факторгруппа по центру есть ® и при над- 
лежащем выборе представителей в классах смежности по центру система 
множителей будет 24°"). Выбранных нами представителей обозначим че- 
рез [<]. Автоморфизм [3] является некоторым продолжением автоморфиз- 
ма с с поля К на поле К,. Рассмотрим теперь поле К, принадлежащее 
к подгруппе 2:, и продолжим автоморфизм с на это поле. Для этого 
заметим, что каждое число поля К! представляется в виде ом, где «ЕК т 
причем для примитивных элементов поля А\1 такое представление одно- 
значно. Определим в К! автоморфизм [с], по формуле: 


ое 61, — (оо "Ти 
(““) ежа 


Легко видеть, что получается действительно автоморфизм поля Ку, про- 


должающий автоморфизм с поля К. Группа Галуа Кт является рас- 
ширением ® с ядром гомоморфизма {2%}, причем при указанном выборе 
представителей в классах смежности по {2%} система множителей будет, 
как легко видеть, 24494", и “)и, Бели для каждого и продолжить указан- 
ным образом автоморфизм с на поле Кт, то получится некоторое про- 
должение этого автоморфизма на поле А, т. е. некоторый фиксированный 
выбор представителей в классах смежности группы Галуа А/А по #. Вви- 
ду сказанного, этому выбору представителей соответствует система мно- 
жителей 


У ао "лм и 
и. 
2 ’ 
что и доказывает изоморфизм группы Галуа К/й с ©. 

Докажем: что установленный нами изоморфизм между группой Галуа 
К/Ё и группой © является операторным изоморфизмом относительно груп- 
пы операторов РЁ. Мы установили изоморфизм ‘между нашими двумя 
группами, отобразив изоморфно друг на друга их центры и некоторые 
построенные нами системы представителей классов вычетов по центру. 
Изоморфизм центров очевидным образом является операторным, так как 
оба центра являются прямыми произведениями групп вида {2“}, и ЕК. 
Нам остается проверить, что установленное соответствие между предста- 
вителями классов смежности по центрам выдерживает применение опера- 
торов из ЁР. Обозначим представителя построенной нами системы через 
<>. Этот представитель однозначно определялся выбором представителя 
[<] в классе смежности по центру группы ®, = ©], и тем, что при 


о Е р 5 о | \ 
< = ом РЕ = [9%] 2,). (5) 
Но этим уже однозначно определяется действие операторов из Ё на пред- 


ставителя <». В самом деле, применяя к (5) автоморфизм 9ЕР, полу- 


ИМ: 


У И” Е о 2 
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или, обозначая их через <, 


С Ут 2 ([в°°']2,)% для всех ш ЕР, 
чем элемент «с» однозначно определен. 

Группа Галуа К/© является расширением КЁ с ядром гомоморфизма, 
изоморфным ©, причем, как мы доказали, ядро гомоморфизма даже опе- 
раторно-изоморфно ©. Нам остается показать, что расширение полупря- 
мое, т. е. что при надлежащем выборе представителей и в классе 
смежности и по © и будут образовывать группу. 

По условию теоремы, автоморфизмы и поля № могут быть так продол- 
жены до автоморфизмов поля К, которое мы также будем обозначать че- 
рез и, что новые автоморфизмы будут попрежнему образовывать группу. 
Для того чтобы указать продолжение автоморфизма 2 с поля К на по- 
ле ХА, достаточно указать его действие на элементы полей и так как 
их композит дает все К. Воспользуемся представлением элементов поля 
Ку в виде ом, аЕК,, иЕЁ, и положим 


(ам) — аи. 


Очевидно, что этот автоморфизм действительно продолжает автоморфизм 
# поля К и что 


9.0: 8.9.05; 
Таким образом теорема 3 доказана. 


$ 2. Условие погружаемости для шольцевых расширений 


При построении расширения А/А, имеющего в качестве группы Галуа 
над № группу ©), а в качестве группы Галуа над © — полупрямое 
произведение К 67, мы будем пользоваться, в основном, теми соображе- 
ниями, которые были изложены в работе (“). А именно, мы будем строить 
поле К/ё шольцевым, а самую конструкцию вести индукцией по с. 

В этом параграфе мы разберем следующий вопрос. Пусть ©, Ки К 
имеют тот же смысл, что и в теореме 3, А, > Ки (К, : К) —=/, причем А, 
нормально над А, и К есть композит полей, сопряженных с К, над О. 
Мы будем предполагать, что К [Е шольцево, и выясним, когда можно по- 
строить поле А, с заданной группой над А так, чтобы К тоже было шоль- 
цевым над А. При этом мы будем считать, что простые делители дискри- 
минанта поля А/к имеют в А/О порядок 1. То, что этого можно добиться 
и для К/К очевидно на каждом шаге нижеследующих рассуждений. 

Введенные сейчас обозначения мы будем употреблять, не 
оговаривая этого еще раз. 

1. Построение инвариантов [у, Х]. Мы будем предполагать 
в этом пора что содержит корни степени [ из 1. Пусть 


К, =К(Ув), где — 1(-инвариантное число поля К | Е. Обозначим класс (-ин- 
вариантных чисел, в котором лежит , через Х. Рассмотрим любой ха- 
рактер Хх порядка / группы Галуа К/Ё и соответствующее ему [см. (*), 
стр. 268] число я, из №. Это число может быть разложено на простые 
множители следующим образом: 


УФ, (ии 
(а) = р“Р“”, 
р 


ЗАДАЧА ПОГРУЖЕНИЯ ПОЛЕЙ 397 


где ф пробегает не сопряженные друг с другом относительно © простые 
дивизоры А, а сумма в показателе распространена на все автоморфизмы 
и поля А/О. 

Пусть Ф — тот инвариантный дивизор К/А, состоящий из критических 


простых дивизоров, который входит в разложение 

(+) = 6 (6) 
[см. (*), стр. 266]. Рассмотрим функцию & (и), определенную тем, что для 
любого корня степени / из 1 

ги #9(и) 


© = 


? 


и предположим, что для любого р Фр 9 взаимно просто с про- 
стым делителем № дивизора рв К. Легко проверить, что это условие не за- 
висит от выбора % среди делителей р в К. Мы будем поэтому записы- 
вать его в виде 


(Фриды ‚ р) =4. (7) 
Если условие (7) выполнено, то мы определим символ [х, Х] следующим 
образом: = 
Хер) (и)и «„\—1 
2 П[- 5 (7 (8) 
р 


Соотношение (7) гарантирует, что символ, стоящий в правой части равен- 
ства (8), определен. 

По своему виду условия (7), при которых определен символ [у, Х], 
и само определение этого символа зависят не только от у и Х, но и от 
выбора числа а„, соответствующего у, числа в классе Х и простых ди- 
визоров р среди множества всех сопряженных друг с другом дивизоров. 
Докажем, что и условия, при которых определен символ [у, Х], и сам 
этот символ зависят на самом деле только от у и Х. 

а) Независимость от выбора а^ очевидна, так как если а, — другое чис- 
ло, соответствующее тому же Хх, то @, =а,, а поэтому р (и)== о, (и) (Г) для 
любых у и и. 

Ь) Докажем независимость от выбора № в классе Х. Любое другое /-ин- 
вариантное число в классе Х получается из » умножением на /-ю сте- 
пень числа из К и на число из А. Умножение р на /-ю степень числа из 
К очевидным образом не меняет ни условия (7), ни символа [у, Х]. Пусть 
мы умножили р на число те, взаимно простое с дискриминантом К/К. 
Очевидно, что условие (7) не нарушилось, так как при этом не измени- 
лось Ф. Правая же часть формулы (8) умножится на 


П а Е. (8) 


р 
р 


Фь(и 9 (м)и т 
р рр 


П( ЕВ и П( ыы ) 5 () 
ь р | рберелои =, 


Так как поле К по предположению шольцево, то а, гиперпримарно, а по- 
этому 


Ввиду того, что 


мы имеем: 
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а Е Е НЫЕ ЕЕ ЕЕ 


[2 
— = на ‚е 
и, / т 
что и показывает, что выражение (9) равно 1. 


с) Для доказательства независимости от выбора фр предположим, что 
р? — любой простой дивизор, сопряженный с р. Тогда 


ь Фр(иди р. Хор ти _ и 2 Фр(ги)и 


Таким образом, замена р на р” приводит к замене функции $›(и) на 
функцию фр (и). Условие (7) примет тогда вид: 


орон, о (10) 


Чтобы доказать это условие, применим к (7) автоморфизм 5. Мы получим: 


У Фр 7/9 6 ие 


(> И 


Делая в сумме, стоящей в показателе, замену переменной иф на и, 


получим: 
у Фр(е’и т) 9 (иот)и 


(> 
Так как (и ==8(и) (51) (1), то 


№ 


ое Фр(еи *)9 (ии *)и о” 9(и*) 


) й 
что доказывает справедливость соотношения (10). 

Таким образом, условие, при котором символ [х,Х] определен, не 
зависит от выбора ф среди сопряженных. Докажем, что и значение сим- 
вола [х,Х] от этого выбора. не зависит. 

При замене р на р” множитель 


›% Фр") (и) 
вы | (11) 


р 


в правой части (8) заменится на 


У Фр (пи) 9 (м) и 
|7 
к (12) 
р 


Пользуясь соотношением 


о Го9 (9 
СЕ 


мы получим, что'выражение (12) равно 
| Хор (ом) 9 (и) 9 (07) мо 
[7 


р 


Если заменить теперь их на и, то мы и получим (11). 

Если А = О,Тто символ [у, Х] превращается в символ (у, Х), опреде- 
ленный в работе (“). Очевидно, что символ [у,Х], как и символ (у, Х), 
обладает свойствами: 


[%:Х», Хх] == [хХь, Хх] [Х», Хх], (13) 
[х, Х.Х.] = Г Х,] [Х, Х.], (14) 
2% =[х,Х']. (15) 
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Последнее равенство имеет тот смысл, что, если К является подполем 
нормального над О поля К’, то символ [х, Х] может быть вычислен 
в обоих полях и имеет при этом одно и то же значение. 

2. Инварианты [Х]+.. Эти инварианты определены только для 
классов Х, о таких /-инвариантных представителей |, для 


которых поле К (Ув) шольцево. Иными словами, это те классы, для 

которых все инварианты (у, Х) и (Х)» равны 1. В дальнейшем мы будем 

предполагать, что представитель » в классе Х выбран так, что поле 
й 


К (Ув) шольцево. 

Рассмотрим класс /-инвариантных чисел Х и функции ф (и), заданные 
на группе Ё со значениями в группе вычетов по модулю [, удовлетво- 
ряющие следующим условиям: 


1. 9()=0, $) = — +) 8 (@), иЕЁР, 

2 ь 2“ ЕД. 

Если [=2, то мы наложим еще одно дополнительное условие. Пусть 
и есть инволютивный автоморфизм К /А: и? =1, К, — подполе К, состоя- 


щее из чисел, инвариантных относительно и, ®, — дифферента К» | Ки. 
Мы потребуем, чтобы функция ф(и) удовлетворяла соотношению 


2 По =и вК, 
1% 


где произведение распространено на все инволютивные автоморфизмы 
из Р. 

Очевидно, что все эти условия относятёя только к функции ф и 
классу /-инвариантных чисел Х, а не зависят от выбора представителя в 
в Х. Если выполнены условия 1 и 2, а при [=2 и условие 3, то мы 
определим символ [Х]‹% следующим а. выберем в классе Х такого 


]-гиперпримарного представителя р, что К (Ув) /Ё будет шольцево и 
(т, т“) = для всех и +1, (16) 


где ш — дивизор из разложения (6), и положим 


ХФ (и) и и 
пу = т ‚ =. (17) 
ф 
Ввиду условия (16), правая часть (17) действительно определена. 
Докажем, что [Х]% не зависит от выбора |» в классе Х. Очевидно, что 
при умножении » на /-ю степень числа из К символ [Х]+% не меняется. 
Докажем, что он не меняется и при умножении |» на такое число т из #, 
1 
что поле К (Ут) — шольцево. В доказательстве может встретиться сле- 
дующее затруднение: если 
(2) = 6 т, (р’)= 6'т, 
причем и ш и ш'’ удовлетворяют условию (16), и р’ = рт, то из этого не 
следует, что и т удовлетворяет аналогичному (16) условию: 


И. ЕЛ, и 
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Чтобы в дальнейшем не иметь дела с этим затруднением, мы введем 
такое м", для которого, 

и 1 Ш И\ —- и Ш 

в’ = ра, =, (р) =б эм, (18} 
и будем считать выполненными условия: 

(т) = 1 8-1 ШВ оЬ 
(а, и) =1, (В, В“) =1. 

Для этого достаточно взять простой дивизор абсолютно первого порядка 
р, взаимно простой со всеми ш“ и и" и эквивалентный ш. Непосред- 


ственная проверка показывает, что условия (18) и (19) выполнены, если 
положить 


(19) 


(&) =; (Ве пир" 


Таким образом, нам достаточно доказать, что 
[Г Ш 
= 20 
ф у 


в=ым, (т, тм) = (пи иум) == (т, 09) = 1. 


если 


При этом мы можем считать, что р, р’ и т [-гиперпримарны. В этом 
случае 


, Уф (ии 
И = Иът 


= 


БЕ»). 9 


Равенство (20) будет доказано, если мы докажем, что произведение вто- 
рого и третьего сомножителей, а также четвертый сомножитель в правой 


части (21) равен 1. Действительно, 


Г Хуа (ии оон 
У Г Бе Зы ры аи 
УФ (м) ы | т | т 

т 


И 


ввиду условий 1 и 2. Так как т (-гиперпримарно и является вычетом 
[-й степени по критическим дивизорам, то из закона взаимности следует, 


что 
м т ф [т 
[вн], (#) (5) 
нА ф ф 
Доказательство того, что 
т 
| Уф сот я 1, (22) 
т 


различно при (2 и при [=2. 
При 1 =2 мы имеем: 


то (м) 9 (м) м1 


а В а 
т (и т (Сеувивия) = (Ежа) ь 


Отсюда получаем: 
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При /=2, очевидно, 8 (и) =1 для всех и. Если и есть неинволютивный 
автоморфизм, то и ии 


т т т \ 19 (и) 
пы 23 
ет у | Е М: | | (25) 


“Так как 


то это выражение равно 1. 
Рассмотрим теперь произведение 


Аи. 
Ея, 
т 


в котором сумма распространена только на отличные от 1 инволютивные 
автоморфизмы из К. В работе (5) доказано, что если и — инволютивный 
автоморфизм голя К, в котором простые делители двойки и вещественные 
бесконечно удаленные простые дивизоры полностью распадаются, то для 
символа Лежандра второй степени имеет место соотношение: 


т“ че Зи з 
где Ф, — дифферента К/Кь, а К, — подполе, принадлежащее и. При- 
меняя это соотношение к нашему произведению и учитывая условие 3, 


получаем: 
т | т \ $ (м) т 
ЕН — — = ——=—— — И 
(59%) И (2) “= (виз) 


/ 


Это равенство вместе с (23) и дает (22), т. е. доказывает независимость 
символа [Х]. от выбора представителя № в классе Х. 
Для символа [Х]., имеет место равенство 


[ХЪ = [Х]ь, 


аналогичное (15), но соотношение, аналогичное (14), не имеет места. 

3. Условия погружаемости. Кроме введенных сейчас инва- 
риантов [у, Х] и [Х]ъ, мы рассмотрим еще введенные в работе (“) инва- 
рианты (Х)» класса /-инвариантных чисел поля К К. При их помощи 
можно сформулировать следующее необходимое и достаточное условие 
погружаемости в шольцево поле. 

Пусть К>А> О, К/&— шольцево и имеет группу Галуа степени 
г, К/О — нормально, Х — класс [-инвариантных чисел в А//, К, — лю- 
бое простое центральное расширение К, соответствующее Х, и К — ком- 
позит всех полей, сопряженных с КА, над О. 

ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы существовало поле К,, для которого 
К — шольцево над Ё, необходимо и достаточно, чтобы все инварианты 
(Х)», [ХФ] и [х, Х]| равнялись 1 для всех $ и Хх, для которых они опре- 
делены. 

Доказательство. Необходимость условий теоремы проверяется 
непосредственно. Равенство единице инварианта (Х)» следует из соответ- 
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ствующего утверждения теоремы 1 работы (“), так как из шольцевости 
К [К следует шольцевость К,/№. В формуле (17), определяющей [Х]у, 
и состоит только из простых делителей дивизоров т“. Ввиду шольце- 
вости К | К, 


ЕЕ" т. в. [|1 для всех и +1, иЕР, рт, 
р 


откуда и следует, что [Х]4 =1. 
В формуле (8), определяющей [х,Х], для любого простого а |ть 
ввиду шольцевости К, / А, 


(=) И (=) а. 


С другой стороны, ввиду шольцевости А |А и ввиду (7), 


й Хр (171) 9 (и) ч 
ы 
р = 1, р | а», 


откуда следует, что [х,Х| =1. 

Перейдем теперь к доказательству достаточности условий теоремы. Для 
этого заметим, что инварианты (ух, Х), определенные в работе (“), содер- 
жатся среди инвариантов [у, Х]. В самом деле, для того чтобы инвариант 
(х, Х) был определен, нужно, чтобы все простые дивизоры, входящие 
ва, в степени, не делящейся на /, были взаимно просты с Ф. Очевидно, 
что из этого следует выполнение условия (7), т. е. и символ [х, Х] тоже 
определен. При этом мы имеем: 

УФ, (ив) 9 (и) и 


Е в. 


пя]. (7-Е =. 


Таким образом из условий теоремы вытекает равенство единице инва- 
риантов (у, Х) и (Х)». Применяя теперь теорему 1 работы (*), мы видим, 
что К, может быть выбрано шольцевым над А. В дальнейшем мы всегда 
будем предполагать, что А, /  шольцево. . 

Очевидно, что первое, второе и четвертое условия шольцевости, будучи 
выполнены для поля К,, выполняются для его сопряженных К, а сле- 


довательно, и для их композита А. Таким образом, нам остается показать, 
| 


что если К, = К (Ув), то в можно умножить на такое число тЕА, что 

— 1 —_ 

К (Ут) будет попрежнему шольцевым над А, и для композита полей, 
й 


сопряженных с К (Ивт) относительно ©, будет выполнено третье условие 
шольцевости. Умножение |+ на т заведомо не будет нарушать шольце- 
вости К,, если т будет тотально-положительным (при /[=2), будет 
делиться только на простые дивизоры, полностью распадающиеся в К, и 
будет сравнимым с 1 по модулю достаточно высокой степени [. Эту сте- 
пень мы будем обозначать через Г. 
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Мы добъемся шольцевости поля К в два приема. Сначала мы умножим 
№ на такое число т‚, чтобы К, осталось шольцевым ив К все критиче- 
ские простые дивизоры К имели порядок 1. Потом умножим рт, на такое 
число 7т., чтобы эти свойства не нарушались и, сверх того, все критиче- 
ские простые дивизоры А имели порядок 1. 

Пусть р — критический простой дивизор К. Для того чтобы в поле 


К, получающемся присоединением к А всех в“, простые делители р 

имели порядок 1, необходимо и достаточно, чтобы для любой функции 

/› (и), для которой 
вв 


выполнялось равенство: 


‚ 3)=1, ЖЗ], 


Положим 


ХУ, (м) и 
УЕ и 
$7р р 


и покажем, что существует тотально-положительное число т., состоящее 
из простых дивизоров, полностью распадающихся в А, и сравнимое с 1 по 


модулю (7, для которого 
Ури 
т нЕ 
и] =& (24) 


при любых у и /›. Очевидно, что тогда рт, будет удовлетворять нужным 
нам условиям. 

Возьмем произвольный первообразный корень © степени [ из 1 и по- 
ложим: 


ти \ хр, и = 5; 
и. 2: = р; 25 
РЕ № т 


Тогда равенства (24) перепишутся так: 
ы в 
м |=, 
т р 
Р 
или 


УЕ (и) Гр, и = В;› для всех ри {,, (26) 


причем уравнение рассматривается в поле вычетов шо (. Вы- 
ясним, когда существует тотально-положительное число т‚, удовлетво- 
ряющее условиям (25), состоящее из простых дивизоров, распадающихся 
в К, и сравнимое с 1 по модулю #. 

Обозначим через % произведение всех р”, [и вещественных бесконечно 
удаленных простых дивизоров, через Н — группу (-х степеней классов ди- 
визоров по модулю %, а через Г, — поле классов к Н. Покажем, что усло- 
вия (25) и требование, чтобы т, было сравнимо с 1 по модулю Й и 1т0- 
тально-положительно, эквивалентны тому, что дивизор (т,) принадлежит 
к определенному автоморфизму в [.. Действительно, если числа 7 и пи 
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удовлетворяют этим условиям, то (т.) Н = (т) Н, и, наоборот, если диви- 
зор а таков, что аН = (т,) Н, то а = (я), причем а удовлетворяет всем 
нужным нам условиям. Обозначим через с тот автоморфизм поля Г, при- 
надлежность к которому дивизора (т.) гарантирует выполнение наложен- 


ных нами на т, условий. 
Для того чтобы можно было найти число т., состоящее из простых 


множителей, полностью распадающихся в К, и принадлежащее к автомор- 
физму св Г, необходимо и достаточно, чтобы в пересечении КПЁ с инду- 
цировал единичный автоморфизм. о - что КПГ есть поле, полу- 


чающееся присоединением к А всех у а„. Таким образом, нам надо т 
сать условия, при которых с индуцирует в каждом из полей ВИ) 
единичный автоморфизм. 


Найдем автоморфизм, который с индуцирует в (Уя,). Для этого возь- 
мем ый дивизор а, принадлежащий к св Г. Мы видели, что 
КЕ (=) 6' и, р («) принадлежит в С к с. Автоморфизм, инду- 


0 [22 
о н (=) == (=) Так 
цируемый ов (У®) сводится к умножению У= а, Е 
как а, /-гипернримарно и тотально-положительно, то 


тр ко Хр, и ро 
“ а П [а , В, 
в а = и | Ри 
х р. и р / 
если 
(= Ц Р* 
р 


Таким образом, для того чтобы существовало тотально-положительное 
число т, состоящее из полностью распадающихся в А простых дивизоров, 


сравнимое с 1 по модулю {/’ и удовлетворяющее условиям (25), должно 
иметь место уравнение: 


У Фр „Фр „(и) = О для всех у. (27) 
р›ч 


Нам остается доказать, что существуют “р „, удовлетворяющие уравне- 
ниям (26) и (27). Мы выпишем условия совместности этой системы урав- 
нений и покажем, что они состоят в равенстве единице инвариантов [у, Х]. 

Если система, состоящая из уравнений (26) и (27), не совместна, то 
существует такая линейная комбинация этих уравнений, в которой все 
коэффициенты при неизвестных 7, „ равны нулю, а свободный член не 
равен нулю. Пусть 


д три Ха, Хи ит, = о 
Р, и рр г ‚ 


есть такая линейная комбинация. 
Положим 


Пух Ч, р/ь (и) = Рь(и). 


м 
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Тогда, очевидно, 


Принимая во внимание, что в (28) коэффициенты при всех Хр „ равны нулю, 
’ 


получаем: 
Фр, хо (#) = —Рр (ит) 8 (и) для всех р ии. 


Из этого мы заключаем, что, во-первых, 


у 
(> р (м) 9 (м) г р) = Й 


и, во-вторых, 
? ыь к.) 9 (4 и р 
П р: Па : (29) 
р 


Для совместности системы (28) необходимо и достаточно, чтобы 


Ха рЫ, = Ув =0, 

; р” р р 

Р,Р 
т. е. чтобы правая часть (29) равнялась 1. Левая же часть этого равен- 
ства есть как раз [х., Х], так как, ввиду того что поле К, уже предпо- 


ложено шольцевым, — —=1. Таким образом, система, состоящая из урав- 
нений (26) и (27), совместна, а следовательно, число т, с нужными нам 
свойствами существует. р 
Обозначим число рт, через р. Тогда, по доказанному, поле К (Ув) 
шольцево, а в композите всех его сопряженных все критические простые 
дивизоры А имеют порядок 1. Нам надо найти такое число ть, чтобы 


для числа |,ть вместо р, все эти свойства сохранялись, а в композите 
1 


сопряженных к полю К (Ир, т.) все критические простые дивизоры имели 


порядок 1. 

Мы выберем т, так, чтобы оно быдо тотально-положительным, состояло 
из простых дивизоров, полностью распадающихся в К, и удовлетворяло 
условиям: 

т> 


(=) —=1 для всех р, критических в К | А, (30) 


4) (ть) = 1 ВЕР, ПЕРА. 


Так как К/О нормально, то вместе с р и ри будет критическим в К /#. 

Из этого следует, что при таксм выборе т, для рт, будут сохраняться 

те свойства, выполнения которых для р, мы перед тем добились. Обозна- 
1 


чим через А композит сопряженных к К (Ув т.) над О. Нам остается 
подобрать т», так, чтобы оно удовлетворяло условиям (30), а в поле К /№ 
все критические дивизоры А/К имели порядок 1. Критическими дивизо- 
рами К/К, не являющимися критическими в А, будут только делители 
(т, ть)“, если 
(2.) = бои. 


2 известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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Мы предположим, что 
(ит, ту) =1, 
так как этого, как легко видеть, можно добиться, умножая р, на число 
т., удовлетворяющее условиям (30). 
Для того чтобы делители ит» имели порядок 1 в К, необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялись условия: 


т 
Е = 1 для всех а | ить. 
Ч 
Эти условия естественно распадаются на две части: 


. 2 
ен (Гм 


т) _ [м] 1 
(+= = а для 1 | ть. 
Мы будем подбирать т, таким, чтобы все делящие его простые дивизоры 
‹ удовлетворяли условию: 


Гы = (и), (31) 


где С(и) — некоторая система корней степени { из 1. Само же т, должно 
тогда удовлетворять условиям: 


[ЕТ + 
(г) =Сш, вер, и, ить КЗ) 


Вопрос о существовании таких чисел был рассмотрен в работе (5). Для 
того чтобы иметь возможность применить доказанную в этой работе тео- 


рему, мы будем предполагать, что корни из единицы ((и) удовлетворяют 
условиям: 


(и) = С (ит) 9 (33) 

и в случае { =2 потребуем, чтобы для любых инволютивных автоморфиз- 
мов и,,..., и; из Р. выполнялось условие: 

С (и,)...С(и;) =1 всякий раз, как Фи... Фи, 1. (34) 


Здесь Ф„, означает дифференту поля К. АВ Ки; — поле, принадлежащее 
автоморфизму и. 

Из теоремы работы (5) следует существование бесконечного количества 
чисел т,, удовлетворяющих условиям (32) для любых С (и), удовлетворяю- 
щих условиям (33) и (34). Нам остается выяснить, можно ли при этом 
удовлетворить условиям (30) и (31). Для этого надо отдельно рассмотреть 
случаи [= 2 и [=2. 

Предположим, что / == 2. В этом случае число ть, согласно доказатель- 
ству теоремы в работе (5), может быть найдено в виде произведения двух 
простых чисел х‚п,, удовлетворяющих условиям: 


о 
9. 
ВВГ. 
9 9 
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причем мы можем добиться выполнения условий (30) и (34) для ть, если 
докажем существование бесконечного числа простых чисел к, полностью 
распадающихся в К и удовлетворяющих условиям (33) и следующим 


условиям: 
[Е =; (35) 
(=) =1 для ф, критических в К/А; (36) 
®==1 (17); (37) 
(в) (<%); Бела ЕЙ (38) 


Выясним, когда существуют простые числа т, удовлетворяющие 
всем этим условиям. Нак и в первой части доказательства, мы построим 
модуль $, состоящий из произведения всех фр, 4", [и бесконечно удален- 
ных простых дивизоров, обозначим через Н группу (-х степеней классов 
вычетов по модулю $ и через СЁ — поле классов к Н и построим такой 
автоморфизм с в Ё, что принадлежность дивизора а к с означает, что 
-а = (а)6', причем & тотально-положительно и 


1 
[* О | 
а — 2 (А) =1, а==1 (17). 
9 9 р | 
Условие (35), чтобы простой дивизор + полностью распадался в К и удо- 
влетворял условиям 


или 
Е) = балу, 


эквивалентно тому, чтобы т принадлежал ко вполне определенному авто- 
1 


морфизму * поля К’, полученного присоединением к К всех Ури, ибЕ, 
и = 1. Таким образом, нам надо выяснить, когда существует простой ди- 
визор поля А, принадлежащий в Г, к автоморфизму с, а в К’р—к авто- 
морфизму т. 

Для этого необходимо и достаточно, чтобы с и * индуцировали один и 


тот же автоморфизм в К’ПС. Посмотрим, когда это будет так. Поле К’ ПЁ 
р 1 


получается, очевидно, присоединением к № всех Уа, и Иа, где © — такая 
функция на группе К со значениями в группе вычетов по модулю [, что 


ча, (050. 
Таким образом, нам надо выяснить, когда с и х индуцируют один и 
1 


тот же автоморфизм, во-первых, в поле &(Уа») и, во-вторых, в поле 
| 1 


(Уч). Очевидно, что в & (Иа) иси т — единичные автоморфизмы. Авто- 
| 


морфизм, который индуцирует в в (И ох), может быть найден точно 


таким же способом, который мы применяли в первой части доказательства. 
1 
а (ии, 


Этот автоморфизм сводится к умножению Иа, на и 
Ф 


Аналогично можно найти и тот автоморфизм, который индуцирует 
| 


], где по = м, 


1 — 
< вА(Уа»). Этот  автоморфизм сводится к умножению Ум на 
9* 
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9 (и) (и) . й 
Пи) Таким образом, совпадение автоморфизмов о итв А’ ПА 
% 
эквивалентно выполнению условий: 

1 
9 (и) Ф (и) = 
Пи = ее] * для всех $. (39) 
и о 


Нам остается выяснить, когда существуют корни из единицы 6(и), удо- 
влетворяющие условиям (33) и (39). 
Возьмем произвольный первообразный корень степени { из 1 и положим: 
1 
В 
© (и) = 5%, [ еее 


"То 


`Тогда условия (33) и (39) на х, запишутся в виде уравнений в поле вы- 
четов (шо /): 
Яутееие (и "), 


Уна (и) (и) = в. 


Мы выпишем условия совместности этой системы и покажем, что они 
заключаются в равенстве единице инвариантов [Х]‹. 

Если система (40) не совместна, то существует линейная комбинация 
входяших в нее уравнений, в которой все коэффициенты при неизвестных 
хи равны 0, а свободный член -Е 0. 

Пусть 


ХУ си (ти — пин в (и) + Ха, Улинв (и) ®(и) = 4% (41) 
и Ф к” Ф 
есть такая линейная комбинация, 


Положим 
Ха (и) = $ (и). 


Тогда, оч , У 46 = 0 
евидно ф = Ь , 


(40) 


Учитывая, что в (41) коэффициенты при всех х, равны 0, получаем: 


8 (и ') (шт) = си — сы 8 (и), 
откуда легко следует, что 


ф(и 1) = —$(и)8 (и), (0) =0. 
Таким образом, функция {ф удовлетворяет условию в определении сим- 


вола [Х]+у. Отсюда мы заключаем, что 
1 


(84 — а. =4, т.е. &=0, 


И 


что и означает совместность системы (40). 

Аналогичным образом мы поступаем и в случае / =2. Согласно дока- 
зательству теоремы в работе (5), число т, в этом случае может быть най- 
дено в виде произведения т‚тол, трех простых чисел, удовлетворяющих 


условиям ый м 
м. 
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причем мы можем добиться выполнения условий (36) и (37) для ть, если 
‚ докажем существование бесконечного числа простых чисел л, полностью 
распадающихся в К и удовлетворяющих условиям: 


а 
и условиям (33), (34), (36), (37) и (38). 


Как и в случае 1-22, для того чтобы существовали такие числа, 


необходимо и достаточно, чтобы была совместной следующая система урав- 
нений: 


Ти = Хил, | 
и, + +. ди, = 0, если Фи, Фи, == 1, | (42) 
ХУ ино (и) = 8. 
\ 


Предположение о несовместности этой системы опять приводит к наличию 
линейной комбинации этих уравнений с коэффициентами при х„, равными 
нулю, и свободным членом, не равным нулю. Пусть эта линейная 
комбинация есть 


о. 


НЕ р брани, Е РЯ) == ав, 


(Ч. Мл) 


где третья сумма слева распространена на все совокупности (и,,..., и,) 
инволютивных автоморфизмов, для которых 


Мы полагаем опять 


Уд, (и) = $ (и) 
Ф 
и получаем, как и при [= 2, 


ф (и 1) си, — с, + У ово 0. 


МЕ, , у №) 


Отсюда мы видим, что при ии" 


(ит) + —. $ (и), 


а также, что на множестве инволютивных автоморфизмов 


У) = ед, ела, чо (43) 
(Мау ея М) 
ГД 2и...., и, (и) есть характеристическая функция множества (и,,..., И»). 
Так как, по определению множеств (и,,..., и), 


| 
о? 


где произведение распространено на все инволютивные автоморфизмы и, 
то из (34) следует, что 
У (%) — 1 
Зи — . 


м 


Таким образом, функция ф(и) удовлетворяет всем условиям, входящим в 
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определение инварианта [Х]ь, а следовательно, 
ь 
фе | = = 
= [| = (Х% 


что и означает совместность системы (42). Теорема доказана. 

Мы применим теорсму 4 к выводу условий, при которых шольцево 
поле К с группой Галуа Ё . 8” О над О может быть поручено ‚в 
поле К с группой Ё.®©,) над О. Подполе поля К, принадлежащее Фар , 


мы попрежнему будем ‘обозначать через А. 


ТЕОРЕМА 5. Если в поле К с группой Галуа Е.Фбк" над © 
инварианты [у,Х], (Х)ь и [Х]% равны 1 для всех Х, соответствующих 
расширению ®©_Ъ до Ф&), то К можно погрузить в нормальное над 
О шольцево поле К, имеющее над О группу Галуа Е: <. 

Доказательство. Применяя следствие из теоремы 3, мы видим, 


что операторная группа А = 0)х% может быть представлена в виде 

А = Ах. --х Аш, 
где каждая группа А;, в свою очередь, представляется в виде 

А: = П 2+ , 

иеЕ 
причем 7; является циклической группой порядка (. Проведем в групие 
А цепочку подгрупп Ви: 

В =34А:.1...Ат В=А, Ви =». 


В: /В, А: | & ПВ. (44) 


Мы будем строить цепочку шольцевых полей К:, содержащих Ки 
имеющих И Галуа Л. Вх У/В: над О. Так как К имеет группу 
Галуа Фе”) ‚ то его и можно принять за поле К. Пусть поле Кл 
уже построено. Обозначим через Х; характер, обращающийся в 1 на 
всех циклических группах 2} с 7] = или и +1 и отличный от 4. 
на 7:. Применим теорему 4 к полю К; в качестве К и покажем, 
что КА; можно погрузить в такое циклическое поле степени [ 
над А; , и нормальное над А, чтобы группа Галуа этого поля была 
расширением группы Галуа поля К; /Ё, соотвехствующим Х;, а комно- 
зит всех полей, сопряженных с ним над О, был шольцевьм полем К:;. 
Для этого нам надо только проверить, что выполняются условия теоре- 
мы 4. 

Будем различать два случая: 

Фе=г ЕВ и 

2) или с, или г отлично от 1. 

Докажем, что в обоих случаях все инварианты [у, Х;|, (Хь и [Хи 
равны 1. В случае 1) это очевидно, так как Х; =1. В случае 2) мы вос- 
пользуемся тем, что Х; обращается в 1 на всех А, |<, и поэтому со- 


Очевидно, что 


ответствует некоторому расширению группы Галуа ©’ 1) поля К. 
С другой стороны, факторгруппа по подгруппе Фраттини не изменилась 
при переходе от группы Галуа поля К к группе Галуа поля К; 1, так 
что характеры х являются характерами ©, 9. Ввиду этого, соотно- 


шения (15) и их аналоги для инвариантов (Х)» и [Х]+у показывают, что 
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инварианты [х, Х:], (Х:)» и [Ху в поле К; совпадают с некоторыми 
инвариантами поля К. Так как, по предположению, инварианты поля К 
равны 1, то это верно и для рассматриваемых инвариантов поля А+. 

Вим образом, доказано, что поле К; погружаемо в шольцево по- 
ле К;. Соотношение (44) показывает, что в поле А; содержится подполе 
К; с группой Галуа Ё.©©]|В;. Как подполе шольцева поля, поле А;— 
шольцево. Теорема доказана. 


$ 3. Конетрукция полей, удовлетворяющих условиям задачи 
погружения 


1. Операторные канонические гомоморфизмы. Содержание 
этого параграфа тесно примыкает к $ 3 работы (4). Ввиду этого мы будем опу- 
скать доказательства некоторых предложений, если эти доказательства до- 
словно повторяют рассуждения из работы (*), и ограничимся указаниями на 
соответствующие места этой работы. 


Вместо групп ®0) работы (*) мы будем рассматривать ЕВ 
выше операторные нильпотентные диспозиционные группы ®;. Так как 
большей частью с, Ё и Е будут во всех рассуждениях одни и те же, то 
мы будем обозначать эти группы просто через ©. 

Во всех дальнейших рассуждениях будет играть роль некоторая фи- 
ксированная система образующих $„.:; группы @©а. Все образующие $; 
при одном и том же { и всевозможных и ЕР мы будем называть классом 
образующих. Группа © имеет, таким образом, 4 классов ет 


Пусть даны группы @©4 и ©; (5 < а) с образующими би: ((=1,..., @). 
и: (=1,...,5). Гомоморфизм @а на ах называется каноническим, 
если образующие $4, ;, и ЕЁ, #=1,...,0—1, переходят при этом гомо- 


морфизме в #,,; при тех же и и &, а остальные образующие $и, ; перехо- 
дят при некоторых { в 1, ‹ с. тем же самым и, а при других #—в 1. Из 
определения следует, что всякий канонический гомоморфизм является 
операторным гомоморфизмом относительно группы РГР. Мы будем обозна- 
чать канонические гомоморфизмы буквами 5, Т ит. д. Описанный вы- 
ше гомоморфизм мы будем называть гомоморфизмом типа ($, 1)... 5, 8—1; 
и...) 81 |8), а то множество образующих группы @а, для которых 
при гомоморфизме 55, :—>5и, г, будем обозначать через [5]. Очевидно, 
что гомоморфизм 5 заданного типа однозначно определяется множеством 
[5]. В дальнейшем мы будем рассматривать только канонические гомо- 
морфизмы и поэтому называть их просто гомоморфизмами. 

Два гомоморфизма 5 и Г будем называть независимыми, если [$] и [Т] 
не пересекаются. Тогда существует единственный гомоморфизм А, для ко- 


торого 
[8] = [$] 9 М. 


В мы будем называть композитом 5 и Г и обозначать через 5 «Т. 

2. Функции гомом орфизмов. Рассмотрим функции 1(5), за- 
данные на множестве всех гомоморфизмов и принимающие значения из 
некоторой конечной абелевой группы порядка у. Для функций гомомор- 
физмов одного и того же типа (5 би А =. ет Гы 5) 
определяется степень относительно класса образующих (,,з. Степень 0 
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имеет функция, тождественно равная 1. Функция ](5) имеет степень 


< п, если 
9 (5, Т) = / (5)? 7(Т) 7 (5+ ТГ) 


имеет для любого 5, как функция от Т, степень < п —1. 
Функция ](5) имеет степень < п тогда и только тогда, когда для лю- 


бого множества из п -Е 1 попарно независимых гомоморфизмов 5.,..., бп 
выполняется соотношение 
(—0® 
Пес 0 (45) 
(у чнь» 1) 
где (1,...,) пробегает все непустые подмножества множества (1,... 


..., П-- 1). Доказательство этого факта дословно повторяет доказательство 
аналогичного утверждения из п°2 $3 работы (*), и мы его опускаем. 

ТЕОРЕМА 6. Для любых натуральных чисел К и п существует завися- 
щее только от них число С (Е, п) со следующим свойством: какиебы Ё функ- 
ций гомоморфизмов }, (5),...,/к (5). степени < п ни были заданы на 
группе @а с а>С(Е, п), всегда найдется такой гомоморфизм 5, что 
ПЕ а 

Следствие. Ёсли при тех же предположениях, что в в теореме 6, 
в группе ®а указаны т классов образующих $ил,..., Зи» И... т 2 
>6—1 и А>С(Ё,п-т) то группу Фа можно отобразить при 
помощи канонического гомоморфизма на группу @;5{ш с образующими 
ить +), арт, У которой все функции ть 2 ]в обращаются в еди- 
ницу на гомоморфизме $ 1—4, 1,... Зи, 6—8, и, ва — 1, 

› Зи, вт > В 

Доказательства теоремы 6 и следствия дословно повторяют доказатель- 
ства теоремы 3 и следствия из нее в 383 работы (4). Мы их опу- 
скаем. 

В дальнейшем мы будем применять теорию канонических гомоморфиз- 
мов не к группам ®Фь, а к факторгруппам @®$ 7) при некотором фикси- 
рованном звачении г. Легко т что всякий канонический гомомор- 
физм и ©: г на группу 6} в определяет некоторый гомоморфизм 
© на ©) при любом г < А. Эти гомоморфизмы мы также будем 
называть каноническими и именно с ними мы и ры иметь дело. Груп- 


` пу центральных элементов порядка / в группе ©), соответственно 
(с, г) = 
ба’ к, т. е. груипу 20-9 для этой группы мы будем обозначать через 
"ТВ, соответственно 27%. 


Пусть дана цепочка полей Оо Ас К, причем А/О нормально и имеет 
т Галуа Р, К/О также нормально и группа Галуа К/ есть 
$2, а К/О — полупрямое произведение ©) на Р. Изучим инвариан- 
ты [х, Х] и [Х]у для тех классов и чисел, которые соответ- 
ствуют проетым центральным расширениям @©4"7) до различных фактор- 
групи группы ©"). Все такие расширения находятся во взаимно одно- 
значном соответствии с характерами порядка / группы 24”. Характер, со- 
ответствующий таким образом классу Х, мы будем также обозначать 
через Х. 

Рассмотрим базис группы характеров порядка { хи, : &=1,..., а), . 
взаимный к системе образующих $„:. Числа и. Е будем сокращенно 
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обозначать через а„,:. Если перенести операторы из Г с группы ©’) на 
ее группу характеров при помощи правила: 


Хх“ (=) =Х (<), 


. — № — и 
ОО © и, + 2 бл, 4 . 


Ввиду этого мы обозначим ©; ; через о: и будем считать, что 


то мы будем иметь: 


м 
Чи, 4 = 09;. 


Начиная с этого места, мы всегда будем предполагать, что ©; и оу вза- 
имно просты для всех 1, / и и. Это условие будет выполнено, если, на- 
пример, о; будут делиться только на простые дивизоры порядка 1 над 
О, причем если $ |4, то р“ Го, при всех Е, 7 и и. 

Легко проверить, как это сделано в работе (4), стр, 290, что образую- 


щим автоморфизмом группы дивизора ф, делящего а; , будет автоморфизм 
‹, удовлетворяющий условиям: 


Уна) Е 1, 1) =1 при Э-Е Е или т, 
Такой автоморфизм, очевидно, имеет порядок {^ в факторгруппе группы 


$2) по ее коммутавту. Таким образом, если с = 1, то образующие авто- 
морфизмы групп инерции делителей ох не повышают своего порядка при 
переходе от © к расширению этой группы, соответствующему классу 
Х. Из этого следует, что дивизор ® (Х) /-взаимно прост с ©, а следова- 
тельно, все инварианты [у, Х] определены. 

Если с=1, то классы Х находятся во взаимно однозначном соответ- 
ствии с характерами у. Будем обозначать через Хх класс, соответетвую- 
щий характеру Х. Инвариант [Хи +» Хь Я всегда определен, за исключе- 
нием случая, когда и = о, += 7. Доказательство этих утверждений до- 
словно повторяет доказательство соответствующих утверждений в 1° 4 $3 
работы (“). 

Рассмотрим ие шольцево поле АА О с группой Галуа {ори 
над ди Г. вер над О. Рассмотрим канонический операторный гомомор- 
физм 5 © на ©) при р о Его ядро  % яв- 
ляется нормальным делителем группы ®4 р 2, так что к % принадлежит 
нормальное подполе поля А, которсе т. ‚бу дем обозначать ие и 
Поле КЗ имеет над К группу Галуа ®), а над 9 — Г. ©”. Кроме 
того, числа 0}, соответствующие полю К р о (-взаимно просты ме- 
жду собой, как доказано в и° 5 $3 работы (“). Каждый из инвариантов 
[х, Х] (Х)ь и [Х]ь, определенный для поля К”, является при фиксиро- 
ванном К функцией гомоморфизма 5. 

Мы мови отождествить Х с характером групиы #°). С другой стороны, 
группа @”) операторно-изоморфна аддитивно записаниому модулю много- 
членов Ли степени с от переменных Хи, + (1 = 1,...,5). Вее переменные 
&и,+ при фиксированном Ё и любых и СК мы будем называть классом 
переменных. 

ТЕОРЕМА 7. Если характер Х имеет относительно совокуппости 
переменных класса Ти, в степень «п, ие аннулирует хотя бы одного 
многочлена, зависящего хотя бы от одной переменной ти, г, и аннули- 
рует все многочлены, зависящие только от ти,ё (1=1,...,6— т 
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то инварианты [71.,,Х] и (Х), вак функции гомоморфизмов типа 
а о Пр . от 69 200527 20а ФР шольцева 
поля К, имеют следующие степени: (Х)» — степень < п, [уи.,Х] при 
Е.Е 0 — степень < п, [уи, 5, Х] — степень < п -- 1. Таким образом, все эти 
инварианты имеют степень < с + 1. 

Локазательство этой теоремы дословно повторяет доказательство тео- 
ремы 4 из 71° 553 работы (1) (причем нужно доказать и предшествую- 
щую ей лемму). Мы его опускаем. 

Нам остается исследовать поведение инварианта [Х]+ как функции 
гомоморфизма. , 

При этом мы ограничимся случаем, когда в поле К / # с группой Галуа 
вет все инварианты [у, Х] и (Х), равны 1. 

ТЕОРЕМА 8. Еслл в поле К все инварианты [х, Х] и (Х)ь равны 1, 
а характер Х модуля 71) имеет степень < п относительно совокупности 
переменных класса т,з5, не аннулирует хотя бы одного многочлена, 
зависящего хотя бы от одного из тив, и аннулирует все многочлены, 
зависящие только от хи,: 1=1,...,8—1), то инвариант [Х]+, как 
функция гомоморфизмов типа (51... Зил вы, 81 | ы,8) 
группы Галуа поля К, имеет степень < 2п. 

Доказательство. Заметим, прежде всего, что в рассматриваемом 
нами случае вопрос о том, для каких ф и Х определен инвариант [Х]ч, 
решается, если известны ф как функция на группе К, Х как система 
множителей на группе ©»), и поле А, вне зависимости от свойств поля К. 
В самом деле, условия 1 и 3 в определении символа [Х]+ относятся только 
к свойствам функции % и поля №, а условие 2 эквивалентно такому: 


АЕ (46) 


Здесь Х“ обозначает образ Х при автоморфизме, который и индуцирует 
в группе характеров группы 2%. Очевидно, что условие (46) не зависит 
от поля К. 

Пусть Х,, Х, и Х. — три характера, для которых определен инвариант 
[Х]+. Докажем, что для них выполняется соотношение: 


[Х,Х» Хз] [ХХ [ХХ [Хо 9 =Ь (47) 


аналогичное частному случаю (45) при п=2. 

Соотношение (47) доказывается непосредственной проверкой. Выберем 
для этого в классах /-инвариантных чисел, соответствующих Х,, Хьи Х., 
таких представителей р, |1. и |3, чтобы соответствующие дивизоры ии, ть 
и м. удовлетворяли соотношениям: (щ,, пу) = 4 еле, 9, кроме 


(+) Уф (и) 
ф , 


случая Ф=7, в= 1. Пусть му =: 


(47) переписывается так: 


| бл М 3 | Ма М2 | ил Мз В ул из т ил М2 ] из |=! (48) 
побит ито) пи) тр’) ту) и) ШИ й 


В свою очередь, равенство (48) проверяется непосредственно, если восполь- 
зоваться мультипликативностью символа |=. 


 =1,2, 3. Тогда равенство 
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Рассмотрим теперь все характеры Х, для которых определен инвариант 
[Х]ь © фиксированной функцией $. Как показывает равенство (46), эти 
характеры образуют группу. Пусть Х.,..., Хи — базис этой группы и 

о аа 7С 
А," (49) 


т 


— запись произвольного характера через базисные. При фиксированном 
поле К инвариант [Х]+ может быть записан в виде © а в 
который корень степени [ из 1, /(с,,..., ст) является функцией от т 
переменных, причем как аргументы, так и функция пробегают значения 
из поля классов вычетов по модулю (. 

Докажем, что имеет место представление: 


т т 
(сл, ...) Ст) = ъ @1, кСаСь - о В: с; (ак = @к. 1) при ДЕ 2. 
1 =1 


> (50) 
т бы № аа, кссь + № :с; при [=2. 


1<394<А<т 1=1 


Для этого обозначим через с вектор с координатами (с,,..., Ст) из поля 
классов вычетов по модулю [. Тогда равенство (47) запишется так: 


1(с + а-те)— 1 (е-+а)— (с-+е) — Ка-+е) + 1 (с) + (а) + К(е)=о0. 


Отсюда следует, что симметричная относительно с и 4 функция 


Ф(с, а) = 1(е а) — 1(с) — Г (а) (51) 


линейна как по аргументу с, так и по аргументу 4. 
При /= 2 мы можем записать © (с, @) в виде: 


т 
ф (с, а) = хх а, кк (а, к = ак, 1). 


$, К=1 
Если мы положим я. 
1 
Я, ь бо) = № = @4, кк, (52) 
т 


то }, будет, как легко проверить, удовлетворять тому же соотношению (51), 
чтои /. Из этого следует, что функция ] (с) — /, (с) линейна относительнос,т.е. 
ть 
= + > с: , 
{= 
что вместе с (52) и дает в этом случае формулу (50). 
При /=2 мы можем записать © в виде 


т 
о= У авь(ааь Е ак + У, ие!» 
1<594<<т 1=1 
Положим 
Я (р. у бт) = > Ча ССК. 
1«94<К<т 
Как легко проверить, 


неа — 1 (© (а)= Х аъь(ааь + ао. 


1<«9<<т 
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Таким образом, если положим ], =] — /1, то будем иметь: 
т 


№(е+а)— № (е)— № (а) =У че. (53) 
1 
Положим в равенстве (53) с = 4. В левой части мы получим: 


№ (с Е 
Я 01? = у це; = 0. 


а следовательно, 


$=1 
Так как это равенство имеет место для всех с:, то отеоюда следует, что 
=... =9т = 0. Ввиду этого, функция /(с)—/, (с) линейна относи- 


тельно с, откуда, как и раньше, следует (50). 

Рассмотрим теперь любой характер Х группы 2, для которого определен 
инвариант [Х]+. _ любом ее гомоморфизме 5 р соответ- 
ствует характер ХЗ группы Г ‚ для которого инвариант Ве ]% также 
определен. Если записать ХЗ в виде (49), то с; будет функцией с; (5) 
гомоморфизма 5. Ввиду (50), имеем: 


1(5) = Хуань с: (5) сь ($) + Уве: (5). 


С другой стороны, формула (37) работы (4) показывает, что каждая функция 
с: (5) имеет степень < п относительно $5. Утверждение теоремы будет дока- 
зано, если мы покажем, что произведение двух функций, имеющих степень 
< п, имеет степень < 2п. 

Мы докажем, что вообще, если / (5) и ®(5) имеют соответственно сте- 
пени п и <т, то [(5)5(5) имеет степень < п - т. Воспользуемся 
индукцией по п и т. Нам надо доказать, что 


1(5-Г) 9 (5-Т) — /(5)3 (5) — /(Т)з(Т) (54) 
имеет как относительно 9, так и относительно 7 степень <т+п— 1. 
Для упрощения записи обозначим выражение }(5»Г) — } (5) — 7(Т) 


через Д{. Непосредственным приведением подобных членов проверяется 
следующее тождество: 


А (72) = АУ/Дз- /(5) Аз + [(Т) Аз + ©(5) АЙ $(Т) А+ 

+ 7 (5) э(Т) - (5) /(Т). (55) 
Если т или п равно 0, то {$ очевидным образом имеет степень, равную 
т | п, так что в этом случае наше утверждение доказано. Рассмотрим 
теперь случай, когда ни т, ни п не равно 0, и найдем степень Д (15) 
относительно © (ввиду симметрии 5 и Т степень относительно Т будет 
такой же). Степень Д] < т — 1, а степень Аз <п— 1. По индуктивному 
предположению, степень Д/До < т + п— 2, степевь {1 (5) Ао хт+п—1, 
степень $(Т) А] <т + п—1. Так как мы интересуемся теперь степенью 
относительно 5, то /(Т) и ®(Т) являются постоянными. Очевидно, что 
при умножении на постоянную степень функция ве изменяется. Таким 
образом степень ](Т)Аэз<пр—1, степень $(Т)А/ < т — 1, степевь 
1(Т)$(5)<п и степень ](5)о(Т)<т. Так как т>14 и п>1, то 
т<т+{п—1Тил<т-п—1. Мы доказали, таким образом, что каждое 
слагаемое в и. (55) имеет степень “<т-п—1, а значит, и степень 
А (2) <т-+п— 1. Теорема доказана. 
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Теперь мы можем перейти к доказательству того, что любое поле 
алгебраических чисел # [© с группой Галуа ЁР можно погрузить при 1>с 
в поле К, нормальное над О и имеющее над Ё группу Галуа ео, (как 
операторную группу). 

Доказательство весьма тесно примыкает к содержанию п° 6 $ 3 работы (4). 

ТЕОРЕМА 9. Для любого натурального 8 существует натуральное 
С (5) со следующим свойством: в любом шольцевом поле К, имеющем над Ё 
группу Галуа ©. в, над О — Е®’р) с 4>С(5), и попарно 1-взаимно 
простые числа а}, существует подполе КЗ, у которого группа Галуа 
над К есть ®5`р), а над © — Е. ©) и все инварианты [х, Х], (Ха [ХФ] 
равны 1. Здесь КЗ означает подполе, соответствующее некоторому опера- 
торному каноническому гомоморфизму 5. 

Доказательство. Сначала доказывается существование числа С, (5), 
которое обладает теми же свойствами, что и число С (5) в формулировке 
теоремы 9, за исключением того, что у поля КЗ инварианты [Х]ъ не обязаны 
быть равными 1. Доказательство дословно повторяет доказательство теоремы 5 
работы (4). Мы его опускаем. Затем предполагается, что в поле А все 
инварианты [у, Х] и [Х]+ уже равны 1. Тогда это имеет место и для 
любого его подполя, соответствующего некоторому операторному канони- 
ческому гомоморфизму его группы Галуа. Доказывается, что для такого 
поля существует число (С.(5), которое обладает теми же свойствами, что 
и число С (5) в формулировке теоремы 9. Доказательство опять дословно 
повторяет доказательство теоремы 5 работы (“). Очевидно, что если взять 
за С (5) число С, (С.(5)), то С(5) будет удовлетворять всем требованиям 
теоремы 9. 

ТЕОРЕМА 10. Пусть заданы произвольное нормальное поле алгеб раи- 
ческих чисел К]О с группой Галуа Е и Е- операторная группа ® 
порядка Г и класса с, причем [> с. Существует поле К, содержащее К, 
нормальное над О и имеющее над К группу Галуа ©, а над О — Е. 6. 

Доказательство. Рассмотрим отдельно два случая: 

1. Е содержит корень степени { из 1. В этом случае мы 
можем применять все предшествующие рассуждения. Мы докажем даже, 
что поле К.можно построить шольцевым и таким, чтобы соответствующие 
ему числа о" были попарно (-взаимно просты. 

Так как каждая груипа с является операторно гомоморфным образом 
некоторой группы ®®», то достаточно рассмотреть случай ® = ®®),. Мы 
рассмотрим более общий случай ® = @’р). Доказательство будем. вести 
индукцией по с, а при фиксированном с — индукцией по г. Так как 


6.0 = ФС), а ©) = ©9117, то достаточно рассмотреть только индукцию 


по г при фиксированном с. 
Пусть нам надо построить поле К с группой о г ©: над О. 

—1 
Мы можем считать построенным поле К с группой ©, Мо бы а. 


т г 


Возьмем за 4 число С (5), существование которого Е теоремой 9. 


Пусть К — поле с группой Галуа №. © над О, существование которого 
следует из ии предположения, Согласно теореме 9, в нем 
существует подполе КЗ с группой Галуа Р.®5 О над О и всеми инвари- 
антами [у, Х], (Х)» и[Х]ч, равными1. Как | шольцева поля А, поле 
КЗ — шольцево и все соответствующие ему числа о} будут 1-взаимно просты. 
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Из теоремы 5 настоящей работы следует, что поле КЗ можно погрузить 
в шольцево поле А с группой Галуа Р- © ’)над О. Дословным повторением 
рассуждений, использованных при доказательстве теоремы 6 работы (“), 
доказывается, что у поля К числа а" попарно /-взаимно просты. 

2. К не содержит корня степени { из единицы. Пусть 
в результате присоединения к этого корня получается поле # с группой 
Галуа ЁР над О. Группа Ё имеет нормальный делитель Н, являющийся 
группой Галуа К/К. Рассмотрим @® как операторную группу с группой 
операторов ЕР, считая, что элементам Н соответствует единичный оператор, 
а любому иЕЁ соответствует тот же оператор, что и и ЕР, если и = иН. 
Ввиду того что в Ё содержится корень степени / из 1, мы можем применить 
результат, полученный в случае 1, и построить поле К с группой Ё.® 
над О. В группе Ё.® Н является нормальным делителем. К нему при- 
надлежит нормальное подполе К > Ё, которое, очевидно, имеет над © 
группу Галуа #.®/Н = Р.®. Теорема доказана. 

Заметим в заключение, что ограничение {> с, накладывавшееся все 
время, использовалось нами только один раз — при доказательстве тео- 
ремы 2. Это ограничение было существенно в том месте, где мы доказали, 
то представление Ли является прямым слагаемым тензорного представления. 
Как известно [см. (1), стр. 211], если (т, 1) =1, то любое представление 
группы Ё порядка т в поле характеристики { вполне приводимо. Отсюда 
следует, что представление Ли, являющееся фактором тензорного пред- 
ставления, содержится в нем в качестве прямого слагаемого. Таким образом, 
все предшествующие рассуждения сохранят силу, если заменить 
ограничение />>с ограничением (т, г?) =1. Мы получаем следующий 
результат: 

ТЕОРЕМА 11. Пусть А] О — нормальное поле алгебраических чисел 
с группой Галуа Г порядка т и @— любая группа; имеющая такой 
нормальный делитель ® порядка [°, что С | ® = Е, (т, 1) = 1. Существует 
поле КЁ, нормальное над © и имеющее над ним группу Галуа С. 

В формулировку теоремы не включено требование, чтобы С было полу- 
прямым произведением Г и ©, так как, ввиду условия (т, 1) =1, это 
следует из теоремы Шура [см. (3), стр. 386]. 
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РАДИКАЛ В ОБОБЩЕННЫХ О-КОЛЬЦАХ 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе изучаются обобщенные О-кольца, г. е. такие топологиче- 
ские кольца, в которых все обобщенно-радикальные элементы [см. (4)] 
образуют открытое множество. 


Введение 


Радикал кольца в смысле Джекобсона был недавно использован в 
работах Капланского [см. (т), (?), (3)] для изучения структуры тополо- 
гических колец. 

В работе (т) доказывается, что радикал Джекобсона замкнут не только 
в банаховых алгебрах, но и вообще в любом топологическом кольце, в 
котором квази-регулярные элементы образуют открытое множество; такое 
кольцо Капланский называет О-кольцом. Далее, в той же работе полно- 
стью описывается структура компактных (бикомпактных) полупростых 
колец при помощи следующей теоремы: 

Компактное полупростое кольцо есть топологическая прямая сумма 
(любого числа) конечных простых колец. 

В нашей работе рассматриваются топологические кольца, в которых 
обобщенно-радикальные элементы [см. (*)] образуют открытое множество; 
такие кольца, как это следует из теоремы 1, являются естественным 
обобщением О-колец и поэтому мы их называем обобщенными @-кольцами. 

В $ 1 показывается, что в обобщенных О-кольцах радикал М, в 
смысле Сегала, Бруна м Маккоя, замкнут, а также, что обобщенное 
О-кольцо, не содержащее собственных замкнутых присоединенных идеалов, 
является или присоединенно-простым кольцом, или простым кольцом с 
единицей. 

В 582 рассматривается радикал / в ограниченных кольцах. 

Совсем недавно примерно эти же вопросы рассматривались в замет- 
ке (5) *. Часть наших результатов, правда, полученвых другим методом, 
пересекается с результатами этой заметки, так как нетрудно показать, 
что понятие обобщенного О-кольца совпадает с понятием С-кольца, вве- 
денного в заметке (5). Действительно, это сразу вытекает из следующих 
двух предложений, доказанных в работах (*) и (б). 

1. Элемент а будет обосщенно-радикальным тогда и только тогда, 
когда а является Е-регулярным, т.е. когда а 6 Ё(а), где 


В (а) = [2 —в—уа у+ У (вии — 2). 


* Автор ознакомился с этой заметкой после того, как результаты, излагаемые 
в настоящей работе, уже были получены и рукопись в значительной мере была 
подготовлена к печали. 
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2. Элемент а будет РЕ-регулярным тогда и только тогда, когда а 
является С-регулярным, т. е. когда’ а 6 С (а), где 


С (а) = [2 —2-+ У (2,49, —71 )}. 


$ 1. Обобщенные О-кольца 


Как обычно, под топологическим кольцом мы будем понимать такое 
ассоциативное кольцо, которое одновременно является хаусдорфовым про- 
странством, причем разность а—6 и произведение аб являются непре- 
рывными. функциями от аи 6. 

Топологическое кольцо называется О-кольцом [см. (1), (?)], если все его 
квази-регулярные элементы образуют открытое множество. Для колец с 
единицей это равносильно тому, что все обратимые элементы образуют 
открытое множество. Ясно, что всякое топологическое тело является 
`О-кольцом, так как в нем все элементы, кроме нуля, обратимы. Очевидно 
также, что всякое топологическое радикальное кольцо в смысле Джекобсона 
тоже является О-кольцом, так как в нем все элементы квази-регулярны. 

В работах (1) и (2) доказывается, что полные нормированные кольца, 
а также локально компактные (бикомпактные) кольца без делителей нуля 
являются (-кольцами. 

Можно легко показать, что локально компактные полурадикальные 
кольца [см. (°)] также являются О-кольцами. 

Действительно, это следует из того, что при доказательстве соответ- 
ствующей теоремы для колец без делителей нуля используется только то 
обстоятельство, что в кольце без делителя нуля, в достаточно малой 
окрестности нуля, нет идемпотентных элементов, отличных от нуля. Но 
в полурадикальных кольцах вовсе нет идемпотентных элементов, отлич- 
ных от нуля, так как в таких кольцах из равенства ах = х следует х = 0. 

Определение 1. Топологическое кольцо будем называть обобщен- 
ным О-кольцом, если все его обобщенно-радикальные элементы образуют 
открытое множество. 

Нетрудно показать, что топологическое кольцо % с единицей будет 
обобщенным О-кольцом тогда и только тогда, когда все его элементы, 
порождающие двусторонние идеалы, совпадающие со всем кольцом, обра- 
зуют открытое множество. Это вытекает из следующего замечания. 

Замечание 1. В кольце 3 с единиией е элемент а будет обобщенно- 
‚радикальным тогда и только тогда, когда элемент е— а порождает 
двусторонний идеал, совпадающий с Ч. 

Действительно, покажем сперва, что в любом кольце с единицей е 
имеет место равенство 


оао =е-{ (е— а), (1) 


где У[оас Г — двусторонний присоединенный идеал, порожденный эле- 
ментом а, а (е —а) — двусторонний идеал, порожденный элементом е — а. 
Пусть элемент 66 оао, т. е. 


о = У! + (ар оа °у,), 
где У»); =1. Имеем: 


в = У [е—(е—а{е—а) (е — у,)]=е— У (е — а) (е —а(е— у) ве (е—а). 
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Обратно, пусть элемент сбе- (е — а). Имеем: 


Е аа (© — мо @еу,) = 


$=1 $=1 
ние 2 оасу, 6 оао. 
= 

Из равенства (1) сразу получается замечание 1. 

Легко видеть, что всякое топологическое простое кольцо является 
обобщенным (О-кольцом. 

Действительно, если простое кольцо не содержит единицы, то оно 
будет присоединенно-простым, т. е. всякий его элемент является обоб- 
щенно-радикальным. Если же простое кольцо содержит единицу, то оно 
будет обобщенным О-кольцом в силу того, что всякий его элемент, от- 
личный от единицы, является обобщенно-радикальным. 

Замечание 2. Если и, о — произвольные элементы кольца 3, то 
элемент а, = иодоф—иоФ принадлежит двустороннему идеалу, поро- 
жденному элементом а, т. е. а, Е (а). 

Действительно, 

а, = (и а— иа) ов — (и о — из) =иа-— иа- о— ир — а -+ иаз — 
—и— о и =а — иа — а - иаьЕ (а). 

Замечание 3. В произвольном кольце У имеет место следующее, 

для дальнейшего основное тождество: 


У Ув, о 2, о (а -Е 1) ° 9; °8;] = Ув, (5) © [4 их У (а, ° оу, | 1}, (2) 


где а, т, 24, У;, 2}, #; — произвольные элементы кольца УТ, ^; и в, — целые, 
удовлетворяющие условиям 


хн-ь Хы 
а элемент а; = У, (д: оа°у, —121°9,) принадлежит идеалу, порожден- 


ному элементом а. 
Действительно, учитывая дистрибутивный закон присоединенного умно- 


жения [см. (7)], имеем: 

У Ув: [#, о 2 о (@ + 2)° у = У Ува [4 о (дса у, + аофоу, — 
— же у) В] = Ув, {8 Е + Ум (но зо у, в = 
== У, [2 ° [6 + У» (2; 525, | 56), 
где элемент а, = У, (доа°у; — 21° 1,), в силу замечания 2, принадле- 


жит идеалу (а). 

Теперь нетрудно доказать следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 1. Если в топологическом кольце У существует окрест- 
ность нуля, состоящая из обобщенно-радикальных элементов, то У есть 


обобщенное О-кольцо. 
Доказательство. Пусть 2 — произвольный обобщенно-радикальный 


элемент кольца У, а элементы т, У; и числа № таковы, что 


Хм (нете) =0, | (3) 


З Известия АН СССР, серия математическая, №5 
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где У = 1. Обозначим через У окрестность нуля, состоящую из обоб- 
щенно-радикальных элементов. В силу непрерывности операций, суще- 


ствует такая окрестность нуля 0, что для любого элемента а из И элемент 
а: = У, (21 оао у; — 21° 1,) 


принадлежит окрестности И. Следовательно, элемент а, — обобщенно- 
радикальный, и существует такое конечное число элементов 2;, ; и чисел 
в Что 


Ув, (ва, 56) =0, (4) 
где Ув; =. Применяя к тождеству (2) равенства (3) и (4), получаем: 


Ув [ро о (а  х)о у, о] = ©, 


я - (Х»,)-(Х») 5 


т. е. элемент х обладает окрестностью х-- (И, состоящей из обобщенно- 
радикальных элементов. 


ЛЕММА 1. Если элемент а принадлежит обобщенно-радикальному 


идеалу Г, а элемент х — обобщенно-радикальный, то элемент а + х будет 
также обобщенно-радикальным. 


Действительно, так как х —- обобщенно-радикальный элемент, то суще- 
ствует такое конечное число элементов 21, у; и чисел №, что 


Ум (ожоу,) = 0, где У =]. 
Применяя к тождеству (2) предыдущее равенство, получаем: 


У Ува оао (а 2) оу: °Ё) = Ув, (2154, ой), 


где 


где а, 6 (а) СУ. Так как. а, — обобщенно-радикальный элемент, то можно 
подобрать элементы 2;, &; и числа и; так, что 


Ув, (21а: °1;) = 0, где Ув, = Ч: 


Следовательно, 
У Ув, № [ро ан о (а - 2) оу; 3 1;] — 0, 


= (У) (%») В 


т. е. элемент а + х — обобщенно-радикальный. 


ТЕОРЕМА 2. В обобщенном О-кольце радикал № в смысле Брауна- 
Маккоя есть замкнутое множество. 


где 


Доказательство. Пусть у — произвольный элемент из замыкания 
М, а И — окрестность нуля, состоящая из обобщенно-радикальных эле- 
ментов. В силу того что УЕ, найдется такой элемент а в №, что 
у--@ 60, т.е. у=ачжу дел обобщенно-радикальный элемент. 
Согласнно лемме 1, элемент у будет также обобщенно-радикальным. 


Следовательно, идеал № состоит из обобщенно-радикальных элементов, 
т. еп МС М, "откуда МЛ. 
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Как известно [см. (7)], если / есть присоединенный идеал в кольце 
У, а е— произвольный элемент из [, то множество [“ = [—е будет дву- 
сторонним идеалом, причем е является единицей по модулю /*, т. е. 

ед == х (то4 1"), хе == х (шо4 1") 
и обратно, если существует единица по модулю /“, где /” — идеал, то 
множество е + /` =/ будег присоединенным идеалом в кольце 9%. В даль- 
нейшем, следуя Сегалу [см. (3)], идеал /” мы будем называть регуляр- 
ным, если существует единица по модулю /". 

Замечание 4. Из соотношения 

Ре | (5) 
следует, что если идеал [ обладает некоторым топологическим, свой- 
ством Р, то это же свойство присуще и присоединенному идеалу Г, и 
об ратно. 

Замечание 5. Гак как в топологическом кольце замыкание идеала 
есть идеал, то из замечания 4 следует, что замыкание присоединенного 
идеала есть присоединенный идеал. 

Определение 2. Присоединенный идеал [ будем называть соб- 
ственным, если он отличен от самого кольца % и от единицы кольца, 
если она существует. 

ТЕОРЕМА 3. Замыкание всякого собственного присоединенного идеала 1 
в обобщенном О-кольце %\ есть также собственный идеал. 

Доказательство. Пусть / — собственный присоединенный идеал в 
кольце 9. В силу замечания 5, замыкание / есть также присоединенный 


идеал. Допустим, что Г=9/. Выберем ‘в кольце % такую окрестность 
нуля (7, все элементы которой являются обобщенно-радикальными. В силу 
нашего предположения, 0 6 Г. Следовательно, существует элемент х, при- 
надлежащий одновременно идеалу / и окрестности 0, т. е. [Г содержит 
обобщенно-радикальный элемент. Таким образом, / = \, что противоречит 
предположению теоремы. 

Следствие 1. В обобщенном О-кольце всякий максимальный присо- 
единенный идеал М замкнут. 

Следствие 2. В обобщенном @-кольце максимальные регулярные 
идеалы замкнуты. 

Это непосредственно вытекает из замечания 4 и следствия 1, если 
учесть, что максимальным регулярным идеалам соответствуют [см. (?)] 
максимальные присоединенные идеалы. 

Замечание 6. В обобщенном О-кольце с единицей все максимальные 
идеалы замкнуты, так как в таком кольце всякий идеал является ре- 
гулярным. 

Теперь можно привести еще одно доказательство теоремы 2. 

Действительно, радикал / есть пересечение всех максимальных регу- 
лярных идеалов [см. (*)], а последние, в силу следствия 2, замкнуты. 

ТЕОРЕМА 4. Обобщенное О-кольцо, не содержещее собственных за- 
мкнутых присоединенных идеалов, является или присоединенно-простым; 
кольцом, или простым кольцом с единицей. 

Доказательство. Допустим что кольцо % не присоединенно- 
простое. Тогда, как известно [см. (*)], % содержит максимальный при- 


3* 
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соединенный идеал М. Если предположить, что М — собственный, то, в 
силу условия теоремы, М = У, а с другой стороны, в силу следствия 1, 
М = М. Это противоречие показывает, что идеал М оеботЬенивИы 
т. е. что кольцо % содержит единицу е и М =е. Таким образом, в кольце 
с единицей вовсе не существует собственных присоединенных идеалов и, сле- 
довательно, собственные идеалы, т. е. % есть простое кольцо с единицей. 

ЛЕММА 2. Центр присоединенно-простого кольца У есть радикаль- 
ное кольцо в смысле Джекобсона. 

Действительно, если % — присоединенно-простое кольцо, то всякий эле- 
мент центра будет квази-регулярным, так как в коммутативном случае 
понятие обобщенно-радикального элемента и квази-регулярного совпадают. 
Кроме того, легко заметить, что если 202’ = 0 и 2 принадлежит центру, 
то и 2 принадлежит центру. Действительно, умножая присоединенно 
равенство 202= 502, где х — произвольный элемент кольца, на 2’ слева 
и справа, получаем: 

2’ ободе д = офедо4, 


т. е. до2’=2'ох. Следовательно, элемент 2’ принадлежит центру. 

ТЕОРЕМА 5. Если обобщенное О-кольцо Ч не содержит собственных 
замкнутых присоединенных идеалов, то его центр является или ради- 
кальным кольцом, или полем. 

Действительно, согласно теореме 4, кольцо 9 будет или присоединенно- 
простым, или простым кольцом с единицей. Если % — присоединенно- 
простое кольцо, то, в силу леммы 2, его центр будет радикальным коль- 
цом. Если же 9% — простое кольцо с единицей, то его центр, как извест- 
но, будет полем. 

Замечание 7. Если в обобщенном О-кольце У присоединенный 
идеал оао всюду плотен, то элемент а является обобщенно-ради- 
кальным. 

Действительно, пусть Зо ао =, т. е. пусть ОЕ оао. Выберем 
в кольце 9[ окрестность нуля И, состоящую из обобщенно-радикальных 
элементов. Так как пересечение И Г] (оао 31) не пусто, то существует 
такое конечное число элементов 2, у; и чист \;, что 


Ум (иоао у) = и, . 


где и ЕП и У»: —=41. В силу того что элемент и — обобщенно-радикаль- 
ный, существует такое конечное число элементов 2;, &; и чисел р;, что 


Ува иов) =0 


где Ув; = 1. Следовательно, 


Ув; [21° У) № (ао ао у) о =0 


или 


У Ув (2; о жоао ой; = 0, 
УХ Хья: = (Хы) (Ум) = 4. 


Таким образом, элемент а является обобщенно-радикальным элементом. 


где 
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Замечание 8. Если в произвольном кольце % обобщенно-радикаль- 
ные элементы образуют замкнутое множество, то радикал № замкнут. 

Действительно, пусть Р — замкнутое множество всех обобщенно-ради- 
кальных элементов. Так как МС Р, то МЕР = Р, т. е. идеал № состоит 
из обобщенно-радикальных элементов и, следовательно МЕМ, т. е. 
М = М. 

8 2. Радикал № в ограниченных и компактных бромиаккцых) 

кольцах 

В дальнейшем мы будем пользоваться следующими обозначениями. 
Если А и Вр— два подмножества кольца %, то через А.В мы будем 
обозначать множество всех произведений @6, где а6 А, ЬЕБВ, а через АВ, 
как обычно, будем обозначать множество всевозможных конечных сумм 
таких произведений а. 

Следуя И. Р. Шафаревичу [см. (1)], мы будем называть подмноже- 
ство 5 топологического кольца У ограниченным справа, если для всякой 
окрестности нуля 0 существует такая окрестность нуля И, что У. 5 < 0. 
Аналогично определяется ограниченность слева. 

Множество называется ограниченным, если оно является ограниченным 
справа и слева. 

ТЕОРЕМА 6. Если обобщенное О-кольцо %\ ограничено и обладает 
полной системой окрестностей нуля, являющихся подгруппами аддитив- 
ной группы кольца, то его радикал есть открытое множество. ' 

Доказательство. Так как кольцо % ограничено и обладает 
системой окрестностей, состоящей из групп, то \ будет обладать и систе- 
мой окрестностей нуля, состоящих из двусторонних идеалов [см. (!)]. 
В силу того что % есть обобщенное О-кольцо, существует двусторонний 
идеал-окрестность нуля, состоящий из обобщенно-радикальных элементов. 
Этот идеал содержится в радикале и, следовательно, радикал есть откры- 
тое множество. 

Следствие 3. Ограниченное полупростое обобщенное О-кольцо, 
обладающее полной системой групповых окрестностей нуля, дискретно. 

Слецствие 4. Компактное нульмерное полупростое обобщенное 
О-кольцо конечно. 

Действительно, как известно [см. (')], компактное кольцо ограничено 
и, будучи нульмерным, оно обладает системой групповых окрестностей 
нуля. В силу предыдущего следствия это кольцо дискретно и, следова- 


теяьно, конечно. 
Как обычно, будем говорить, что элемент х кольца % топологически 


нильпотентен, если для всякой окрестности нуля И существует такое 
натуральное п’, что для всех п> п. 1760. Кольцо У будет называться 
топологическим нилькольцом, если всякий его элемент топологически 
нильпотентен. Наконец, кольцо % будем называть топологически нильпо- 
тентным, если для всякой окрестности нуля И существует такое нату- 
ральное п что "с И для всех п > ть. 

Топологически нильпотентный идеал в топологическом кольце % не 
обязательно содержится в радикале №. Так, например, в кольце целых 
чисел с р-адической топологией радикал‘ /М есть нулевой идеал, а идеал 
(р) топологически нильпотентен. Однако имеет место следующая теорема. 
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ТЕОРЕМА 7. В обобщенном О-кольце 9! всякий топологически ниль- 
потентный элемент х является обобщенно-радикальным. 

Эта теорема вытекает из следующей леммы. 

ЛЕММА 3. Если в произвольном кольце У степень х" некоторого 
элемента х есть обобщенно-радикальный элемент, то и сам элемент 1 
будет обобщенно-радикальным. 

Действительно, в силу того что степень 2” есть обобщенно-радикаль- 
ный элемент, существует такое конечное число элементов 2;, У; и чисел №, 


что 
т (дролт ош), =, 
где У» — 1. Но легко заметить, что 


дп = оз, Где = — д — 48 — 43 —... ата. 


Следовательно, 
ИХ (2; о Жо 9; ) == о (24 офодо 9/:) =— 0, 


т. е. элемент х является обобщенно-радикальным. 

Докажем теперь теорему 7. Пусть И — окрестность нуля, состоящая 
из обобщенно-радикальных элементов. В силу того что элемент х тополо- 
гически нильпотентен, существует такое натуральное п., что для всех 
п>п, 2760, т. е. степень 1" есть обобщенно-радикальный элемент и, 
следовательно, согласно лемме 3, и сам элемент х будет обобщенно-ради- 
кальным. 

Замечание 9. Из основной теоремы Капланского о том, что всякое 
компактное (бикомпактное) полупростое кольцо в смысле Джекобсона есть 
топологическая прямая сумма (любого числа) конечных простых колец, 
легко след ет, что в случае компактных колец радикал Брауна-Маккоя № 
совпадает с радикалом Джекобсона №’. Следовательно, в компактном 
кольце радикал М, так же как и №', есть объединение всех топологи- 
чески нильправых и нильлевых идеалов [см. (*)]. 

Считаю своим долгом выразить благодарность А. Г. Курошу за ряд 
указаний, которыми я воспользовался при написании настоящей работы. 
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М. М. ДЖРБАШЯН 


ОБ ИНТЕГРАЛЬНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ФУНКЦИЙ, 
НЕПРЕРЫВНЫХ НА НЕСКОЛЬКИХ ЛУЧАХ (ОБОБЩЕНИЕ 
ИНТЕГРАЛА ФУРЬЕ) 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В настоящей работе строится астественное обобщение аппарата инте- 
грала Фурье и дается интегральное представление для определенных 
классов непрерывных функций, заданных на полупрямых в комплексной 
области. Эти классы функций могут быть представлены как предел 


целых функций конечного порядка р > 5, Тип которых стремится 
к бесконечности. 
Введение 
Если функция © (9) задана и измерима на полуоси (0, + со), то при 
сходимости интеграла 


\ [8095 (1) 
функция Е я 
Фу (0) 4%, (2) 


голоморфная в полуплоскости Ве 2 > 0, непрерывна на ее границе Ве 2 = 0. 
Функция С (%, с), определяемая интегралом 


В (в, в) = т И Ф (И) ео + (< ([-евыа} = 
0 0 
= фо(емй (ш=и и), (3) 


—с 
является целой функцией от первого порядка и типа о. 
Одним из основных предложений теории интегралов Фурье является 


следующее: 
Если функция $Ф(9) непрерывна и, кроме условия (1), удовлетворяет 
условиям Дирихле на любом отрезке [0, Я], О<В< со, то существует 


предел 
, ха (и) при и>0, 
у : 1 Ь 
Ва См \ ом |100 при и=0, — (4) 
>< У 
5 0 при и< 0. 


Таким образом, формула (4) означает, что при и >0 функция Ф (и) 
может быть представлена как предел целых функций первого порядка, 
тип которых стремится к бесконечности. 
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Если функция ©(и) задана и удовлетворяет всем поставленным выше 
условиям на всей оси (— со, - ©°), то для ее представления рассматри- 
вают функции 


Ф, бы ео (о) а, Ф, (2) === е-°2% (— 9) 4%, ° (5) 


непрерывные на прямой Ве2 =0, и составляют целые функции 
с 


С, (в, в) => \ Ф.(й) ей, 6, (в, о) == \ Ф, (п) емае. (6) 


—с —с 


Очевидно, что 


со 

:: ь р Л : 
Ф(й) =Ф, (й)+Ф,(—й) = У ео (о) ао (7) 

и 

@(ш, 3) = 8, (в, 3) +6, (=, ) == | ФД ее 8) 

Из (4) легко следует, что к 

оо 
: в. => ая ; щ рвы ыы 

„Ив, ух  фодемае = (а) (—© и). (9) 


—с 


Заметим, что если отказаться от аппарата интеграла Фурье, то имеет 
место более сильное предложение, доказанное Н. КоЪег’ом [см. (1)]: любая 
равномерно непрерывная на всей оси (— со, + со) функция может быть 
равномерно аппроксимирована на всей оси (— со, + со) целыми функ- 
циями первого порядка, тип которых стремится к бесконечности. 

В настоящей работе вышеприведенное построение интеграла Фурье 
для функции, заданной на полуоси (0, + со), обобщается так, что- 
бы приближающие целые функции имели наперед заданный порядок 
ре Заметим, что порядок таких целых функций не может быть 


меньше половины, так как целая функция порядка ве: отличная от 
постоянной, не может быть ограниченной вдоль луча (0, + со) [см. (?)]. 

Устанавливается, что при р>. 1 целые функции порядка р, аппрокси- 
мирующие заданную функцию на полуоси (0, -- со), стремятся к нулю 
в области [агё 0 | >. Это обстоятельство дает возможность построить 
аппарат для интегрального представления непрерывных функций, задан- 
ных на двух или нескольких лучах, исходящих из одной точки в ком- 
плексной области. 

ВУ1 настоящей работы изучаются асимптотические свойства пелой 
функции типа Миттаг-Лефлера 


. — 2" —5 | 
о 
в различных частях плоскости 2. 


В $2 строится обобщенный интеграл Фурье и доказываются его основ- 
ные свойства. 
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В $3 конструируется аппарат интеграла Фурье для функций, 
заданных на двух или нескольких лучах, исходящих из начала коор- 
динат. 


$ 1. Асимптотические свойства функции типа Миттаг-Лефлера 


Настоящий параграф имеет предварительный характер. Здесь будут 
приведены некоторые асимптотические свойства целой функции, опреде- 
ляемой рядом Тейлора вида 


©) 


Е то № 
а 2 Ги р › в 
где р>0и —©<ь< + © — произвольные параметры. Легко видеть, 
что при всяком фиксированном значении „ функция Е», (2; в) есть целая 
функция порядка р и типа 1. 
Функция Е, (2; 1) известна под названием функции Миттаг-Лефлера и 
в литературе обозначается несколько иначе: 


п 


Асимптотические свойства функций вида (1.1) в различных частях 
плоскооти 2 при |2| > со были изучены в работе (3). 

Здесь будут приведены некоторые результаты из этой работы, но в более 
уточненной форме, необходимой нам в дальнейшем. 

1. Интегральное представление для Е, (2; №). Известно 
следующее интегральное представление для гамма-функции Эйлера: 


1 Л 
и 4. и и - 
а \ еии—® ди, (1.3) 
УЕ. <) 
где при произвольном = > 0 контур 1 (®, а) (> о к) состоит из прямо- 
линейного луча агои = — а, |и|>е, дуги окружности |и| ==, определяе- 


мой условием | агои| <оа, и из симметричного с первым относительно дей- 
ствительной оси прямолинейного луча агеи = На, |и|>е [см., напри- 
мер, (4)]. При этом представление (1.3) справедливо во всей плоскости 
комплексного переменного $. 


1 
Заметим, что если к 6 <1, то при >< а < пр < т имеем 
п [2 
=: ее т. 
а < 
если же р>>1, то вообще при 5 «ам 
п [2 п 
и СВ. 
1 йе 
Поэтому после замены переменной и =? (#>-) в интеграле (1.3), 


У от 
переводящей полуплоскость Веи>.0 в угол [ат81| < 55 плоскости &, 


представление (1.3) примет вид: 


СВЧ р = . 
В = \ ее р-еае-1 4; (4.4) 
У (=, В) 
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при этом ар при ока 1и А при рае >0 
произвольно. 

Если 2 лежит в достаточно малой окрестности начала координат, 
а именно, если 


шах | |< 1, (1.5) 


СУ (в, В) 
то из (1.1) и (1.4) будем иметь: 


со 
п=0 . (в, В) = 
, р в пей со вю а-и) р. 1.6 
Е —ир-е— а 
— 2 \ ве (х (= у) = ве \ 1—3 #- 4-6) 
У (=, В) т—=0 У (=, В) 


Представление (1.6) получено при условии (1.5), т. е. в достаточно 
малой окрестности точки 2 =0. Но интеграл (1.6) сходится и предста- 
вляет аналитическую функцию по ту сторону от пути 1 (®, В), где 2 = 0. 

Так как => 0 было у нас произвольным, то представление (1.6) при- 
менимо для любых точек плоскости 2, если только радиус е дуги окруж- 
ности, входящей в контур 1 (з, 8), выбран достаточно ‘болышим так, чтобы 
точка 2 лежала слева от пути 1 (®, В). 

Таким образом, при произвольном = >0 слева от пути 1(®,В) имеет 
место интегральное представление 


Е (2; №) = 5 Е. 
где 8 определяется из условий: 
2 << т при <<! 
25 << прир>1. 


2. Асимптотическое поведение ЕР, (2; |1} при а. При- 


(1.7) 


ведем некоторые асимптотические свойства функции Ё, (2; в) в различных 
частях плоскости 2, когда |2| > ©®. 

ЛЕММА 1. Если число В определяется из условий (1.7), то при 
| агр2 | Ви ны имеют место асимптотические формулы: 


а) если ти Сы в —А-р* (&=0,1,...), то 


(ар) = 0-6 "+ 0 (т); (1.8) 
6) если >, в=- А+ (о. :.), то | 
Еь (2; в) = р2е 9—1) е?® +0 (т). (1.8') 


Доказательство. Определим число В’ из условий 
п р 1 
25 << при -- р <1 


и у И 
<<< прир> и. 
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ее 


Пусть | атс 2| Ви |2|>1; тогда нетрудно видеть, что при => |2| 


р а“ ГА (1—ы) 
ЗЕ \ == ал ТИ — 02° @—) ее. (1.9) 
у (ь В) у (©, в’) 


Поэтому из (1.6), заменив В на В’, при |2|>1 и [а122|<В получим 
представление: 


16 ур (1—1) 
а © (1—#) ы А ВВ 
Еб (2; в.) = 62° @-№) е?? —- 5 тер (1.10) 
у (а, В’) 
Подставляя в (1.10) вместо ядра т - его значение 
1 1 
а ре 2 (1—2) 
и замечая, что, в силу (1.4), 
ар. а 
о РВ = в. (1.4) 
у (1, в’) 
получим формулу: 
1 1 а? рам !:. 
Е -— Ф (1—в) ы = —_. р . 
Еф (2; №) = р2? 9—1) е 0 Не а 1 (№11) 


у (1, В’) 


Оценим последнее слагаемое в (1.11), которое обозначим через / (2). 
С этой целью заметим, что при достаточно большом |2|, если |ате2| <В, 
в силу (1.7’), 
шш  |2—1|=|2|3щ(8'— В). 


#Су (а, В’) 
Поэтому при | агё2| < Ви |2| > со имеем: 


ав), ИР (4.12) 
у (1, В" 


Но на прямолинейных лучах аго{ = +В’ пути интегрирования 
| еЁ | = ее! соз в’; 


следовательно, по (1.7’), созВ’р< 0. Это значит, что интеграл в правой 
части (1.12) сходится и, следовательно, при |атр2| < В, когда |2|- 00, 


в 0(— =). | (1.12') 
Из (1.14) и (1.12’) следует, что при |2|-— © 


- =+90(-+»). (1.44) 


. а по ИЕ 
(ав) = 220 6 — т 


Асимптотические формулы (1.8) и (1.8’) следуют из (1.11'), если заме- 
тить, что целая функция О нули в точках 5 =0, —1, —2,.... 

Нам остается выяснить асимптотическое поведение функции Ё» (2; р) 
в области |аго2| >В, где число В определяется из того же условия (т 

ЛЕММА 2. Если число В определяется условиями (1.7), то при 
ата | > Ви |2| > © имеют место асимптотические формулы: 


432 М. М. ДЖРБАШЯН 


Е» (вв) = О (т.т); (1.13) 
6) если а =— Ар" (=0,1,2,...), то 
Е» (вз в) = (т) (1.13') 
Доказательство. Определим число В" из условий: 
ИВ" пра <, ный 


Иво при >. 


Если 2 лежит слева от контура 1 (1, В"), то, по (1.6), имеем предста- 


вление: 
её зе а—и) 


Е, (#3 в) =. \ а, (1.14) 


Из (1.7"), в частности, следует, что представление (1.14) справедливо 
при |аго 2 | >>. В. 
Как при доказательстве леммы 1, заменяя ядро 


1 1 
=. 


т я его значением 


и имея в виду формулы (1.4’) и (1.14), получим: 


| 1 14 © ей? 12 а-и) 
Еь(2; в) = — И. 


2 2 2 
у (1, В*) 
Но при достаточно большом |2|, если |агр2|> В, в силу (1.7"), на- 
ходим: 
шт |2—й|= |231 (8 — В’). 
ес (1 В) 


Поэтому при | ага 2| >В, если |2| > <, имеем: 


А г 4 1 
(шв) = ты +0 (т). (#45) 
Асимптотические формулы (1.13) и (1.13') следуют из (1.15), если 
заметить, что целая функция т) имеет нули в точках $==0, —4,—2,....: 


3. Асимптотическое поведение Ё, (2; р) при в . В лем- 
мах 1 и 2 было выяснено асимитотическое поведение функции Ё, (2; в) при 
о — и —<<р< < вдоль любого луча, исходящего из начала 
координат. 

Что касается асимптотического поведения функции Е, (2; в) при 
р< > и —©<<ь<.о, то существующий здесь результат [см. (?)] нам 
пока не удалось уточнить так, чтобы он мог быть использован для наших 
целей. Поэтому приводим его без доказательства. . 
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„ЛЕММА 3. Если р< = то при |319 2|<ти |2|-> 20 
Еь(2; в) р У. 21 ве, (1.16) 
Г. 


где Ск = 2762", а сумма распространяется на те целые значения К, 
для которых 
к 
[ага 2 + 2=Ё |< 55. (4:10) 


1 
Таким образом, при <= и произвольном — << < поведение 
функции Ё›(2; р) на отрицательной полуоси нам неизвестно. 


Из леммы 3, в частности, следует, что при |агр2|<ти |2|-> оо 


1 1. 
та (1—5) е2 2 к 


И 
Е1 (2, в) — 5-2 (1.18) 
2 
`Но отметим, что при частном значении параметра в, именно, когда 
р = 1, поведение функции. Ё, (2; №) известно во всей плоскости 2. 
2 
Действительно, как следует из (1.1), 


Е, (2; 1) =сВ У2. (1.19) 
2 
Это значит, что при |аге2|<тпи |2|-> © 
1 
Е: (51) те, `(1.18'). 
2 


что следовало и из (1.18), но, кроме того, при |агр2 | = п имеем: 


Е, (2; 1) = с0зУ[2]. (1.18") 
2 


Таким образом, функция Ё , (2; 1) остается ограниченной и колеблется 
2 
на отрицательной вещественной полуоси. 


$ 2. Обобщенный интеграл Фурье 


На основании асимптотических свойств функции Е» (2; и), указанных 
выше, в этом параграфе приводится построение и основные свойства обоб- 
щенного интеграла Фурье. 

Пусть функция ©(9) задана и измерима на полуоси (0, -- со). При 
сходимости интеграла 


( [$ (9) | 9—1, 


где в и О<ь<р', функция 


Ф (2) = И: \ (9) 9—9 (2.1) 
0 
п : к 
голоморфна в угле |аго2| < 25 И непрерывна на его границе | аго 2 | = 59. 
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Определим целую функцию С (%, с, р, 1) порядка р и типа с следую- 


щим образом: 
1 


е 


п бе Я Зы 
би, ору Фе") Е ше; в) ве 


0 


.® с 
а (1— р) 


р п . п 
+ е \ Ф (2 95) Е.(ие 8; ь) ве-чи, (2.2) 
0 


где Е, (2; в) — целая функция порядка р и типа 1 определена рядом 
и 

Отметим, что при р=ь =1 функция С(%, св, р, р) совпадает с функ- 
цией С (%, с), определенной по формуле (3) введения. 

Имеет место следующий основной результат. 

ТЕОРЕМА. Пусть функция $(9) непрерывна на полуоси [0, -{ оо), 
имеет ограниченную вариацию на любом отрезке [0, В], 9% Вх о, и 
удовлетворяет условию 


со 


1 : 
Тео) оне < оо, р>э, ОЗ «ри (2.3) 
0 
тогда справедливы следующие утверждения: 
а) если и >0и при => #=1, а ПрЫ ре (р зе рем Фо 
имеет место представление: 


Ф(и) = Пм С (и, о, р, в) = 
в—>-<о 


= т. (= в \ Ф(е =) Е, (ше; в) а - 


0 
Ее \ Ф(е ' ») Е» (ше, в) ве 41}; (2.4) 
0 


6) если при р=- р =1 или при - О<ь<1, то 


. {| 
1 С (0, ч, р, в) = 55$ (0); (2.5) 


а— > 
в) если при р>1 О%ь<р!, то для любого в + 0 при | атв | > =. 
т С (4%, в, 6, в) = 0. (2.6) 
Доказательство. Предварительно преобразуем выражение (2.2) 


для целой функции С (%, с, р, р). 
Из (2.1) и (2.2) имеем: 


а (чо, , р, в) — 
1 
п 29 со 
аи р ый 
с Не иг \ (ее бо (о) ом) Е, (вне; и} ве-чи 
0 


0 
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т 
? 5 
и И вы = 
ее. \ (\ ео (9) о) И Е "эр, де а — 
0 0 


г 
со [м = 
= 9 (9) о | о \е ее еЕ, (че; р) ве ЧЕ 
0 0 
ь. 
Г 97 п 
®— (1— > —4 = 
Неа \ РЕ (ше #5, т 1—1 и (242) 
0 


при этом перестановка порядка интегрирования по < и по 1 допустима в 
силу условия (2.1). 


> п п 
Обозначим отрезки лучей аго 2 = — 55 И 8162= 5. 
\ 


|2| < с? через Г, (3) и Г, (3) соответственно. Концы отрезков Г. (©) и 1, (5) 
Ч 


‚ лежащие в круге 


соединим дугой Г..(5) окружности |2|= о? ‚ проходящей через точку 
1 


= с?. Наконец, обозначим через /[,(5) замкнутый контур Г. (3) + Г, (<) 

+ С. (5), проходящий в положительном направлении. Заметим, что при 
1 ы в 

р=5 [(3) представляет собой границу области, получающейся из круга 

Не реа 

|2| «с? при выкидывании из него радиуса —с° << 0. 
Как нетрудно видеть, 

1 

ое 5 


. п 7] 
ге”? Е» (02; в) 29—а2=е * . \ е"?® Е, (5 "5, я 0 (2.1) 
1,1 (°) ° 


—+ 


=. 
в 9? ‚т 
г? 2° Е, (302; №) 26—41 =е?" \ в") (ше 5; в еще 1 (2.7') 
1, (в) о 
при этом в интегралах слева интегрирование совершается в направлении, 
идущем от начала координат. 
Если заметить, что при любых хи № 


с? Е, (102; р) 2420, (2.7") 
Т, (в) 


то из (2.7) и (2.7’) будем иметь: 


‚п ы р 
и \ е- Е, (ше; - ета 
0 


. п 07 ит 
ро е.3 \ 61° |, о ы 1-1 = 
0 
=—1 1 Е), (302; р) 2—2; (2.8) 
Г: (в) 
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при этом интегрирование по [,3(<) совершается в направлении возрастания 


аго 2. 
Из (2.2') и (2.8) получим: 
С (№, в, р, в) = 
ЗЕ ве \ о(о)ое-{ ев Е, (ша; в) ааа) аи. — (249) 
0 


Переходим теперь к доказательству отдельных утверждений теоремы. 
а) Пусть => и р = 1; тогда при и > 0, в силу (1.19), имеем: 


1 


Т.3(в) 


УЕ, (и2; 1) = 2 42 = 
ТГ: (в) ть 
ни нА 
Г.» (в) 


Тз(0) 
. зт(ИУо—Уиц)с Я о; т (УФ + Уи) (2.10) 


ма Ут+Уь 


Из (2.9) и (2.10) получим: 
С(в, <, г 1) = 


-> эт (У — Уи) с ее. 
{ Уо—Ти Удо +Уи ь 


откуда после замены переменной Ух ={ следует представление: 


= 
1 С тс (#— Уи) 1 С зто (Е Уи) 
= — ее с и И : 
г) + =} ей 4. (4) 
Из (2.11), по известной лемме Дирихле [см. (5)], следует, что при 
и>0 
(2.4') 


шо С (м <, 3, 1) = [9 уз +0 = (и). 


с > += 
Отметим, что из (2.11) следует также, что 
1 2 С 11 с 
6(°, °, 5 1) ==) (ее, 
0 
и по той же лемме Дирихле 
ь 1 
1 @. 0, эх 9 —> 0 . о ? 
Паш 6 (0, % 5, 1) =9(0) (2.5') 
Таким образом, из (2.4’) и (2.5'’) следует, что при и> 0 
: Ц 
ша С (в, 9 1) — ®(и). (2.12) 


в 
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6) В случае, когда р> - ии_>>0, имеем: 


2-22? Е‚ (из; р) 289—142 = 
Т,,(в) 


== СИЕ, (а: в) р (и2)?А-№ ем? 27} де 4: -- 
Т., (в) 


- ри? а-—) е 27 (иг?) о—1 р. — 
[(с) 


= (и, 9) + 2?а-в) Эша (м — 9) 


(2.13) 
Ре 
Оценим выражение 


и 


1 (#, 9) = 


72 (Е, (из; в) — (из) оч? } ааа 
Т(в) 
при и >0, > 


>20 и с‹-> + ®.: По лемме 1 
> | < 


если Ор р”, 


то при 
п 
25 
(и, 9) | < Мо! \ е -958 008 РФ 4е < а . (2.14) 
— п 
по 55 
если же р =р"*, то 
п 
е < 398. % 
а, Ре \ е 57? св р « т ФР (2.14) 
п 
и? —> 


при этом выведенные оценки справедливы для всех значений 9 >. 0, и 
постоянные М и М, не зависят от ис 

Из (2.9), (2.13) и из оценок (2.14), (2.14’) следует, что при и>0, 
когда <-> - о, 


С (и, в, р, в) = 
= а (9) о г ое 4о + 0(4), (2.45) 
где о(1) 0. 
Но после замены переменной 1? ={ формула (2.15) примет вид 
с жом ты (>) 1 310 (1—7) ый 
(и, в, р, в) = ие @ | о 0-01) (2.15) 
п $ о 
при в«—> -{ ©. 
Из условия (2.1) после замены переменной 9? ={ следует, что 
[2.> 1 и 
\ |9 (6) [21 < ©. (2.1) 
0 
С другой стороны, 
1 


очевидно, что, 


в силу условия теоремы, функция 


Ф (1?) ' непрерывна и имеет ограниченную вариацию в любом отрезке 
4 Известия АН СССР, серия математическая. № 5 
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[5, В], О < В< + <. Поэтому из (2.15') по лемме Дирихле следует, 
что 


ь | 
Ни С (и, в, р в) = и т [$ (Е? р РИА =Ф(и). 


6—> {с 


Таким образом, утверждения а) и 6) при р = - 5 доказаны. 
6) При и =0 из (2.9) имеем: 


60, о, р,в) = — Ру В рые :| ( села). (2.16) 
Т» (в) 


Ц 


Замечая, что при >20 ир> ея 


и 
Е 311 с9 
СР а 2 
ро 


7 


Т» (5) 
из (2.16) получим, что 


(бр (о им = ве аи. (2.167) 
0 


0 
Отсюда, по лемме Дирихле, следует, что 


Вш С (0, з, р, 1) = =: $(0) прир>-. (2.5") 


в-> © 


ея образом, нам остается доказать справедливость равенства (2.5) 
при >= ион 1. 

Так как, по условию, функцию ©(5) можно представить в виде раз- 
ности двух монотонно возрастающих функций, то достаточно положить, 
что в достаточно малой окрестности точки ф = 0 ‹(5) монотонна (скажем, 


монотонно возрастает). Тогда для любого е`>0 число 8 =0(е) возможно 
выбрать так, чтобы иметь 


0<5(5) —$(0)<е: при Ох 6. (2.17) 
Представим формулу (2.16) в виде 


5 
С = а ( |6 пелена 4 — 
0 


з (С 


ег У \ рир—1 | "9 (5) ое 42 = В, (<) ++ В.(с). (2.18) 
Ть (с) 5 


а 
| В, (с 5) |< < \ | а [$ (5) гие» а$, (2.19) 
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22 
-= 
о 2 ыы 20 
92 —09е —Ф р —а — п 
ты (Е ® а — к а‹ — 
Р \ › Р ь 69? —. 
Портому из (2.19) и (2.20) следует, это 
аз 
|6: (6) |< ЭТ рае а 
откуда, в силу О< < 1, заключаем 
и В. (с) = 0. (2.21) 
Далее, представим В, (с) в виде 
8 
В, (в) = — т $ (0) ( 2—1 нии 4 аз — 
е _ 1) 0 
8 
носы 
(2.22) 


= В (с) + В. (о). 


Е 


1 
гл в выражении В, (с) по- 


После замены переменного 2 =, 9 = 


лучим: з 
80 
Ви) = бет \ о \ | р р 
Г,» (1) 0 ул 


откуда следует оценка 
1 
80? 
\ | | е. ее (2.23) 
0 [2] 


1 
(<, шах 
Гат |< с 
= 
Далее, имеем 
Ч 
в 


Вь (в) = | | (=) _ о е-ма 


м 
Торе 
0 ГА 
е - > (о дие—1 Пи [е-*? *?] 4х (2.24) 
4* 
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1 
Но функция $ (=) —$(0) на интервале 0 <х<? положительна 
д? 
и не убывает, поэтому по второй теореме о среднем из (2.24) получим: 
т 
дот 
Вь) = 8 @) —9(0 [Ве (еее ав + 

гь 1 

бе? 


+ По ) лента] : (2.24’) 


1 
где & и &, — некоторые числа из интервала (0, 54° ®). 
Заметим, что если 1% + 0 и Ве? > 0, то при О в< 1 


[>] 


) див-ле-—хР %? у — 05. \ ие? 4у = — . (2.25) 


0 


Легко видеть, что при || =1 и |агб ® | < т интеграл (2.25) равномер- 
но сходится. 
Действительно, при любом А`>0 интегралы 


е 1 29 
ет до = 
0? 
0 
по. абсолютному значению равномерно ограничены числом 2, а функция 
2—1 (0<р<1) при х—> -- © монотонно стремится к нулю. Поэтому при- 
` 


меним известный признак равномерной сходимости несобственных интегра- 
п 

лов [см. (6)], и при [| =1 и |[ат8 | < 5 для любых аи 6, О%а< 

< 0 <, 

о 

\ ее и? 5 

а 


<М, (2.26) 


где М — константа, не зависящая от агро, а и 6. 
Из (2.17), (2:24) и (2.26) следует оценка: 


| В, (<) | < 2Ме (2.27) 


при любом с >0; поэтому, в силу (2.23), 
М 
| 94 (3) | ти ®, о. 


Наконец, исследуем поведение К; (с) при <-> - со. Из (2.22) после 
1 т : 
замены 2=0? м, о=с вх, в силу (2.25), получим: 
ра 
е 


ба 
з’ (1) 9 
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(>>) 


оао ее оечиавь+ 


Т» (1) 0 


. Р 2 вы 
1 Г) $(0) Ве в } де—1е—х? "а 4% = 
8аР 


рвы р ЕО В) 1 
— су) й к Фа + В) = 459 (0) + Ве). (2.28) 
з (1 
Так как при | %| =1, | аго | < р интеграл (2.25) сходится равно- 
мерно, то из (2.28) следует, что 
По ЯН, (с)=0. (2.29) 


в—>-< 


Из (2.18), (2.21), (2.22), (2.27), (2.28) и (2.29) следует, что 


1: ее 
и С (0, в, р, в) я $ (0) |< <ты т 


откуда, в силу произвольности е >0, вытекает (2.5). 

Переходим к доказательству последнего утверждения теоремы. 

в) Мы ох доказать, что при р>.1, О< в < р! для любого = 0, 
и ->-» имеет место равенство 


Пи С (м, в, р, в) = (2.5) 


е—>-+с 
Пусть ® = ге. По условию, г 0 и а (> 1). 
Исследуем поведение интеграла 


Е (ге; в) = \ ег? 2? Е, (ге!Э2; |+) 2—2 (2.30) 
Т: (в . 
ири <-> -{ со. 
. и 
Обозначая 2 = с? е®, имеем: 


22 1 

Е (гей; в) = вв \ ет соз ФЕ, (гор ©! @+9); р) 4. °— (2.30’) 
п 
2р 


Заметим, что при << 2—- и —35 <?< я 
к 
35 <9+9<2"— 5. 


Рассмотрим три случая: 
т, 
м => или $=ж—-, 
3) р=1 и, следовательно, 9 = м. 
„ п п п 
‚ Случай 1). Пусть о 55 › и ое Опре- 
п п 
делим число В так, чтобы т а е и при — 5. <о < 5 имели 
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место соотношения: 
к 


р В+ < 2—8 — 55. 


Но тогда, по лемме 2, если О ь<р"!, то 


к 


з 2 Я 
А (гей; в) | < М9" \ ое ор < Ио" `, (2.31) 


тор _п 
2е 


если же в =р\, то 


п 
М:с!* 22 М. ео 
| (гей; в) | < 09 о т 5, (2.31) 
Ро? сы 


22 


и эти оценки справедливы для всех Ф>.0, а постоянные М и М, не за- 
висят от © и с. 
Из формулы (2.9) и из оценок (2.31) и (2.31°) следует равенство (2.5). 
- п. п п 
Случай 2). Пусть, например, Гры тогда при Нор р 
будем иметь: 


3 
35 < +?< 2—5, (так какр > 1). 
Положим, что число В имеет тот же смысл, что и выше, тогда из 
(2.30°) имеем: 
а го 
Е (те Фа) ов \ 257? 003 Е, оны а: в) е1в9Ф фо + 

ы 

ны : 

2 ой (© +э) 
ов \ е-99 оз, (кофе "®); р) во = Р, (в) + Р, (в). (2.32) 


— (> —) 


При — (1-8) << имеем: 
Э 
а Е, 


поэтому, по лемме 2, как это было сделано выше в оценках (2.31). и 
(2.31'), получим при О вре: 


ея 
Ро), (2.33) 

а при р=р! } 
Ро) Авье ®, (2.33') 


и эти оценки справедливы при любом # >. 0. 
Таким образом, 
Вт АР. (5) =0 (2.33") 
в—-< 
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равномерно для всех 2> 0. | 
Оценим величину РЁ, (с) при <-> + со. Имеем: 


9 


: — ау 2: +) : 
Е, (3) = 198 | ЕС в [ОР $ $ р) 149 4ф = 
4 к 
2 
- н 
Е \ е—9® 29 {Е.(ге [2 2; в) ри р (ге е а, рие—1 а2 № 
1 АХ С 
Ч р(те *)° № | е— 19) = рта = Ру (о) + К, (о), (2.34) 
где в интегралах Р. (с) и Р.(5) интегрирование совершается по дуге 
1 
окружности |2|=с°, определяемой из условия 
п пк 
= << — (2-1). 
Но на указанной дуге 
сах 
55 <ав(е °) <<, 
поэтому, по лемме 1, если О<«р<р\, то при в-> со 
г (= в) ее 
Мс м @ 
О < (2.35) 
го? Ее 
2р 
если же в =р\, то 
ие 2. т ии 
с у [2 п е 
ее оо ре, (2.35) 
25? к 
где М и М, — константы, не зависящие от с и # > 0. 
Таким образом, 
Ши А. (с) =0 (2.35") 
в -=> 
равномерно для всех 9 > 0. 


Наконец, имеем: 
Е, (<) ых рей" (1) ур (1—и.) | е— (92-17) 26—15 = 


Вы 


=> [22 р Р 
заст Ре ОЕ 


ФР - 2 


бт (1) -е (а) ев (об-е) — ев (9-е) е—* (ВР) 
—= ет 1—#и) уе аи 


2.36 
РЗ гр ) 
где 0<=—№<- : 
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Из формул (2.9), (2.33"), (2.35") и (2.36) следует, что при р>1 и 
-> <> 
ур = Е | (о) ие (в) 4 = 


0 


э|а 


$ 
С (ге 


В ур (1) С ВВ 4 
=: от Р ре (1-м) мм а-и) а 
91) 7 е |) а.о г 
т —в (99-1?) е— (п—В?) 
-- \ Ф(5) ры сечь] В (2.37) 
= тг 


где о(1)->0. 
Ног`> 0 и Вее * ("—8) = соз (х — Во) > 0, поэтому оба интеграла, стоя- 
щие в правой части формулы (2.37), стремятся к нулю при с -> - ©®, т. е. 


к 


= 
на -@ (ге бу соррв) =. (2.5) 
а + --® 
Совершенно аналогично получим, что при $ = 2 — - 
Па) : 
Пи ве _"’, в рн) =0. (2.5") 
с >< 


Таким образом, утверждение в) доказано полностью при р>> 1. 
Случай 3). Нужно доказать, что при О«%в<\1 и для любого 


г(0<< +) 
На С(— т, о, 4, в) =0. (2.5”). 


а > о^ 


Из (2.30’) имеем: 


п 
2 
В (-=®, в) = ой \ е-°7 с Е, (гае! ("+$); в) еиФ 4ф = 
к 
р 


2—9 
= Юй \ 2-57 с03$ Е, (гое! ("+9); в) ау -- 


"В 
+ ю® \ е—509 соз ?Ё, (гое! (п+Ф), ы) еи® о -- 
— ("8 


= | 
+ 9и ) е-°7 03 ® Е, (ге! ("+®); +) еиз4ф = Ф, (с) -- Ф, (з) + Ф, (<), (2.38) 


где число В удовлетворяет условию ><8< к. 


Оценка интеграла Ф,(с) вполне аналогична оценке интеграла КР, (с) и, 
как и в том случае, 


Ни Ф, (<) =0 (2.39) 


в >-+< 


равномерно для всех #>.0. 
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Точно так же, как это было уже сделано для интеграла К, (с), про- 
водятся оценки интегралов Ф, (с) и Ф, (с), а подстановка РА (— г, с) в фор- 
мулу (2.9) приводит к заключению (2.5”). Так как соответствующие вы- 
кладки вполне аналогичны проведенным выше, то мы их опускаем. 

Таким образом, сформулированная в начале этого параграфа теорема 
полностью доказана. 

Выше мы полагали, что функция $(т7) принимает лишь вещественные 
значения. Но ясно, что если ф(?) является комплекснозначной функцией 
на (0, - ос), вещественная и мнимая части которой удовлетворяют всем 
условиям теоремы, то утверждения теоремы остаются в силе. 

Отметим, что так как С (®, о, р, |1) является целой функцией порядка р 
и типа с, то доказанная теорема одновременно дает аппарат для прибли- 
жения к функциям, заданным на полуоси (0, -- со), целыми функциями 


1 
наперед заданного порядка р >. >, тип которых стремится к бесконечности. 


Очевидно, что при р=р==1 из доказанной теоремы будет ‘следовать 
ъ РР х 
известный результат об интегралах Фурье, приведенный во введении. 


$ 3. Предетавление непрерывных функций в комплексной области 


В настоящем параграфе при помощи основной теоремы, доказанной 
выше, дается построение аппарата обобщенного интеграла Фурье для пред- 
ставления непрерывных функций, заданных на двух или нескольких полу- 
прямых, исходящих из начала координат. 


Й | 

1. Обозначим: через Г,(0) контур области |аге | == (#> 5) ‚ пробе- 

гаемый в положительном направлении. Пусть Г[/(р, с) означает часть кон- 
1 


тура Г,(р), лежащую в круге |2|<с°; тогда, как нетрудно видеть, для 
целой функции С (4, о, р, р), определяемой формулой (2.3), имеем такое 
представление: 


С (&,.в, р, в) = И \ Ф (2) Е (12; в) 221 42. (3.1) 


Т (2,“) 
Поэтому, обозначая 


С (%, р, а а \ Ф (2) Е‚ (42; в) 22—14 (3.2) 
Т, (©) 
для тех точек плоскости , где интеграл (3.2) сходится в смысле глав- 
ного значения, мы можем сформулировать теорему, доказанную. в $ 2 
в случае р>. 1, следующим образом: 
Если непрерывная на полуоси [0, -- со] функция $(2), вещественная 
и мнимая части которой имеют ограниченную вариацию на любом от- 
резке [0, В], ОВ < оо, удовлетворяет условию 


со 


(в) |245 - <, р>1, О<Зь«р', (3.3) 
т 


0 


Ф (2) = уе и ф (5) е—14ь, (3.4) 
6 
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а) С(и, р, в) =$(и) при и _>0, 
1 
6 а 0, в, Влас) 0 , 
Ее 
в) С(ге®, р, в) =0 при г>0, |3 | > — 
Переходим теперь к построению аппарата для представления непрерыв- 
ных функций на двух или нескольких полупрямых. 


2. Случай двух полупрямых. Пусть функция © (®) задана и не- 
прерывна на контуре, образованном полупрямыми 


к 
агро = 0, агв ® =, 


где «> 1. Полагаем, что действительные и мнимые части функций ф(г), 


Фф(е “г) имеют ограниченную вариацию на любом отрезке О<г<А< 
< + со и, кроме того, сходятся интегралы 


ре(рне-ми, боб ® =) | мех, (3.5) 
0 


0 


где ра и Ор <р"- 
Введем функции 


Ф, (2) = и= е-% = ф (5) 0—1 4, 


0 
ыы И (3.6) 
И еее кое, 
0 


непрерывные на полупрямых агб 2 = Е и при их помощи определим ` 


т 
26’ 
интегралы 


С: (%, 6, ВИ 2 о Ф, (2) Е ЕЯ ара В) В.) 


которые в силу свойств а), 6), в), сформулированных выше, существуют 
при ® = 0, агр и = Ои | а | >. 


Если составить сумму интегралов 


С(, р) = С, (м, ьь) НС, (@ “щ,рьь), (3.8) 


то, в силу указанных вышё свойств функций вида (3.7), будем иметь: 


С (г, ув) = (г) Иа 
а (те “р, в) =5 (пе' «) при ‚>60! (3.9) 
6 (0, в) => 900). 
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Таким образом, функция С (®, р, в) (0<р<р"), являющаяся, оче- 
видно, пределом последовательности целых функций порядка р при 
стремлении их типа с к бесконечности, представляет нашу непрерывную 
функцию ф(%) везде на кривой ее определения, кроме точки < = 0. 

Из (3.9) следует, что при а=р=1, О%ь<1 


С (и, 1, в) =о(и) при —©<<и« о. 
Очевидно, что при & =р=ь =1 формула 
Ф (и) = С (и, 1, 1) 


представляет собой интегральную формулу Фурье, приведенную во вве- 
дении. 

3. Случай любого числа полупрямых, исходящих из 
‚ начала координат под равными углами. Пусть функция Ф (%)) 
задана и непрерывна на полупрямых 


агачо = 7% (&=0,1,..., р 1), р>2— целое. 


Полагаем, что действительные и мнимые части функций 


„21 
ф,.(^)=Ф(е'#"г) (&=0,1,.... р—4) 


имеют ограниченную вариацию на любом отрезке О<г<А< + х, и, 
кроме того, существуют интегралы 


со 


Р —- 
Ик (|2 "ат, 0<в<-. (3.10) 
б 
Введем функции 
ат. у 
т 22 и, р 
Ф, (2) = И те р г)" 2" |, (3.14) 
б 


непрерывные на полупрямых аго2 —= 32 = и при их помощи определим 
интегралы: 
р 
е ты 
6, (=, в) =1 И \ Ф, (2) ры 2) 2°  42(#=0,1,..., р“). 
г (3) 


В силу свойств функций вида (3.2), имеем: 


(3.12) 


бь (т, в) = (те?) приг>0, | 
1 3.13 
бь (0,2, в) = -$(0), (3.13) 
2 
| а, (те, >, в) =0 при г>0, |8 > —- 
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Рассмотрим функцию 


2 
(2, в) = У бь(е ? шв). Боде 1) 


в—=0 
Из (3.13) следует, что при  =0,1,..., р 1 


7 И 
Ф (7) = в. НРв) (3.15) 


для всех значений г > 0. 

Как и в случае классического интеграла Фурье, сумма интегралов (3.14) 
может быть представлена в более компактной форме. Однако на этом мы 
останавливаться не будем. 


Поступило 
26.1.1953 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
18 (1954), 449—460 


М. А. ЕВГРАФОВ 


ОБ ОДНОМ РЕКУРРЕНТНОМ СООТНОШЕНИЙ, СВЯЗАННОМ 
С ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ЗАДАЧЕЙ АБЕЛЯ-ГОНЧАРОВА 


(П редставлено академиком С. Л. Соболевым) 


В статье получено новое рекуррентное соотношение, позволяющее 
в некоторых случаях дать весьма точные оценки для интерполяционных 
многочленов, главным образом снизу. 


1°. Критерий сходимости интерполяционного ряда. 
Пусть дана целая функция. 


Ф.(2) = о Яна”, Аб 50 
п=0 


и система функционалов /„ (КР). Рассмотрим систему функций 


Фи (2) = и [Ф (20)] 
[4 
и систему многочленов Р„(2), определенных равенствами 
0 [Ри @) Е 9 т: 
Под интерполяционным рядом для функции Ё(2) будем понимать ряд 
У (РР, (2. (1) 
п=0 


Мы дадим один критерий сходимости этого ряда к Ё(2) в случае, если 
функции $„(2) удовлетворяют следующим условиям: 


1. 9, (2) = 2790 (2), 90) (0)=1. 
2. Шо У| ф„ (2)| <и(2) для всех 2. 
3. Ша УФ, (2)| =и(2) для воех 2, 


за исключением некоторого замкнутого множества плоской меры, равной 
нулю. Кривые и (2) =р при р< ру являются замкнутыми кривыми, содер- 
жащими точку 2 =0 и расширяющимися при увеличении р. 
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со 


4. Ряды 2“ = № актФи (2) сходятся внутри области, ограниченной 
п—=А 
кривой и (2) = р, «во, для всех #, начиная с некоторого, причем 


со 


У [ак [в (2) (Е. 


= 


При выполнении этих условий справедлива 
ТЕОРЕМА 1. Ряд (1) сходится к Е(2) для любой 


Г (2) = у с, 
п=0 


для которой 


ыы [Я 
= ШП „п 
Ра) — ие 
‘регулярна вне области, ограниченной кривой и (2) = р.. 

Доказательству этой теоремы предпошлем одну несложную лемму. 

ЛЕММА 1. При выполнении условий 1, 2, 4 любая целая функция 
может быть разложена в ряд по $„(2), равномерно сходящийся внутри 
области, ограниченной кривой и (2) = 0:. 

Доказательство. Для целых функций, разложение которых начи- 
нается со степеней 5, ббльших некоторой, утверждение леммы очевидно. 
Остается показать, что оно справедливо и для малых степеней 2. Но, в 
силу условия 1, 


271 = фи (2) + $ (2), 


где $ф(2) — целая функция, разложение которой начинается с 2". Отсюда 
утверждение леммы получается без всякого труда. 

Теперь мы можем перейти к доказательству теоремы. По лемме 1, 
целая функция Ф(2() может быть разложена в ряд по $, (©) при любом 
фиксированном 2, равномерно сходящийся по 6 внутри области, ограни- 
ченной кривой и ($) =р:, и равномерно по 2 в любой конечной области. 
Коэффициенты этого разложения будут многочленами от 2 степени п. 
С другой стороны, для любой Ё (2), удовлетворяющей условиям теоремы, 
имеет место представление 


Е (1) = \ 9Ф294. 


м (2) =р,—8 
Но 
Ф(20=У + ОР, (2). 
п=0 
Отсюда 


Р» (2) 


Р=У г (. Од, 


в и (2) =р,—в 
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а так как 
- Оо Фа . 
2 \ 7%, (9% = \ 10 шФ(2) 4 =4 (Е), 
м (2) =р:—= м (2) =р,—е 7 
то 


(2) = У (ВР, (2), 
п=0 
что и требовалось доказать. 
Кроме того справедлива 
ТЕОРЕМА .2. Если при выполнении условий 1, 2, 3 какой-либо из 
рядов 


тю 


2^ = № Вен (2) 


п=Ё 


не сходится в области и (2) < р» ни при каком р» > р, то область, ука- 
занная в теореме 1, не может быть расширена. 

Доказательство. Действительно, в противном случае нашлась бы 
точка %, удовлетворяющая условиям 


и (6) = 2 > ры, На и и (С) = и (б,) = р», 


Ф ($ 2) = р РФ» (С,) К (2). 


п-=0 
Но из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда 
Ф(()= У ФОР, (2) 
п=0 


для всех (, удовлетворяющих условию и()< (о, р. >р., откуда полу- 
чаем, что ряды 


т 42 < 1 (2) 
у 2740, ) Го ое! _ 9» ) 27а, д „Н 


сходятся при и(2)< в, 6» >6:. Полученное противоречие доказывает 
теорему. 

2°. Рекуррентное соотношение для коэффициентов 
разложения 2* по функциям © (2) = 2"Ф(® (^,2). С целью приме- 
нения полученного критерия к вопросу сходимости интерполяционного 
ряда Абеля-Гончарова выведем одно ‘рекуррентное соотношение между 
коэффициентами разложения 2“ по ®‚ (2) = 2"Ф“ (2), где 


со 


Фа = У "м. 


п=0 
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Прежде всего напишем формальное равенство: 


со 


2® = > и О (3) 
п=0 


Разлагая Ф"+® (\„. 2) в ряд и сравнивая в (3) коэффициенты при оди- 
наковых степенях 2, получаем систему соотношений: 


а„а®) =1, 


о (49 т т и «®)= 0, (4) 


й : +1 
к) п. р в 
би 209 =] + 24° п + а®) =0, 


ее а № в хо Че Зе а Зое а о лы а 


Обозначим через Аж (и, ...,\и+т_1, И) величины, удовлетворяющие систе- 
ме соотношений: 
ИЛ 
А, 
Ао УТ = А, -- 0, 
№, Аи 
ЕН == 0, 


ОО х РВС ОА О 


Так как зависимоеть А» от последнего аргумента выражается лишь в за- 


мене всей последовательности Х.,, ^,,... на Хш, Ап, ..., то мы будем 
заниматься лишь величинами 
И (А Ао неь Ал] аа О Ааа, 0. 


так как перенос полученных результатов на любое п не составит труда. 
Нетрудно видеть, что 


—1 
да Ан Де Ем к). > о 
О В 
9А * 
ое Я ЕС А№и—1) — Ал (АЯ Ао > ИЕ 
а для Ё=п—1 
9А„ 
РУ = ем К, вр №2). 


Доказательство. Для 4, (5) утверждение леммы справедливо. 
Допустив, что оно доказано для всех т< п, из равенства 


№ 
ри А 25 1)" Ав = 
дифференцируя по „4, получаем равенство 


9А„ 
(О о 
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т 
= т 


а дифференцируя по Лк, Ап— 1, получаем равенство 


А А л п--—1 
(— т п п—1 и п—1 Зы 1 и № я 
д», ) О о ( и а о 
или, обозначая А® = А» п) 
9А„ о. 
со Аа Е А: — 
п Е р 
__ ААА К- 
(=) о т) Ак = А Е 
й в м (&+1) :. (+1) 
с ) ит НЕ Аи Ав’ — ОТ. Ап Е .. 
т—к—1 п—Ё иж 


пк № п—+1_№— 
о ЕСА 9 9 1) ь Г Ее а 1) =—т т (5: 
9А„ 


Е &-1 
бе = 4: — Ам, 


что и требовалось доказать. 


ЛЕММА 3. Обозначим, 


Аб КО, А со А) А, ол о АТ, , Лек). 
Тогда 
94‘) (&—1) (0) 
ЕО, АА, (4) 


и—— 1 


Доказательство. Действительно, 


да) ЭА„ 
ВЕНЫ, ао ыы 
0х ДА ди [А ОА, м1 
ЗА ОА 
а - и т —— р 
В П—1 | Аи. 
= ОА а р 
ВАН | Арене Я-И 
ЛЕММА 4. Обозначим Ах =, — к. Тогда 
д А. Е 
к Ж1 И и) п—® 
А О О А +1 Ра" (©) 


Доказательство. Разлагая А по формуле о в окрестно- 
сти точки )„_к_1 по степеням Д„_ь и замечая, что А является много- 
членом (+ 1)-й стешени от )„_, получаем равенство (5) при помощи 
равенства (4). 

Теперь перейдем к интересующему нас результату. 


б известия АН СССР, серия математическая, [№ 5 


454 М. А. ЕВГРАФОВ 


ТЕОРЕМА 3. Величины А» удовлетворяют рекуррентному соотно- 
шению 
Ана = СТА, Аа +. РА (6) 
где для т> 1 
т 2 


Дт ео п 
т Вт) + А Ви .- + Вила (1), (7) 


а с" = Д,. В свою очередь, В® (т) определяются равенствами 


В) (т) = В (т — 1) + =" Е ВР. (т) + - 


® 
а и В (т К — 4) (8) 


и 


т Е п ть и (о 
В О. а), ВОФЕт © 
Доказательство. Напишем равенство 


1 ' 
А+ — А НЕ А, А» 


и выразим 4 при помощи (5). В получившемся равенстве все величи- 
ны А с двумя индексами опять выразим при помощи равенства (5) ит. д. 
Такой процесс оборвется, так как 


и с) обозначим а — получающийся при А„_„, через 


(т) — коэффициент при АТ: к. Так как А„_ш может получиться из 
—. а. ЗВ, и то имеем соотношение (7). Аналогично полу- 
чаем равенства (8) и (9). 

3. Некоторые оценки, получаемые из рекуррентного 
соотношения. 


ТЕОРЕМА 4. Путь ОЗ: мо Дов 


Тогда 
А А < Аа < А, (11) 
где Ал — Ап (№, ое» в) Ава == Ата (№, ое р 


Доказательство. По индукции получаем 


рг”ВУ,) (®) < В (Ё) < в (1), 
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откуда находим, что 
о (®) < с® < р с"), 


а отсюда опять по индукции убеждаемся, что (14) имеет место. 


ТЕОРЕМА 5. Пусть 0 <... 5, 
. п-1 п 
и ^— 1 яр 


Тогда при любом фиксированном т 


: с(п) 
ЕВА и аи ВЫ 
П-—со И) оо (т и) и 


где 


© 2 
> спапе-те — & аж 


(п) 
с, 

Доказательство. Действительно х = а пляж 1 

ий 
ое 3 р и И о О 

А и А Ааа т АЖ в. 

Обозначим 

А ах Ло, А нА, А, Л, =}. 


Для всех пи + р«т величины В (р) мажорируются величинами 


(А) В (р) 
и минорируются величинами 
(А )*ВЬ (р), 


Ф 
где В» (т) от п не зависят и определяются соотношениями 


. . Ву (т В (т-+к—1) 
В ВЕ, о и (8') 
и 
и ме В” (А . ? 
В (1) = я, + и Во (т) =1. (9') 
Следовательно, 
сп) Й В! (т— 1) Вин (В 
т о 


Чтобы определить эти величины, заметим, что они. возникают при реше- 
нии задачи с \„ =п 1. В этом случае имеем 


со 
1=е У (—1)" Чл", 
т=0 


5* 
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а с, определяются из равенств 


Ап — Со -- С.А Нео За Я. № 


со со со 
о Ада ” = > скит я Ант. 
п—0 п—==0 п=0 
ее * 
Разрешая последнее соотношение относительно > сп" и полагая @==2е`*, 
п=0 
получаем утверждение теоремы. | 
Теорема 5 дает возможность получения весьма точных оценок А» сни- 
зу. Для этой цели мы используем еще одну несложную лемму. 
ЛЕММА 5. Пусть радиус сходимости ряда 


Га = Ус 
П—=0 


равен ро, все с, >0 и ][(1)<1 при О<:«рь. Тогда для любого «<1 
можно подобрать сколь угодно малые положительные числа а9, а:, .. 
., ак такие, чтобы решение разностного уравнения 
Ат 5% (соА» Е с. Аи ++ скАп—) (12) 
Ане соль, бек 


удовлетворяло условию 


[па И ВИ 
а РУ 
П-со ъ о Е 


где ек может быть сделано сколь угодно малым, если Ё достаточно 
велико. 


Доказательство. Среди решений уравнения (12) имеется реше- 
ние А, = Соь, где р, — положительный корень уравнения 


АН — а (сод - +. | си) =0. 


В 4 ь 
С одной стороны, р, тя ‚ так как (с, |... + с") < 1; с. другой сто- 
роны, при увеличении р,-—>р.!, так как 


со сб + + -- + с0* —> © при рр, Ё-> сю. 


Значения а,, ..., ак могут быть сделаны сколь угодно малыми за счет 
выбора постоянной С. 


Выведем оценку для Ап снизу. 
ТЕОРЕМА 6. При выполнении условий теоремы 5 


Ат >С (=) (1 — в)" е"А, Аи... До, (13) 


где Ау = к — №4 Л =), в<1 — любое положительное число, 


п > пт (5). 
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Доказательство. Коэффициенты с„ из теоремы 5 удовлетворяют 
условиям леммы 5 с р=е". Выберем Ё так, чтобы р, >е(1—:), 


РАНЫ > те, при т< А, а С (=) —так, чтобы 
А аа тер С (в) рен. 


Тогда А» при п> п, минорируется величиной А», удовлетворяющей со- 
отношению 


* 


Л * * 
Ат = 55. (соАю - ++. + сь Аи), 
. р * сы 
А, = С (@) 0% хе, Яве =: (*(=) о + о 
умноженной на А„А„1...Ду, т: е. величиной 


А —С (А.А ь..Д,, 


что и дает утверждение теоремы. 

Эта оценка, по всей видимости, является точной, т. е. улучшение ее 
вероятно возможно лишь за счет уточнения величины С (=) при е->0. 

Получение из рекуррентного соотношения (7) оценок сверху тоже воз- 
можно, но связано с более кропотливыми оценками. Поэтому непосред- 
ственно получать мы их не будем, а найдем для некоторых случаев 
обходным путем при помощи теоремы 4. 

4°. Применения к сходимости интерполяционного 
ряда Абеля- Гончарова. 

ТЕОРЕМА 7. Пусть дана целая функция 


[2.®) 


и 
Ф (2) = — 2“, аи 0, 


0—0 


и две последовательности 
д” 
ОЕ, Ч 39 ии 
п 
Пусть, далее, 


Пи УФ (0,2) = Бш У|Ф (0,2) вр | = ил (2) 


п- со 


для всех 2, а для всех д, за исключением множества: плоской меры нуль, 


уС т 
Вт И | Ф°().,2) 1 | = Ши У | Ф°(\ 2) ал | = и, (2), 


п- со 


где |2| и. (2) обладает свойствами и (2) из условия З теоремы 1. Тогда 
число р,, являющееся наибольшим из чисел р, для которых любая функция 
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со 


имеющая ассоции рованную } (©) = я с,С"\, регулярную вне области 
т—0 
[| и. (©) <, разлагается в сходящийся интерполяционный ряд Абеля- 


Гончарова, будет одним и тем же для обеих задач (с № и №). 
Доказательство. В силу теоремы 4, «радиусы сходимости» рядов 
для 2^ по 2 Ф‘” (2) и" Ф‘ (2) удовлетворяют условию 


‚ 
Ге: — Ч вк, 

где е«—>0 при К-> <. Отсюда при помощи теорем 1 и 2 получаем наше 

утверждение. 

Теорему 7 можно рассматривать как обобщение некоторых результатов 
работы автора (1) о полноте близких систем. Она использует специфику 
интерполяционной задачи Абеля-Гончарова и дает результаты более силь- 
ные, чем применение теорем работы (') к случаю задачи Абеля-Гончарова. От- 
метим, например, такое 

Следствие. Если и — ю->1, то ряд 


УЛОВ) 


сходится к 
с. 


Р(2) = У -т =", 
п=0 


если 


Е 


1 
регулярна вне области |(е* |< —_› причем эта область расширена быть 


не может. 

Так как в этом случае Ф (2) = е*, то утверждение получается немед- 
ленно из теоремы 7 и известного результата о ряде Абеля. 

ТЕОРЕМА 8. Если (№, — \„)[2п->1, то ряд 


со 


о ИФ (=) Рь (2) 
п—о 
сходится к 


исх 
Е (2) — > биг 2, 
п—=о 


если 


со 
с 


= Зы 


п—=0 


регулярна в области |У1 -- #— 1 [ еИЕЕ— |< = причем эта область 


расширена быть не может. 
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Доказательство. Первая часть утверждения получается комби- 
нацией теоремы 7 и результата статьи автора (?). Вторая же часть (со- 
держащая, в частности, одно утверждение, высказанное в работе (?) без 
доказательства) получается следующим образом. В работе (?) было дока- 


зано, что (Ф (2) = ВУ) 


Е УТ = ы 
|| Ве У 9 (в 21-4 ИН |. 
° Но из теоремы 6 следует, что при п_> т 


Ап >С (г) (1 — в)" ети 2”. 
Следовательно, ряд 
У 4," Ф° (п?) 
П==0 


сходится при условии 


18| Пш У4,„Ф© (22) < 1, 


® 
(п!) а 


2 |(И4-+=— 1) ИН | Ом (2®)Г Ап Е 


Но (так как = сколь угодно мало) 


И и оО. >=. 


ри (2п)! 


Следовательно, сходимость возможна лишь при выполнении условия 
ЕЕ Ин 1 
(ИУ +=—Юе о 


что и доказывает нашу теорему полностью, в силу теорем 2 и 7. 
Теорема 8 подкрепляет соображения о неулучшаемости оценки (10). 
Интересно сравнить оценку снизу А» с оценкой сверху 
у 
^п 
Ап с т › (14) 
которая может быть получена ‘из соображений монотонности (Ап{1 — воз- 
растающая функция всех №» при »<)^, <), <..., что видно из леммы 2). 
Для Д„ = п% оценка (14) дает: 


| 


(Ата) «Зраи», 


а оценка (13) — 


И епт. 
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Для о =0 обе оценки дают примерно одно и то же, а для любых других 
а различны, причем при «=1 вторая оценка точна. (Кстати говоря, 
оценка (14) эквивалентна оценке В. Л. Гончарова 


( | ... С К 
а. А 


«ры уе д. Воля МНН 


В заключение отметим, что метод этой статьи имеет по сравнению с 
методом, изложенным в статье (!), тот недостаток, что его весьма трудно 
использовать для получения теорем единственности для классов функций, 
более широких, чем те, для которых сходятся интерполяционные ряды. 


Поступило 
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К ТЕОРИИ НЕЯВНЫХ ФУНКЦИЙ 


(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В работе исследуется характер однозначного решения системы 
уравнений 


а, 9) — ЕР) 
в случае, когда Ё, определены в пространстве Евклида т -- п измерений 


и непрерывны в нем. 


Введение 


В настоящей работе мы исследуем характер однозначного решения 
системы уравнений 


ой Ульи ож.) (1) 
в случае, когда Ё, определены в замкнутой области пространства Евклида 


т -- п измерений и непрерывны в нем. 
Система функций 


д =) (Я, Вох 9 (ИЕ а) (П) 


называется однозначным решением системы уравнений (Т), если: 
1) функции ]; однозначны и определены на проекции в пространство 


(11,... т) множества всех точек Р(1.,...,Хт, У, ...,\”) (т + п)-мер- 
ного пространства, координаты которых удовлетворяют системе (1); 
2) все точки (т - п) -мерного пространства, удовлетворяющие 


системе (11), удовлетворяют системе‘ (1). 

Вопрос о неявных функциях, заданных системой (Т), в случае, когда 
Г. определены в пространстве Бэра и являются функциями классифика- 
ции Бэра, разобран П. С. Новиковым ('). Если каждой точке простран- 


ства (х,,....Хт) соответствует самое большое счетное множество точек 
пространства (9,,..., У»), удовлетворяющих системе (1), то показано, что 
область Е существования неявных функций у:(1=1,..., п) есть В-мно- 
жество и что на Ё существует неявная функция у:(1=1,...,п), совпа- 
дающая с однозначной функцией ‹;(5,,....9т) (1=1,...,п) классифи- 


‚кации Бэра, всюду определенной. 
В общем случае, когда не предполагается счетность указанного мно- 


жестваа хотя и можно выделить однозначное решение у; = 
=‘; (1, ..., т) (=4,...,п) системы (Т), но, вообще говоря, может не 
существовать решения, для которого функция %(=1,..., п) совпадала 


бы на пространстве существования с какой-либо функцией классификации 
Бэра, всюду определенной. Следует заметить, что в случае, разобранном 
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оби ь а РА 
П. С. Новиковым, нет разницы между тем, когда Ё; — непрерывные 
функции и когда они являются произвольными функциями классифика- 
ции Бэра. 

Частный случай поставленной здесь задачи, когда каждой точке 


(х,...›Жт) соответствует не более одной точки (у,,..., У), удовлетво- 
ряющей системе (Т), был исследован В. И. Гливенко (?). Функции 
2 (%1,....2т) (=1,..., п), являющиеся решением системы (Т) и назван- 


ные неявно-непрерывными, таковы, что определяемая ими поверхность 
есть множество типа Ёо. 
Мы покажем, не делая никаких предположений относительно множе- 


ства точек (у,,..., Ут), соответствующих точкам (1,:,...,Хт) и удовле- 
творяющих системе (Т), что система (Т) имеет решение (П) в точках мно- 
жества ЕЁ типа Г, и что функции ]+(1.,...,Хт) (=1,..., п) — однознач- 


ные функции первого класса. Следуя Н. Н. Лузину, мы будем говорить, 
что множество ЕЁ униформизирует множество &, лежащее в пространстве 
(Т.Ф У, :-., Эа), Относительно (2,..., 2), ели Во и а 
точка, принадлежащая к проекции < в пространство (5,,..., Хш) является 
проекцией одной и только одной точки множества Е. 

Множество Ё называется униформизирующим для множества @ф или 
униформизирующей поверхностью. 

`Операдия выделения из @ униформизирующего множества называется 
”’ни^ мизацией множества 0. На основании работы С. Браун (3), где 
показано, что существуют замкнутые множества, которые нельзя унифор- 
мизировать множеством типа Ё., легко заключить, что функции 
2 (5,....Ят)(=1,...,П) в нашем случае не являются неявно-непре- 
рывными, рассмотренными В. И. Гливенко. 


$1 


Пусть дана система уравнений 
[лье баллоны т) за Фе етений (Т) 


где №, — непрерывные функции, определенные во всех точках замкнутой 
области пространства Евклида т -- и измерений. 


Рассмотрим множество @ точек Р(5:,..., Хт, Ул, ..., Уп), координаты 
которых удовлетворяют системе (Т). Так как Ё$ (5=1,..., р) — непре- 
рывные функции, то множество @ есть замкнутое множество. 

Обозначим через Ё проекцию множества @ на пространство! (2;, ..., т). 
Множество Е является областью существования неявных функций 
и (1=1,..., п), определяемых системой (Т), и как проекция замкнутого 
множества есть множество типа Ёс. 

Ясно, что однозначное решение {у; = 1 (%1,...,5)] (=, ..., п) 


системы (Г) определяет для @ униформизирующее множество, и обратно. 
Следовательно, задача нахождения однозначного решения системы (Г) 
сводится к задаче об униформизации замкнутого множества ©. 
В этом параграфе мы рассмотрим случай, когда системе (1) удовлетво- 
ряют координаты точек; Р(21,...,Ят, У»... У) © Ш (1=1,...п), по 
модулю меньшими некоторого числа М. В этом случае множество ©, 
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подлежащее униформизации, будет замкнутым и ограниченным относи- 
тельно осеи`Оу; (#=1,:. тп). 


ЛЕММА 1. Замкнутое множество © пространства (х\,..., т, /), 
ограниченное относительно оси Оу, можно униформизировать поверл- 
ностью, определенной уравнением у=}(х.,..., т), где о 


полунепрерывная сверху Функция, определенная на Е = пр» хи © 
ь т 

и равная в точке разрыва верхнему пределу значений Функции, взятых 

$ точках непрерывности этой функции и стремящихся к точке разрыва. 


(р т У (рн). 


НЫ: Проведем через каждую точку ро Е прямую 
О» | О». В пересечении Ор с < получим замкнутое множество /». Обоз- 
начим верхнюю границу этого множества через ушах. Точка Р (р, ушах) © ©. 
Совокупность так выбранных точек Р определяет для @ униформизирую- 
шую поверхность /”. 

Рассмотрим функцию ©(5,,...,Хш), определенную на множестве Е 
и равную в точке рс Е Ушах для [». Уравнение у =(5.,..., хт) опре- 
делит ту же поверхность й’. Рассматривая лебеговские множества ЕЁ [Ф< а] 
и Е[о>а]|, легко доказать, что функция Ф полунепрерывна сверху. 


Определим новую функцию ](1,,..., Хи) так, чтобы она удовлетво- 
ряла условиям леммы. 
Так как функция ©(7,,...,Хш) полунепрерывна сверху, то в любой 


порции множества ЕЁ найдется точка рнъ, в которой функция Ф непре- 
рывна. Следовательно, в каждой неизолированной точке рс ЕЁ суще- 
ствует 


и Ф(Рно). 
Рнф->р 
Положим функцию ] (51, ..., Хш) равной о (51, ..., Хт) в точках риъ непре- 
рывности этой функции и равной Ит © (Рио) в точке р разрыва этой функции. 
., Рно—>р 
Ясно, что уравнение у = /(%;,..., Хт) определяет для Ф униформи- 


зирующую поверхность Й. 
Покажем, что функция } непрерывна в точке р, в которой суще- 


ствует Ш © (Рне). 


Рнь—>Р 
Пусть дано е >0. Так как /(р) = Шш ©(Рне), то найдется порция 
Рнфх—>Р 
и > р, на которой значения /(р) и $(Рне) лежат в полосе шириной 
>. Пусть 1 СЁ и в ней функция ©(х;, ..., %„) разрывна. Из опреде- 


и функции | следует, что в 0Е найдется такая точка Ри» ЧТО 
, ‚ 5 
[7 (1) — 9 (Ри). < › 


а так как в точках Рриь значения функций ] и $ равны, то, значит, на 
всей порции 8Е значения функции ] лежат в полосе шириной < ев и, в 
силу произвольности ев, отсюда следует, что функция } непрерывна 


в точке р. 
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Очевидно, что точки непрерывности функции ‹ остаются точками не- 
прерывности и функции ], но функция ] может иметь новые точки 
непрерывности. Но все же, как легко видеть, 


Ти. Ф (р) = Ра. 1(Рыз). 
Рнф-?Р Рну_> 


Следовательно, значение функции } в точке р разрыва равно 


Пл. (Ри). 


Рнуф—>Р 


Легко видеть, что функция } является полунепрерывной сверху 


функцией. 

Определение 1. Точку поверхности йЙ, определенной системой 
уравнений {у; = + (11, ..., 2т)} (=1,...,п), назовем точкой непрерыв- 
ности, если в ее проекции на (5,,..., Хт) все функции р (1=1, ..., п) 
непрерывны. 


Определение 2. Назовем поверхность плотной, если любая пор- 
ция ее содержит точку непрерывности поверхности. | 

Определение 3. Порцией (т -- п)-мерной поверхности называется 
часть, высеченная из нее (т -- п)-мерным интервалом *: 


а< <, 
м 
ат-1 < У: < бт 
ааа, 
Определение 4. Точку непрерывности функции ], определенной 


на поверхности, назовем точкой усиленной непрерывности функции }, 
если она является точкой непрерывности поверхности. 


. 


ЛЕММА П. Замкнутое множество ® пространства (т.,.., т» 
/:,..., Уп), Ограниченное относительно осей Оу; (1=1,..., п), можно 
униформизи ровать плотной поверхностью. 

Доказательство. Определим функцию }] (5,,..., хт). Пусть 


ня = ПРх,,... хиу, ©. 


Ясно, что ©“ — замкнутое, ограниченное относительно оси Оу, множество. 
На основании леммы Т, множество 6“ можно униформизировать поверх- 


ностью, определенной уравнением у, =} (5,,...,Хтш), которая, согласно 
определению 2, будет плотной. 

Положим, что функции ],,...,/к уже определены и что система 
уравнений {у;=]+(7:,,.., 2т)}” 1=1,....й—1, определяет для 
ПРх,,.. хи» ул». ик-@ униформизирующую плотную поверхность й. Опре- 
делим функции {+ (2,,...,Тт) при помощи следующего построения: 


1. Возьмем замыкание й поверхности й. 


* Иногда нам придется употреблять понятие замкнутой порции, т. е. порции, 
высеченной замкнутым интервалом. 
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2. Проведем через каждую точку множества й прямую, параллель- 


ную Оу, и возьмем пересечение Н полученного множества с 
прх,,...хт, и,...ук ©: Множество Н — замкнутое, ограниченное относительно 


оси Оух. 
3. На основании леммы Г, униформизируем множество Н поверхностью 


Ук = (а, ..., т У»... , Че). 
4. Рассмотрим функцию ф в точках поверхности #. Пусть 


Е 


Система уравнений 


Е 5 с ЕЙ Ук = 5, 


определяет для Н, а следовательно, и для пр... хи и,,...ик @ Униформи- 
зирующую поверхность относительно (11, ..., Хм). 

5. Определим новую функцию / и (1,,..., т) так, чтобы система урав- 
нений {у; = }(х,,..., 1т)} (=1,..., А) определяла для прх,,..хи,и» ук © 
плотную униформизирующую поверхность. Покажем прежде всего, что 
функция $ имеет точку непрерывности в каждой порции множества ВЕ. 

Пусть даны > 0 и 5Е. Возьмем порцию ой, проектирующуюся в 8 Е. 
Так как функция $ (2,,..., Хи»у,,..., Ува) первого класса на #, то най- 
дется порция с'й < ой, на которой ®_л, (ф) < е, а следовательно, ®„, (4) < в. 
В сй возьмем точку Р непрерывности поверхности й. Тогда в точке 
Р = прх,,...хи„Р все функции }(1=1,.... & —1) непрерывны. Ясно, что 
РСЗЕ и что можно выбрать порцию 8,Е > р так, чтобы проектирую- 
щаяся в нее часть поверхности Йй лежала внутри интервала с, С с’. 
Тогда фо,» (ф)< в и, следовательно, 


®ё,Е ($) < в, 


что требовалось доказать. 

Покажем, далее, что любая порция поверхности й содержит точку 
усиленной непрерывнссти функции $. 

Пусть дана порция сй. Она содержит точку Р, непрерывности поверх- 
ности й. Пусть 


Ро = прх,,...,=иРо и 6 = ПРх,,...,хто. 


Ясно, что рр С ОЕ и что в ру функции + (1=1,..., & — 1) непрерывны. 
Следовательно, найдется такая порция 5'Ё > р,, что вся проектирую- 
щаяся в нее часть поверхности й лежит в интервале с’ со. 

Может оказаться, что 6’Е содержит изолированную точку. Тогда 
соответствующая точка поверхности будет искомой. Если же нет, то 9'Ё — 
порция совершенного множества и любая ее порция содержит точку, 
в которой все функции, определяющие #й, вепрерывны. Следовательно, 
множество точек, в которых все функции }; (1 =1,..., К — 1) непрерыввы, 
есть множество второй категории. Множество же точек, в которых $ 
непрерывна, — также второй категории. Следовательно, найдется точ- 
ка р Со’Е, в которой все функции }(1=1,....А—1) и ох непре- 
рывны. Точка Р, поверхности й, проектирующаяся в р., является точкой 
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усиленной непрерывности функции Ф и лежит в интервале с’ с. с, что 
требовалось доказать. 

Определим на й функцию Ф(5,,..., Я, У, ..., Ук), Положив ее 
в точке усиленной непрерывности функции Ф® равной значению этой 
функции, а в точке Р, не являющейся таковой, — равной 


Ша $ (Рус.н. $). 


Рус.н.х—>Р 


Уравнение ух = Ф(5,,..., Жи, У,..., Ук) определяет для Н униформи- 
зирующую поверхность относительно (%1,... Я, У1, .-.› Ук—1). Проводя 
рассуждения, аналогичные тем, которые мы применяли в лемме Т, полу- 
чим, что функция Ф полунепрерывна сверху и в точке Р, не являющейся 
точкой усиленной непрерывности 
функции Ф, равна 

Пт Ф (Рус. н.х). 


Рус.н.Ф-—>Р 


Обозначим 
Е 
= ИЕ 25. т) 
Уравнения И вы 
к ; Г о АВГ определяют для 
7% прь,,... хи» ш»...ик @  УНИформизирую- 


щую поверхность А,. Нетрудно пока- 
зать, что поверхность #й, — плотная. 


Давая А последовательно значения 2, 3,...,п, получим униформизи- 
рующую для 04 плотную поверхность, определенную уравнениями 
о о. 

Замечание 1. Одна из полученных функций }(=1,..., п), 


а именно },, полунепрерывна сверху. Приведенный ниже пример показы- 
вает, что остальные функции нельзя выбрать также полунепрерывными 
сверху. 

Пусть множество @ определено условиями: 


Ясно, что если функция у, полунепрерывна сверху, то функпия у 
не может быть таковой, и наоборот. 

ТЕОРЕМА Г. Замкнутое множество & пространства (5х1, ..., бт, 
У, ..., Уп), бзраниченное относительно осей Оу; 1=1,..., п), можно 
униформизировать плотной поверхностью, определенной уравнениями 
(\= (2, ..., Хт)} 1=1,..., п), где функции }, определены на замкну- 
том множестве Е = прх,,....хи © и первого класса на нем. 
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Для доказательства нам потребуется понятие ступенчатой функции. 
Употребляемое нами понятие ступенчатой функции является небольшим 
расширением аналогичного понятия, данного Н. Н. Лузиным [см. (4), 
стр. 187]. 

Мы называем функцию ], заданную на замкнутом множестве Р, сту- 
пенчатой, если Р можно разбить на счетную сумму неперекрывающихся 
множеств ек, каждое из которых есть разность двух замкнутых множеств, 
так, что на каждом ех функция } постоянна. 

Легко видеть, что ступенчатая функция / есть функция первого класса, 
так как для любого числа а множество Е [/>а] (и Е[/<а]) точек 
О балы «ВЯ Которых (ао бей есть множество 
типа Ао. 

Доказательство. Пусть дана последовательность 3, >>>... 

.>>..., где е„->0 при п-> <. 

а) ны, что множество @ можно униформизировать плотной по- 
верхностью Й,, определенной уравнениями (= пр. > п), 
для которой функции Я отличаются от ступенчатых на Ё функций Д. на 
величину < в.. 

Согласно лемме П, униформизируем множество @ плотной поверх- 
ностью й,,, определенной уравнениями {у; = т (ооо р Ч И ор 
Обозначим через ЕЁ, множество точек, в которых колебание хотя бы одной 
из функций, определяющих поверхность, > е,. Множество В, < Ё за- 
мкнуто и нигде не плотно на Ё. В каждой же точке множества Ё — Е, 
колебание каждой из указанных функций < в‚. Ясно, что часть поверх- 
ности йо, проектирующаяся в Е — Ё,, остается плотной поверхностью. 
Часть [ло множества й:о, проектирующаяся в Ё,, может быть униформи- 
зирована плотной поверхностью. 

Пусть уже определены множества Ез (В =1,2,..., «—1) и для части 
1% множества й\, — плотная униформизирующая поверхность №, опреде- 
ленная уравнениями 


7 — 
Е о: = ом) 
Определим Ё.. Пусть Ё„ — множество точек < Ел, в которых колебание 
&—1 
относительно Ё.„_: хотя бы одной из функций В (7) п) >=. 


Множество Ё„ замкнуто и нигде не плотно на Ё,_1. В каждой же точке 
множества Е, — ЁЕ„ колебание каждой из этих функций (относительно 
множества Ё,„_1) < е,. Часть поверхности По проектирующаяся в Е — Въ 
остается плотной поверхностью. Часть Гл, множества йо, проектирующую- 
ся в Е,, можно униформизировать плотной поверхностью (согласно 


лемме П). 
Если а — второго рода, то полагаем Е, равным ПЕ Давая о после- 
< а 
довательно значения 1,2,3,...,©®,..., получим последовательность 
замкнутых множеств Е > Ё, 2 Е. >...2Е,>..., каждое из которых 


нигде не плотно на всех предшествующих. Эта последовательность обо- 
рвется. Пусть Е. — последнее непустое множество. Тогда 


| 
Е=У (Е, — Е. ). 
а=0 
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Обозначим через Й (%,...,2т) (=4,... , п) функции, равные в точках 
множества Ё, — Е. значениям функций т. еее ое льду 
Ясно, что система уравнений {у; = У (ти рее ыповрея 


деляет для @ униформизирующую поверхность й, С йо. Нетрудно ви- 
деть, что поверхность й, является плотной. 


Покажем, что существуют ступенчатые на Е функции ие (ея) 
такие, что 


И 


в каждой точке множества Е. 

Из построэния функций 1; (=1,...,п) следует, что колебание ка- 
ждой из функций в каждой точке рс Е. — Ез1 относительно Ё„ — Ват 
меньше з,. Следовательно, ЕЁ, — Ё„., можно разбить на счетное число 
замкнутых порций, на каждой из которых колебание каждой из функций 
# (=1,..., п) меньше в. 


Положим ее =е и 


же" — У е* для, р 1. 


1<р 


Каждое еь есть разность двух замкнутых множеств. Очевидно, что 
множества еь попарно не персона, Так как множеств Е. — счетное 
множество, то и множеств ©» — счетное множество. Перенумеровав их все 
подряд и обозначив А-е по порядку множество ер через в мы ‘увидим, 
что все множество Ё можно разбить на счетное число попарно не пересе- 
кающихся множеств ех, на каждом из которых колебание каждой из функ- 


ций Я (1=1,..., п) меньше е.. Определим на Е функции т: "(=4 Е 
и в й о { 

положив И равной на е, одному из значений ]; на этом множестве. 

Функции / (=1,...,п) являются ступенчатыми на В; кроме того, 


в каждой точке рс Е 


Ф-А’Ф |<: @=4,... 5). 


6) Положим, что для @ уже определена плотная униформизирующая 
поверхность Йх, определенная уравнениями 


а о В 


для р. функции № (#=14,..., п) отличаются от ступенчатых на Ё 
функций ” на величину о Положим, кроме того, что Е разбивается 
на сумму счетного числа множеств 


со 
Е == > ет; 
1=1 
таких, что каждое ех; есть разность двух замкнутых множеств, колебание 
каждой из 'функций и ((=1,...,п) в каждой точке множества ек; от- 


носительно ез; меньше вх и что часть поверхности й», проектирующаяся 
в @ек;, является плотной. 
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Определим для @ ню униформизирующую поверхность 11, 


заданную т и=Д (2,..., 2т)} &=1,...5п)ль дяя: ко 
р функции /#" отличались бы от ступенчатых на Е функций 
111" на величину Е 


С этой целью замкнем множество ед; и обозначим его замыкание через ен. 
Возьмем часть Их; поверхности й», проектирующуюся в ек, обозначим 
через #; замыкание взятой части и применим к множеству №; предше- 
ствующие рассуждения. Пусть к | 1,; — плотная униформизирующая мно- 
укество и поверхность, определенная уравнениями {у; = а 1 (2, аж} 
(=1,..., а), и пусть "" — ступенчатые на е; функции такие, что 


о ы 
"| 


в каждой точке множества е;. После этого вновь перейдем к множе- 
ству @х;. 

Аналогичные построения проведем для каждого множества ех; (/=4,2,...). 
Совокупность поверхностей Йк+1,; образует для @ униформизирующую по- 
верхность Йх-: © к. 

Обозначим через /#*' (&=1,..., п) функцию, равную на е»; функции 

®+1,7 |; И 

те (Г=1,..., п). Ясно, что система уравнений {у; =} ' (11,...,2т)} 
(1 =1,...,п) определяет поверхность Йк4а, которая, как нетрудно по- 
казать, будет плотной. 

Функции 2 (1=1,..., п), равные на ех; функциям Дт ‚“ (=, п) 
будут ступенчатыми на Ё, и в каждой точке множества Ё будет справед- 
ливо неравенство 


р де 


Давая А последовательно значения 1,2, 3,... ‚ получим после- 
довательность униформизирующих множество @ плотных поверхностей 
бе (а 2...) 

в) Определим плотную униформизирующую множество © поверхность й, 
заданную уравнениями {у; =} (2,,...,2т)} &=1,..., п), для которой 
функции /; &=1,...,п) были бы первого класса, 

Рассмотрим последовательность 


аа Я (1) 


Она равномерно сходится на Е. Действительно, пусть дано = >0. 
Возьмем из последовательности в;, в›,..., 8%... ЧИСЛО ек<ев. Пусть 
р — какая-то точка множества Ё. Тогда р с: ек;. По построению, в каждой 
точке ех; колебание каждой из функций Й (=4,..., п) (относительно 
точек ех;) меньше ея. Значит, существует порция бек; р, на которой коле- 
бание функций ‚я Е ОБС п) меньше зе». Следовательно, часть по- 
верхности й», (а значит, и #й»), проектирующаяся в бек;, содержится 
в (т -- п)-мерном интервале с со сторонами, параллельными Оу; ((=1,5.:5т), 


меньшими чем в». Для 4)>А часть поверхности йа, проектирующаяся 
в ек, содержится в замыкании соответствующей части поверхности йх и, 


6 известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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следовательно, содержится в интервале с. Таким образом, в любой точке р 
будем иметь: 

| — в, 92% 1=1...5 
что указывает на равномерную сходимость последовательности (1) на 
множестве РЁ. 

Обозначим через р (Е =1, щей 8) предельную функцию. Нетрудно 
видеть, что функция } (1 р ., п) является также пределом о 
мерно сходящейся последовательности ступенчатых на Е функций РЕ 
а следовательно, /; — первого класса на Ё. 

Обозначим через й поверхность, определенную уравнениями 


Ве (9 со и (= в зе п) 
Покажем, что АС. 

Возьмем точку Рей; Р есть предельная для точек Рь с йх, но поверх- 
ности й» содержатся в йо и, следовательно, в @. Так как © замкнуто, 
ОР 

Покажем, что й является плотной поверхностью. Пусть дана порция ой. 
При достаточно большом значении А интервал с будет содержать точки 
поверхности Ах. В порции ой» найдется точка Р непрерывности поверх- 
ности Йк. Из построения следует, что точки непрерывности поверхности Ах 
остаются точками непрерывности поверхности Й»к::, а следовательно, и 
Йк+а, где а >0. В точке р = прх,, .. Р будем иметь: 


от 
® |: 
= (Е м, 


а НЫ Л, также равно я ((=1,..., п) и РСА. Так как после- 
довательность Д, /, . 9 д; ... (=1,...,п) сходится равномерно и 
в точке р функции м (о... а непрерывны, то и все функ- 
ции |: (1=1,...,п) являются непрерывными в точке р. Следовательно, 


порция сй содержит точку Р, являющуюся точкой непрерывности поверх- 
ности И. 


Теорема Т доказана. 
Определение 5. Назовем функцию /(7,,..., хи) плотной на мно- 
жестве Ё, если для любого => 0 в любой порции &Е, содержащей точку 


Ро разрыва функции, найдется точка р, в которой функция непрерывна 
и для которой 


[7 (Р)— 1 (Ро) |<. 


ТЕОРЕМА Л». "Пустьз (о, аыпалренко, уве 9, Вир) — 


непрерывные функции, определенные в замкнутой области пространства 
Евклида т -{ п измерений. Система уравнений 


(тс добило Уп: оф  бадый (Г) 
которой удовлетворяют только числа (т,,...,1т, Щ,..., Уп), с % 
(1=1,...,п), по модулю меньшими некоторого числа М№, имеет одно- 


значное решение: 


Ш-Л (ть... 2=)} @=54,... п) (т) 
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< точках замкнутого множества Е; функиии } (1=2,...,п) первого: 
класса и плотны на Е. 

Доказательство. Ранее было замечено, что если (у:=]; (ж1,..., 2т)} 
((=1,..., п) есть система уравнений, определяющая униформизирую- 
щую поверхность для множества & точек Р(т.,..., т, У»... , Уп), 
координаты которых удовлетворяют системе уравнений (Г), то функции 
9: =]: (%,,...,Ят) (=1,...,п) являются решением системы (Т). Не- 
трудно видеть, что & — замкнутое, ограниченное относительно осей 
Оу: (Е =1,..., п) множество. На основании теоремы Г, его можно унифор- 
мизировать плотной поверхностью йЙ, определенной системой 


и = (2... ,2%)} (=4,...,п), (п) 


где }: определены на замкнутом множестве Ё = пр..,..,х„@ и первога 
класса на ЕЁ. 

Покажем, что Ё (1=1,..., п) — плотные на Е функции. 

Пусть даны = >0 и порция 8ЁЕ, содержащая точку ро разрыва функ- 
‘ции /+. Возьмем точку Рус. й, проектирующукся в рь, и (т -- п)-мерный 
интервал с > Р., проектирующийся в 0, со сторонами, параллельными 


осям Оу; ((=1,...,п), по длине меньшими =. Порция ой > Р, — точку’ 
непрерывности поверхности й. В точке р, = прх,,...х„Р, все функции 
#(=1,...,п) непрерывны и, кроме того, 

[А (р) — Л (Ро) |<, Вы м, ВАО, 


Следовательно, /; — плотные на ЕЁ функции. 
Теорема доказана. 
Определение. Решение и = а (ры аи Е Лань, п) 
системы 
(1 (21, -.., ть Ур -, Уп) = 0} (5=1,...,р) 


назовем простейшим, если для всякого другого решения 
о. они) = ет) 


той же системы в каждой точке р области существования ЕЁ выполняется 


неравенство 
и т 


Хор (#0) > Уор(1,). 
$= 4—1 
Замечание 2. Пусть на замкнутом множестве Е пространства 
(1,..., т) определены однозначные функции }(х1, ... ‚ Ят) (= 1,..., п) 
первого класса, плотные на Е. Тогда найдется система уравнений 


Аа, ее. Ор чо УР), 
где Е. ($=4,..., р) — непрерывные функции в пространстве Евклида, 
для которой система 
(и= (ть ... ‚ 7т)} (1=1,..., п) 


является простейшим решением. 
6* 
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Чтобы убедиться в справедливости сделанного замечания, достаточно 


систему уравнений (Г) выбрать так, чтобы множество точек Р(х,,..., тт, 
/:,..., У) © координатами, удовлетворяющими ей, совпало с замыка- 
нием й поверхности й, определенной системой уравнений {у:=/: (х., ..., Жт)} 
ИА 

$2 


В этом параграфе мы рассмотрим решение системы уравнений (1) 
в общем случае, без ограничений, наложенных теоремой П. 


ЛЕММА Ш. Пусть множество Е = Уеь ек С ера, где ек — ва- 


&=1 | 
мкнутые множества. Если функция }(р) первого класса на каждой раз- 


„ности ек+1 — ек ий на е,, то она первого класса и на Е. 

„Доказательство. Покажем прежде всего, что } — первого класса 
на каждом ех. По условию, ] — первого класса на е,. Покажем, что если } 
первого класса на еки наех-— 6х, то она первого класса на ех+1. Заметим, 
что разность @х{1 — ек есть сумма счетного множества замкнутых пор- 
ций Дь:1 множества ек: 


р 
З т 
еь+1 — ек = ж Аха. 


П—=1 


Так как /(р) — первого класса на ехк, то 


7 (р) = Ш и (р), 


Е 
где /» — непрерывные на ех функции. А так как /— первого класса на 
@к-+1 — @к, ТО 


/(р) = Пт РЕТАО, 


АН 
где и — непрерывные на ех +1 — е, функции. 


п 
к ЗН 
Построим функцию /*"", положив ее равной 7*" на — Аз и рав- 
$ =1 
> р 
ь . 
ной ]п на ек. Так как > Ак 1 и е — два замкнутых непересекающихся 


=1 
множества, то функция [| непрерывна на их сумме, Дополним ее так, 
чтобы она была непрерывна всюду. Дополненную функцию будем обозна- 
чать также через /\""'. Докажем, что последовательность непрерывных 
функций 

К а к 

аи, 


.)/п ата в 


о: к ] на всем ек11. Пусть ро С е41. Если ру сек, то ти (ро) = 
= /и (Ро) и, следовательно, 


{ (ро) = № у" " (ро). 
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Пусть Ро С ек+1 — е». Тогда найдется такое Е, что Рос Аь:1. Следователь- 
но, в точке ру для п > 1 


Е 


п’ (Ро) = тн (ро) 


и, значит, 
(Ро) = Ит т (Ро). 


Так как ро — произвольная точка множества ера, ТО } = И [1 на мно- 
п-—>со 


жестве ех 4. 
Покажем, что последовательность 


Е 


ходится в каждой точке множества Ё. Так как рус Ё, то найдется та- 
кое &, что р, С ек. Тогда, по построению, для любого п 


Дт (Ре) = Ре" (ро) = +: = и" (ро) = - 


Следовательно, для п > А имеем 


р = КО 


и, значит, 
Ни » (Ро) = / (Фо). 


Таким образом, / — первого класса на Ё, что требовалось доказать. 

Пусть дано замкнутсе множество @ пространства (7.,....Ят, 
у,..., У). Пусть Е = прх,...х„@; поставим в соответствие каждой 
точкерс Е число &, равнсе расстоявию точки р до множества, предста- 
вляющего собой пересечение множества © с п-мерным пространством, пер- 
пендикулярным пространству (1,,...,2ш) и проходящим через точку р. 

Определение 7. Точку р,(1,,...,Тт) назовем точкой неограни- 
ченности множества ©, если в любсй порции 8Ё, где 6 > р, найдутся 
точки, для которых &, больше любого наперед заданного числа. 

Определение 8. Порцию 8Е назовем порцией ограниченности мно- 
жества ©, если для точек рс Е множество чисел &› ограничено. 

ТЕОРЕМА Ш. Замкнутое множество & пространства (т:,..., т,» 
у,...,Уа) можно униформизировать поверхностью й, обладающей сле- 
дующими свойствами: 

1) функции и = р (х1,..., 2) (=1,..., п), ее определяющие, за- 
даны на множестве Е = прх,, ..., хи © (типа Е) и являются функциями 
первого класса; 

2) часть поверхности й, проектирующаяся в порцию ограниченности 
множества ©, является плотной; 

3) множество Е можно разбить на сумму счетного числа непересекаю- 
щихся множеств еь, каждое из которых есть разность двух замкнутых 
множеств, так что часть поверхности, проекти рующаяся в ек, является 
плотной. 

Определим униформизирующую поверхность для множества 6. Обре- 
жем множество @, полагая 


ААА 
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где №*< №44 и М№Мь- со при К > со. Мы получим замкнутые ограничен- 
‘ные относительно осей Оу; (1 =1,..., п) множества 


со 


п ре =; 


= 


> 


. м 
‘их проекции Е* с Ес... С Ес... в пространство (27:,..., 2) 
будут также замкнутыми множествами и 


[>®) 


У Е = Е. 


К—=1 


Множество е_ `, на основании теоремы Т, униформизируем плотной по- 
верхностью, для которой функции, ее определяющие, определены на Е! 
и первого класса. Положим, что для @“® уже определена соответствую- 
щая униформизирующая поверхность. 

Определим ее для множества о’ *Н!, проектирующегося в Е“®Н. 

Так как ЕМИН > Е\®, то остается доопределить униформизирующую 
поверхность на множестве 


ЕЕ ь8 ЕМЕ. 


Возьмем замыкание множества Е“*+! — ЕМ*. Часть множества @^“®+!, про- 
ектирующаяся в него, есть замкнутое, ограниченное относительно осей 
Оу; 1 =1,..., п) множество. Униформизируем его поверхностью, согласно 
теореме Т. Нетрудно видеть, что часть этой поверхности, проектирующаяся 
в Е\-Н — ЕМ", останется плотной, а функции, ее определяющие, первого 
класса на этом множестве. Давая К последовательно значения 1,2,... 
получим разбиение множества Е на счетное число множеств ЕМН — Е» 
попарно не пересекающихся и таких, что часть множества &, проектирую- 
щаяся в Е\®Н — Е“, униформизируется плотной поверхностью, причем 
функции, определяющие эту поверхность, — первого класса на Е“*+!— ЕМ%. 
Сумма всех этих поверхностей есть поверхность й, униформизирующая ©. 

На основании леммы Ш, функции у, =], (1,...,2,)(=1,...,п), 
определяющие поверхность А, являются функциями первого класса на 
всем Р. 


й 
? 


Заметим, что каждая порция ограниченности 5Ё множества Ё входит 
целиком в некоторое множество Е“*, поэтому часть поверхности А, проек- 
тирующаяся в эту порцию, является плотной. 

"Тем самым теорема доказана. 

Пусть на множестве Ё определена система функций {/:} (1=1,...,п). 

Определение 9. Назовем точку р точкой неограниченности системы 
функций, если для любого 6>р порция 6Ё содержит точку, в которой 
хотя бы‘одна из функций системы по модулю была больше любого на- 
перед заданного числа М. 

Определение 10. Порцию Её множества ЕЁ назовем порцией огра- 
ниченности системы функций, если существует число М такое, что 


Еб == [| |, ... п) < М. 
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ТЕОРЕМА ТУ. Система уравнений 


ОРУ, бо: нд) (Ч, 15), (1) 


где К; — непрерывные функции, определенные в замкнутой области про- 
странства Евклида т -- п измерений, имеет решение 


о (11) 


в точках множества Е типа Е’, причем функции р (1=1,..., п) обла- 
дают следующими свойствами: 

1° они первого класса на Е; 

2° они плоитны на каждой порции ограниченности ; 

3° множество Е разбивается на счетное число непересекающихся 
множеств ек, каждое из которых есть разность двух замкнутых мно- 
жеств, на каждом из которых функции }; (1=1,..., п) плотные. 

Доказательство. В начале $ 1 было замечено, что выделение ре- 
шения системы уравнений (11) сводится к униформизации замкнутого мно- 
жества @ точек Р(1,:,..., Я, У.,...,Уп), координаты которых удовле- 
творяют системе (Т). Возьмем это множество. На основании теоремы Ш, 
его можно униформизировать поверхностью, определенной уравнениями 


ЛО.) 7„)} (1 =1,...,п) со свойствами, указанными в той же 
теореме. 

Система {у, =],(5,...,2„)} @= 1, ...,П) является решением 
системы уравнений (Т). Функции }(1=1,...,п) определены на 
Е = пр, ...,х„@ (типа ЁР.) и первого класса. Ясно, что порция ограни- 
ченности множества < является порцией ограниченности и системы функ- 
ций + (1=1,.. ‚ п), и обратно. 


Из того, что часть униформизирующей поверхности, проектирующейся 
в порцию ограниченности, является плотной, следует, что на этой порции 


функции / (1=1,...,п) будут плотными. Таким образом, из 
свойств 2) и 3) поверхности (см. теорему 1) следуют свойства 2° и 3° функ- 
а 

Замечание 3. Найденные функции ]: 1=1,...,п), удовлетворя- 
ющие системе (Т), обладают следующим свойством: каково бы ни было М, 
точка ро, предельная для точек в [| } |(—1,..., п< №], принадлежит Е. 


Замечание 4. Пусть на множестве Е типа Е. определена система 
однозначных 9ункций 


Е, (Яр ця) (= ыы п) (17) 


первого класса, плотных на каждой порции ограниченности этой системы 
и обладающих тем свойством, что точка р, предельная для точек мно- 


жества в [| |+ |[<—1,....т)< М], принадлежит Е. Тогда найдется система 
уравнений 

оо 6-0...) (1) 
где Е. (3 =1,..., р) — непрерывные функции в пространстве Евклида, 


Эля которой система (П) является простейшим решением. 
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Чтобы убедиться в справедливости сделанного замечания, выбираем 
систему уравнений (Г), как указано в замечаний 1. 

Легко видеть, что множество Ё = прх,, ..., хи. Это означает, что мно- 
жество Ё служит областью существования и для всякого другого одно- 
значного решения 


{у = (2: ::, 9) о @=1,...,т) 


системы уравнений (Т). 

Учитывая, что точки неограниченности и порции ограниченности за- 
данной системы функций явятся соответственно точками неограниченности 
и порциями ограниченности и для системы функций $, (7=1,...,п), 
приходим к выводу, что в любой точке рс Е 


п п 
№, (1) < Хо, ($). 
1 1—1 
Поступило 
4.УП.1953 
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ПРИБЛИЖЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ. 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
МЕТОДОМ ‘С. А. ЧАПЛЫГИНА 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе дается метод построения верхних и нижних прибли- 
жений для решения систем обыкновенных дифференциальных уравне- 
ний первого порядка, основанный на новом варианте теоремы 
С. А. Чаплыгина о дифференциальных неравенствах. 


Как известно, теорема о дифференциальных неравенствах, лежащая‘ 
в основании метода академика С. А. Чаплыгина приближенного интегри- 
рования дифференциальных уравнений первого порядка, в общем случае 
для уравнений высших порядков и систем уравнений не имеет места. 

Но для систем уравнений С. А. Чаплыгиным (1) был найден аналог 
указанной теоремы, имеющий столь же неограниченную применимость. 

Основываясь на этой новой теореме, С. А. Чаплыгин дал ` метод 
построения приближений решения системы двух дифференциальных урав- 
нений 


Й 


у =Л(х, у, 2), 


2’ =9(х, 9, 2) 


| 


с начальными условиями 
9 (20) = У, 2(5%)=2, 


в предположении, что функции / их являются монотонными по одной 
из переменных, а именно — первая по переменной 2, вторая — по пере- 
менной у, внутри области, определенной начальной «вилкой». 

В настоящей работе мы даем метод построения верхних и нижних 
приближений решения системы двух дифференциальных уравнений, не 
требуя никаких предположений о знаках ], их. В том случае, когда 


у 


Г, и $, будут сохранять знаки, наш алгорифм совпадает с алгорифмом 
С. А. Чаплыгина. Ради простоты формулировок и выкладок ‚в работе 


рассматриваются системы двух уравнений, [хотя результаты носят общий 
характер. 


$ 1. Теорема о дифференциальнных неравенствах 


Сформулируем теорему, так же как это делает С. А. Чаплыгин, для 
случая системы двух уравнений. 
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Пусть дана система двух уравнений: 


ау 


фе: Г, у, 2), 
ки (1) 
о $ (2, у, 2) 


с начальными условиями 
Ч (50) = 9%, 2(50) = 2. 


Относительно функций / и © будем предполагать, что они непрерывны 
вместе с частными производными первого порядка по аргументам у и 2 


У 


в некоторой замкнутой пространственной области 0, содержащей точку 
Мо (2%, о» 20); 

ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА. Если каким-нибудь об разом найдены четыре 
функции и(х), 0(х), $(х) и 1(х), принадлежащие классу С, [х, 2,] и удо- 
влетворяющие следующим двум условиям: 

а) пространственные кривые у=и(1), 3 =5(2) иу=о0(1), 2=4(1) 
проходят через точку Му и при %®<а< 1, целиком расположены в 
области 0, 

и, О оо 
при любых *(1), заключенных между $(т) и &(х) (включая $ и 1, 


$ 7 а 
5: — $ (%, в, 5) < 0, (т, 5,1) ——0 


при любых с(х), заключенных между и(х) и 5(1) (включая ци 5) для 
всех х из сегмента [х,, х/|, то имеют место неравенства: 


и (2) < у(2) < (2), 
(и) ана. 
где у=у(х), = (т) есть решение счстемы (1), проходящее чере 
точку Му. 


Доказательство. В силу условий а) и 6), в точке <, будем 
иметь: 


и' ($0) — 1 (о, Ус, 20) = и’ (4) —У' (25) < 0, 
и (25) —7 (4%, о, 20) = (45) —У' (2) > 0, 
$ (25) — $ (2о» Уо» 20) = 5’ (20) — 2’ (хо) 2 
# (3%) — 9 (то› У» 20) = # (2%) —-' (%) >> 


Тогда при нёпрерывности всех рассматриваемых функций в некоторой 
окрестности справа от точки х, будут справедливы неравенства: 


(<< 9): 
$ (*) == (4) = (а) 


Нам надо показать, что эти неравенства будут иметь место на всем 
интервале (5%, х,). 

Допустим противное, т. е. что эти неравенства нарушаются внутри 
рассматриваемого интервала. Пусть 2 есть первая из точек (после 40) 
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ее 


этого интервала, где нарушается хотя бы одно из четырех неравенств. 
Пусть, например, и (2) =у(2) =у и #(2) = 2(2) =2, а два других нера- 
венства остаются в точке 4 справедливыми. 


В силу условия 6), в точке_х должны иметь место следующие нера- 
венства: 


и’ (1) — / (т, у, ) < 0, 
г (&) Ф (=, в, 2) > 0. 
Первое неравенство должно быть справедливым при любых < 6 [5 (2 ),1(5)] 
и, следовательно, при <=2, так как 2={(1), а второе — при любых 


3 Е [и (2), э (2)] и, следовательно, при с = у, так как у = (2): 
Таким образом, в точке х будем иметь: 


и’ (2) — / (2, у, =) = и (2) — 9' (2) <0, 
ие =и@-у@) >90. 


С другой стороны, в силу нашего допущения, в точке х мы должны 
иметь противоположные неравенства: 


тя ЕЕ й Е 
(2) > у (1), 2(2) >21 (2). 
Полученное противоречие даказывает, что д не может принадлежать 
полуинтервалу (5х., 2,| и, следовательно, неравенства 


и (1) <у(2) <ч(2), 3(1)<2(2) < 11) 


будут справедливыми на всем этом полуинтервале. 

Основная теорема доказана. 

Отметим один класс систем уравнений, для которого теорема о диф- 
ференциальных неравенствах будет справедливой и в старой формули- 
ровке. 

Нетрудно видеть, что если функции }] и о в рассматриваемой области 


7’ / 
имеют положительные производные 2 И Ф, 10 выполнение неравенств 


г — (жи, 5)< 0, 4 —ф(з, 5 ©, 
ад 41 ее — 
я —/ (1, 9,1) >0, д, —3(1, 9,4) >0 


на [2., 2,| влечет за собой выполнение условия 6) предыдущей теоремы 
и, следовательно, справедливость теоремы о дифференциальных неравен- 
ствах для рассматриваемого класса уравнений в первоначальной форму- 
лировке. 

Хотя вопрос о построении функций и, 9, $ и 1, удовлетворяющих 
основным неравенствам, С. А. Чаплыгиным и не рассматривается, в прин- 
циие это можно сделать так же, как он предлагает в случае одного 
уравнения. 

Действительно, рассматривая верхние и нижние границы функций } 
и © в области р, мы можем построить четыре функции ], (5, У), (250). 
Ф, (2,2) и 9(х, 2), удовлетворяющие неравенствам: 


1 (2, у) < 1 (в, у, 2) < (2,9), 91 (1,8) 3 9(а, у, 2) < Фа (2,2). 
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Тогда, решая уравнения 


и’ (2) =}. (,и), 9’) =Ь(х,У), и (0) = 9 (10) = У, 
$ =, (2, 5) Е = $ (2,1, $ (то) = # (50) = 2, 


мы получим четыре функции, удовлетворяющие условиям основной 
теоремы. 


8 2. Построение и сходимость приближений 


Допустим, что мы имеем четыре функции и(2), 9(2), 5(7) и (7), 
удовлетворяющие условиям основной теоремы. Требуется аппроксимиро- 
вать решение системы (1) у=у(х), 2=2(1) с заданной степенью 
точности. 

Введем следующие обозначения: 

в%(2) =! маш | [71 (2, 9,2) и, 
5(х)<2<(х) 


В (2) = пма [2(%,9,$)—$], 
и(х)«у<5(х) 


% (2) = па [9—1 (2,9, 2) ], 
5(х)<2<Кх) 

4% (2) = ша [—9(2,9,0]; 
и(х)зу<о(х) 


через К’ обозначим наибольший из шах {| /›|,|/. |, |1Фу|, |©.|\ в области Д. 
Составим уравнения для определения первой четверки приближений 
[#1 , 91, 51,6]: 
(и, — и)’ + К (и, — и) — в (2) =0, 
(51 — 5) + К (5, — $) —В (2) =0, 
(о, — 9) + К (а) +1 (2) =0, (2) 
(ик ба (2) =0 


с начальными условиями 


и. (20) = 9, (50) = Уз $, (20) = В (50) = 2%. 


Нокажем, что найденные из этих уравнений четыре функции и, (2}, 
5: (2), 9, (1), & (2), давая лучшее приближение искомого решения системы 
(1), чем начальная четверка, удовлетворяют на интервале (2., 2) основ- 
ным дифференциальным неравенствам. 

Легко видеть справедливость неравенств 


и —и_>0, $—5>0, 9-—9<0, &-—1<0, 


следующих из положительности функций (5), В (2), 8% (2), 1о (2). 
Покажем, что, кроме этих неравенслв, имеют место еще и следующие: 


ниве Бони 5 
обеспечивающие требующиеся нам соотношения принадлежности: 


[и 9,,] < [и, 9]; [5,1] < [5,8]. 
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Чтобы установить указанные выше неравенства, воспользуемся теоре- 
мой о дифференциальных неравенствах (для одного уравнения), приме- 
нив ее к уравнениям (2). 

Установим, например, первое из этих неравенств. 

Подставим в первое из уравнений (2) вместо и, (1) функцию ® (2): 


 @- Коба =о Кофи — Ди, , (3) 


где 
<. (2) 6 [5 (2), 1 (2)]. 


В силу неравенства 9’— }(52,9,<)>0, справедливого при любых 
т(2) Е [5 (2), (х)], равенство (3) можно заменить следующим неравенством: 


(9—и') Е К(о—и) — (1) > — 
>/ (2, о, =) + К (9 — и) — (т, и, ) = (о—и)(К+ 1) >0, 


тде 


фи [т + 9 (о — в), <], 004. 


Отсюда и следует, что о >и.. 
Аналогично устанавливаются и остальные три неравенства: 


3, 9, >и Ц $. 

Остается показать справедливость основных дифференциальных нера- 
венств для четверки [и;, ®,; $,, &] и тем самым установить, что о функции 
и, (5) и $, (2) будут нижними, а 9, (1) и 2(1) — верхними. 

Для этого рассмотрим разности 

—/ (1, и,,2), 9: —1(2,0,2) при 51 (1) <2< 4 (1), 
$1 — (2, У, 51), 1 — (т, Ч, 81) при и, (2) Зу<“, (2). 
Пользуясь уравнениями (2) и теоремой о среднем, представим предыду- 
шие разности в следующем виде: 


и, — } (2, и, 2) = (и, — и) и’ — / (2, и,» 2) = %(2) —К(и фи) + |) 
и’ — 1 (5, и, 2) = в (1) — К (и, и) и’ — } (1, и, 2) + 1 (т, и, 2) — 
— / (2, ил, 2) = [в (2) + и’ — } (2, и, 2) -— (и, — и) [К + 
НЕ 1 (2, и + 6, (и, — и), 2), 
41 — / (2, 91,2) = [-- 10 (2) + 9’ — 1 (а, 9, 2)] + 
+ (© — 91) [К-+ (2, 9, + (9 —9,), 2)], 
я —$ (2, У, 51) = [ви (2) + 5' — /(х, у, 5)] — 
— ($, — 5) [К + (2, у, 5 + 05(5, — 5))], 
ый — $ (ву, ь) = [- 8% (2) НИ — (2, у,0)] + 
+ (ев) [К+е; (® уе 0. (2—4), 
где 0—9; 1(=1,2,3,4.. 
В силу установленных выше неравенств: 


ИО, 9—9, >0, $#—$5>0, &-—Е>0, 
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из равенств (4) и следует справедливость основных дифференциальных 
неравенств на (%,, 2.) для построенных первых приближений. 

Таким образом установлено, что приближения и, 9, $ и &, опре- 
деленные из уравнений (2), обладают на (5%, 2,) следующими свойствами: 


1) и(2)<и, (2) <у@) <, (4) <9(з), 
5(2) < (<= (< из), 
2) ела о, 


0: _ 


—_ (1, 9,2) >0 при 26 [5, (2), 1 (5)], 
(86) 
“1—9 (1,4,4) >0 при УЕ [и (2), 9, (+)]. 
Продолжая указанные построения при помощи уравнений 
(ии я: Ч) =. (Ил =— ив) — (*) = 0, 
(бп11 — 5)’ - К (51-4 — 5) -— В (1) =0, 
(9-1 — 9л)' - К (Фи — 9) + 1. (2) =0, 
(ии — &) + К —&,) +4 (2) =0, 


Ип-1 (25) = Фт41 (20) = У» п (20) = Ва (25) = 2, 


(5) 


м 


где 


уе ЗИ [1 (%, ит, =) —и„]|, 
п(х)<2<{,(х) 


В» (2) = шт [Ф (х, у, $®) т $т], 
ии (х)Зу<«ти(х) 


(2) = шт [9% — / (2, 9», 2), 
зи (х) < 25 (х) 


» (2) =  шш [ —©$ (+, у, в) |, 
чп(х)<у<ел(х) 
получим последовательность четверок {[и», 9; 5, &}, все теснее и теснее 
охватывающих искомое решение у =у(2), $ = (5). 
Покажем, что построенные приближения сходятся к искомому решению 
и, следовательно, аппроксимируют его с любой степенью точности. 
Для этого достаточно показать справедливость следующих двух 
равенств: 
Пи (9 —и„) = 0, Ша (& — 3) = 0. 
п—осо П-+со 
С этой целью разности 9„— и» и &, — $» представим предварительно 
в наиболее удобном для исследования виде. 
Из уравнения (2) найдем: 
х х 
и, — и = \ Аа 6 = \ е-К(®-0 [1(ри,з)— в] Е 


Хо Хх 


© 
ФЕИ —\ НН [о' т Р(е, о, 2)] а, 


где 2 и 2— некоторые числа из сегмента 5(2). 
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— = 


После одной интеграции по частям предыдущие равенства можно 
представить в следующем виде: 


и; = уе К) \ С 2) + Ки] 4& 


[о 


х 


< — ле К(@— о) =. \ е—К(х—0 [7 (2. <, 2) |. Ку] АЕ. 


Хо 


Вычитая первое равенство из второго, получим: 


х 


аи, = ке [1 (1,9, 2) —7 (1, и,2)] 4 + К 


Хх 


е-К(*—0 (д — и) 4. 


82. 58 


Принимая во внимание очевидные неравенства 


е-К®-0 <1, [1—2 <1—5 


из предыдущего равенства найдем: 


9, —и < К \ о-в) + (4—5) Ча + к \ (9 —и)4а<. 


< 2К \ [(© — и) + (1— $14 при х<а< и. 


Хо 
Совершенно так же получим: 


х 


а \ [(9— и) + (#— 3) аа. 


Хо 


Теперь легко видеть, что будут иметь место аналогичные неравенства и 
для следующих разностей: 


и — и 2К\ (о: — и.) + (6 — $) 45, 


хо 


—в<2К ( (9, — и.) + (6—5) 4, 


2 “о 
О Я ея о ве. 9 м бя © ме ии 


а ое а а ав аб ель 


< —и < 2К \ [9—1 их Ит—1) НЕ (1 Е $и—1)] аа, 


о 


и — < 2К \ [(Фт-1 — Ипа) + (= — $"—1)] 4, 


аа а ао о 


484 Б. Н. БАБКИН 


Если через *", обозначить шах [9(1)—и(х) + 1(2) — $(х)], то из 
х<х<хь 
‘написанных выше неравенств получим следующие оценки для рассмат- 


фиваемых разностей: 


9, —и, < 2К\ ($ — 1), & —51 < 2К% (2 — т), 


Полученные оценки и доказывают, что на рассматриваемом сегменте 
{2., 2,] имеют место необходимые нам равенства: 


Пт (9, — и) =0, ‹ Ша (& — $) = 0. 


п-—>со Изо 


Поступило 
8. \): 1951 
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НЕРАЗРЕШИМОСТЬ ПРОБЛЕМЫ СОПРЯЖЕННОСТИ 
В ТЕОРИИ ГРУПП 


В работе строится группа с конечным ‘числом образующих и задан- 
ная конечным числом определяющих соотношений, для которой не 
существует алгоритма для решения проблемы сопряженности слов этой 
группы. 

Введение 


Целью настоящей работы является доказательство неразрешимости 
проблемы сопряженности для групп с конечным числом образующих, 
заданных конечным числом определяющих соотношений. Проблема заклю- 
чается в следующем: найти алгоритм, позволяющий узнавать для 
каждых двух элементов группы, заданных в виде произведения 
образующих, сопряжены они или нет. 

В работе: (1) мною была построена группа с конечным числом образую- 
щих и конечным числом определяющих соотношений, для которой проблема 
тождества неразрешима*. Для этой группы тривиальным образом является 
неразрешимой и проблема сопряженности. 

В настоящей работе дается непосредственное доказательство неразре- 
шимости проблемы сопряженности, которое значительно проще, чем в 
работе ('). Кроме того, у построенной здесь группы с неразрешимой 
проблемой сопряженности число образующих и число определяющих 
соотношений во много раз меньше, чем у группы, для которой в работе 
(:) была доказана неразрешимость проблемы тождества. Это обстоятельство 
имеет значение для тех геометрических приложений, которые можно 
извлечь из полученных результатов. В работе (?) определены некоторые 
системы преобразования слов, которые получили название систем продук- 
ций. Эти системы определяются следующим образом. Рассматривается 
определенная совокупность букв (или других символов), которая называется 
алфавитом системы, и произвольная конечная совокупность пар слов 
(А., Б:), 1=1,...,^, составленных из этих букв. Можно предполагать, 
что букв, не входящих в слова А; и В;, в алфавите нет. 

Преобразования слов в системе продукций осуществляются по схемам; 


АХ — ХВ,, ХВ; > АХ, 
где Х — любое слово из букв алфавита. 


* Полное доказательство см. в «Трудах Математического института им. Стеклова» 


т. 44. 
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Преобразования по этим схемам называются продукииями. Системы 
продукций такого типа мы будем называть двусторонними, в отличие ст 
односторонних продукций, где преобразования производятся по схемам 
А; Х > ХВ;. Нам будут нужны двусторонние схемы. Если слово Х может 
быть переработано в слово У преобразованиями по указанным схемам, то 
мы будем говорить, что они равны в данной системе продукций. 

Если условиться, что слово равно самому себе в системе продукций, 
то введенное равенство симметрично, рефлексивно и транзитивно. Мы бу- 
дем изображать это равенство обычным знаком == , указывая только, что 
оно имеет место в той или иной системе продукций. Легко видеть, что 
система продукций вполне определяется заданием пар (4А;, В;:). Пост 
показал [см. (2), (3)], что существует система продукций, для которой нет 
алгоритма, позволяющего узнавать для любых двух слов, равны они в 
этой системе продукций или нет. Такая система продукций строится 
конкретным образом. А. А. Марков (4) построил двустороннюю систему 
продукций с неразрешимой проблемой тождества. 

Доказательство неразрешимости проблемы сопряженности опирается 
на этот результат. Именно, мы докажем следующую теорему. 

ТЕОРЕМА. Какова бы ни была система продукций $, существует 
группа УЗ с конечным числом образующих и конечным числом определяю- 
ших соотношений такая, что каждому слову ХЕ можно поставить в 
соответствие слово Ф(Х) Е \, причем соответствие Ф обладает следую- 
щими свойствами: 

1. Существует алгоритм, позволяющий по слову Х построить слово 
Ф(Х). 

2. Если слова Х и У равны (не равны) в системе пробукций %, то 
слова Ф(Х) и Ф(У) соответственно сопряжены (не сопряжены) в группе Ч. 

При этом группа %{ может быть эффективно построена по системе 
продукций 3. 

Эта теорема решает поставленный вопрос, так как для группы 3, 
соответствующей системе продукций с неразрешимой проблемой равенства 
слов, будет неразрешима проблема сопряженности. 

Введем некоторые понятия, термины и символы, которые будут упо- 
требляться в дальнейшем. 

Как известно, совокупность образующих элементов группы можно 
разбить на две равные по числу элементов части так, что для каждого 
элемента одной части существует обратный ему элемент другой части. 

В дальнейшем мы будем рассматривать группы только с конечным 
числом образующих. Элементы одной из этих двух частей будем обозна- 
чать малыми латинскими буквами 


ЗЕЕ ОЕ 


а обратные им элементы, составляющие вторую часть, будем обозначать 
теми же буквами с показателем —1: 


И ИА Я 1 = 
мб 


Символы а`', 6',... будем называть тоже буквами. 


НЕРАЗРЕШИМОСТЬ ПРОБЛЕМЫ СОПРЯЖЕННОСТИ 487 


Назовем алфавитом любую совокупность букв вида: 
— —1 


Нан, Те а. 
Часть алфавита а:,..., аш назовем положительным алфавитом, а 
ь а, 
часть а1 ‚ а! — отрицательным. Произвольную букву алфавита мы 


будем И в виде 2° или 15, где с и 6 обозначают -1 или — 41. 

При этом мы условимся, что х* есть х. Таким образом система букв, 

посредством которых мы обозначаем образующие группы, представляет 

собой алфавит. Совокупность букв вида 49°, где о = +1, образует поло- 

жительный алфавит группы, а совокупность букв того же вида, где 
—= —1, образует отрицательный алфавит группы. 

Рассмотрим произвольный элемент какой-либо группы Х, представлен- 
ный в виде произведения образующих. Его изображение представляет 
собой слово, составленное из букв определенного алфавита. Каждое такое 
слово имеет вид 


Е а. 2" 
Будем обозначать через Х-! слово 


9" т би ТВТ 


т, ЕН .-: 21 


Мы введем также пустое слово, которое будем обозначать символом 1. 

Каждое непустое слово является конечной последовательностью букв. 
Каждая буква, входящая в слово как член последовательности, имеет 
определенный номер по счету от начала слова. Так, например, в слове 
афас 14 первой буквой является а, второй — 6, третьей — опять а и т. д. 

Буквы, входящие в слово, помимо того, что они являются элементами 
алфавита, могут быть рассмотрены как члены этой последовательности. 
Мы будем называть буквы одноименными, если они представляют собой 
один и тот же элемент алфавита (иначе говоря, одноименные буквы оди- 
наковы по написанию). 

Назовем слова тождественными, если они имеют одинаковое число 
букв и буквы обоих слов одного и того же номера одноименны. Тожде- 
ственность слов Х и У мы будем обозначать символом: Х==У. Назовем 
‘буквы, заключенные в тождественных словах, тождественными в этих 
словах, если они имеют один и тот же номер. 

Из этих определений следует, что каждое слово тождественно самому’ 
себе, а буквы, заключенные в слове, тождественны только самим себе. 
Одноименные буквы слова с различными номерами не являются тожде- 
ственными. 

Как мы указывали, всякое слово есть последовательность букв. Назо- 
вем подпоследовательность этой последовательности подсловом. Тождествен- 
ность подслов и тождественность букв в тождественных подсловах 
определяются аналогично предыдущему: каждое слово может быть пере- 
нумеровано слева направо; назовем подслова в разных словах или в 
одном слове тождественными, если их члены с одинаковыми номерами 
(приписанные им как членам подпоследовательности) одноименны. 

Назовем буквы, заключенные в тождественных подсловах, тождествен- 
ными в этих подсловах, если они имеют в них одинаковые номера. Подслово 
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слова Х, состоящее из всех букв, заключенных между двумя буквами 
слова Х (включая и сами эти буквы), назовем отрезком слова Х. 

Групповую операцию над элементами группы мы будем называть, как 
обычно, умножением, перемножаемые элементы — множителями, а резуль- 
тат — произведением. Если элементы групиы представлены в форме слов 
Х иУ, то произведение этих элементов представляется в виде соединения 
слов Х и У в слово ХУ. В этом слове множители Х и У являются одно- 

- временно и отрезками. 

Слова Х и У, прэдетавляющие равные элементы некоторой группы, 
будем называть равными в этой группе, и это равенство будем изображать 
в виде Х =У. 

В дальнейшем всюду при употреблении знака равенства будет указы- 
ваться группа, в которой имеет место равенство. 

Рассмотрим группу с конечным числом образующих, т.е. с конечным 
алфавитом, заданную определяющими соотношениями 

А; == В; 

в конечном или бесконечном числе. Как известно, вывод равенства слов 
в группе может осуществляться в виде переработки слов, состоящей в ряде 
последовательных преобразований одного слова в другое. Каждое из этих 
преобразований является переходом от слова вида ХА;У к слову ХВ:У и 
обратно, где Х и У — любые слова группы. Эти основные преобразования 
мы будем называть элементарными и представлять их в виде схем: 

ХА,У > ХВУ, 

ХВ >ХАХ. 
Будем называть приведенные схемы схемами определяющих соотношений. 

Легко видеть, что задание схем определяющих соотношений делает 
излишним задание самих определяющих соотношений. . Ради удобства мы 
будем в дальнейшем определять группы заданием определяющих соотноше- 
ний, за исключением тех из них, которые тривиальны и имеют вид 

а‘а=1 и ва =1: 
При этом, конечно, сохраняются схемы преобразований этих соотношений. 
К элементарным преобразованиям группы мы присоединим еще тавтологи- 
ческие, представляющие замену слова тождественным. Схемы этих преоб- 
разований имеют вид: 
ХХ. 
Полный список схем элементарных преобразований группы, заданной 
определяющими соотношениями А; = В;, имеет вид: 
ХАТ-ХВУ, Ха 7У—> ХУ, Хаа1У-ХУ, ] 
ХВ:У ХАТУ, ХУ—Ха!а7У, ХУ->ХаатУ, | (1) 
Х->&5, ) 
где а — любая буква положительного алфавита. 
Назовем преобразования вида 


ХУ — Ха‘ау 


правосторонними вставками, преобразования вида 
ХУ— Хаа\У 
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— левосторонними вставками. Обратные им преобразования назовем соответ- 
ственно правосторонними сокращениями и левосторонними сокращениями. 
Каждое элементарное преобразование имеет вид: 
ХАУ > ХбУ. 


Будем говорить, что буква слова ХАУ, входящая в отрезок В слова 
ХВУ, подвергается преоб разованию ХВУ —> Х5У или затрагивается этим 
преобразованием, а буква, входящая в отрезки Х или У слова ХЛУ, не 
подвергается данному преобразованию или не затрагивается им. 

Будем говорить, что отрезок слова ХЛУ, содержащий какую-либо 
букву отрезка Я, подвергается этому преобразованию или затрагивается 
им, а отрезок слова ХАУ, не содержащий никакой буквы отрезка А, не 
подвергается данному преобразованию или не затрагивается им. 

Рассмотрим отрезок слова ХАУ, содержащий отрезок А. Для того 
чтобы представить такой отрезок, выразим слово ХАУ в виде Х’иВоу’, а 
рассматриваемый отрезок — в виде иДо. Будем говорить, что в преобра- 
зовании ХАТУ —> Х5У отрезок иНо переходит в отрезок ибо и что преоб- 
разование ХАУ > Х5У происходит только в отрезке иАу. Мы будем 
иногда, для краткости (если это не сможет вызвать недоразумения), пре- 
образование ХАУ —> Х5У писать в виде иВу-—>и5%. 

Если слова Р и О равны в некоторой группе, заданной определяю- 
щими соотношениями или, что то. же, схемами преобразований указанного ` 
типа, то это значит, что Р переводится в О последовательностью элемен- 
тарных преобразований вида 


Х, ВУ, >Х,5:У,, Х, В.Т. > Хь5Т.,..., Х®Ви/ п > ХтотУ т, 
где 
Р=Х,В.У., Х,5:7, =, ВоТ.,..., Хпт-ьбт—ШУ т ЕЕ ХА тУ т, 
Хи. Е 0. 


Эту последовательность преобразований мы будем записывать короче в 
виде цепочки 
Р,->Р.->--- > Ри, 

где 

Р;=Х,ВХ,, =, СИ 
и условимся, что переход Р;—>Р;4: есть кратко записанное преобра- 
зование 
Иными словами, мы будем всегда считать, что при записи элементарного 
перехода Р;-> Р;41 задается и сх” 1а этого персхога. 


Как известно, элементы групп Х и У называются сопрязже им.“и, 
если существует некоторый элемент С такой, что 
УСС. 


Если группа задана образующими и определяющими соотношениями, то 
переход от слова Х к сопряженному слову У может быть осуществлен 
преобразованиями по определенным схемам. В числе этих схем содержатся 
все схемы элементарных преобразований группы (1), но к ним добавляются 
еще схемы преобразований, являющиеся круговыми перестановками. 
Полный список схем преобразований для перевода слова в слово, ему 
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9 Чиа Е НЕВИС ИИНИ 5 Е -А 
сопряженное для группы % с определяющими соотношениями А = В}, 
таков: 


ХА > ХВ, ХУ — Ха 1аУ, ХУ > Хаа "У, \ 
ХВ ха. Хоа ТУ | (2) 
ХХ, @аХ—Хас. ) 


Здесь Х и У — любые слова группы и а — любая буква положительного 
алфавита группы. Систему отношений между словами, определенную 
преобразованиями по схемам (2), мы будем называть системой сопряжен- 
ностей, соответствующей группе 9%. Преобразования по схемам (2) будем 
называть элементарными преобразованиями данной системы сопряженно- 
стей. Для системы сопряженности естественно не различать слова, полу- 
чаемые друг из друга круговой перестановкой. Мы будем называть слова 
Х и У тождественными в системе сопряженностей, если они получаются 
одно из другого круговой перестановкой. Для обозначения тождествен- 
ности в системе сопряженностей введем обозначение 


ХУ, 
а для сопряженности слов Х и У — обозначение 
Х-У. 


Слова, равные в свободной группе с некоторым алфавитом, равны в 
свободной группе с любым алфавитом, содержащим все буквы этих слов. 
Поэтому термин равенство слов в свободной группе можно употреблять 
безотносительно к определенной группе. Все элементарные преобразования 
системы сопряженностей имеют тот же вид, что и элементарные преобра- 
зования группы 


ХЛУ > Х5У. 


Все схемы (2), за исключением последней, принадлежат группе и 
имеют вид 


ХВУ — Х5У. 


Последняя схема имеет вид 
а°Х->Хаг. 


Рассмотрим произвольную последовательность преобразований по этим 


схемам, переводящую О, в Ош. Как и для группы, мы будем записывать 
эту последовательность в виде 


Г 


считая, что при записи перехода 0; > О;4, имеется в виду точное указа- 
ние той схемы (2), по ксторой он осуществляется. 

Мы, однако, можем условиться не различать в последовательности 
преобразований слова, получающиеся друг из друга круговыми переста- 
новками. Тогда мы не будем различать и преобразования вида 


АХ ВУ —> АХЗУ 
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и 
ХВУА->Х5УА. 
Назовем преобразования 


АХВУ —> АХ5У и ХВУА-> Х5УА 


тождественными в системе сопряженностей. В таком случае мы можем 
исключить из последовательности элементарных преобразований системы 
сопряженностей преобразования по схеме аХ —> Ха, но зато считать, что 
любое преобразование вида 

ХВУ — Х5У 


заменимо любым преобразованием, тождественным данному в системе 


сопряженностей. 
Такое рассмотрение слов и преобразований соответствует тому, что мы 


преобразуемые слова записываем на круге и уславливаемся преобразуемые 
отрезки прочитывать в определенном направлении, например по часовой 
стрелке. В тексте мы не будем записывать слова на круге, но будем 
пользоваться этим представлением для различных пояснений. 

Будем называть элементарные преобразования, в которых мы не раз- 
личаем тождественных в системе сопряженностей преобразований, преоб- 
разованиями на. круге. Как и выше, термин «сопряженность в свободной 
группе» мы будем употреблять безотносительно к определенной группе. 

Назовем слово несократимым, если в нем нет рядом стоящих взаимно 
обратных букв а и а". Это значит, что к этому слову нельзя применять 
преобразования сокращения. 

Назовем слово сильно несократимым, если оно само и любое слово, 
полученное из него круговой перестановкой, несократимо. 


$ 1. Проекции и тождество букв по индивидуальности 


Рассмотрим произвольную группу % с определенным алфавитом А. 
Пусть Р есть алфавит, составляющий часть алфавита А, а Х — произ- 
вольное слово, состоящее из букв алфавита А’ Назовем проекиией слова 
Х на алфавит Р слово, полученное из Х вычеркиванием всех букв, кроме 
букв алфавита Р. Обозначим проекцию слова Х на алфавит Р через (Х)р. 

Пусть Х =У — формально написанное равенство слов Х иУ, составлен- 
ных из букв алфавита А. Назовем равенство (Х)р = (У)рпроекцией равен- 
ства Х =7У на алфавит Р. 

Кажгая схема элементарных преобразований группы % имеет вид: 


ХАУ — Х5У, 
где Х иУ— произвольные слова из букв алфавита А. Назовем преобразование 
(Х)ь (В)р(У)р—> (Х)ь (5)р(У)р 


проекцией преобразования ХВУ > Х5У на алфавит Р. Слова (Х)р и 
(У)ь являются любыми словами из букв алфавита Р. В преобразованиях 
системы сопряженностей имеется еще преобразование вида а°Х — Ха®. Тогда 
(а°Х)ь— (Ха°)р представляет собой ли’ тавтологическое преобразование, 
либо опять преобразование вида а°(Х). — (Х)ра°; назовем. преобразование 
(а°Х)р-> (Ха°)р проекцисй преобразования а°Х -> Ха‘ на алфавит Р. 
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Пусть определяющими соотношениями группы У являются равенства 
А == В}. 
Группу с алфавитом Р и определяющими соотношениями 
(Ар = (Выр 

назовем проекцией группы % на алфавит Ри обозначим через (р. 

Пусть 0,—0, > --: —> От — последовательность элементарных преоб- 
разований группы % или системы сопряженностей этой группы. ‘Тогда 
каждый переход О;->О;44 есть преобразование вида ХВ, >Х5, 
или а°Х,-> Х;а°. Рассмотрим систему преобразований 


(9)в-— (0,)р— >: —>(Оють, 


где переход (О)р—(0О;44)р есть преобразование по схеме, являющейся 
проекцией преобразования (,-—> 0;-1. Последовательность преобразований 


(0)в—> : - - —> (От)в 


назовем проекцией последовательности @,—>.-: Ош на алфавит Р. 
Ясно, что’ проекция элементарного преобразования группы % (или системы 
сопряженностей группы 9) есть элементарное преобразование проекции 
этой группы (или соответствующей системы сопряженностей) на алфавит Р. 
Поэтому, если Х =У в группе 3 (или ее системе сопряженностей), то 
(Х)ь = (Ур в группе (р (или ее системе сопряженностей). 

Легко видеть, что если ХУ, то (Х)р==(У)р. Поэтому, если в по- 
следовательности преобразований системы сопряженностей исключены 
преобразования по схеме а°Х —> Ха° путем отождествления слов, отличаю- 
щихся круговой ‘перестановкой, то в проекции этой последовательности 
также исключаются преобразования по схеме а°Х -> Хав. 

Тождество букв по индивидуальности. Рассмотрим произ- 
вольную группу % с конечным числом образующих, заданную определяю- 
щими соотношениями. Пусть А — алфавит группы 5%, а Р — некоторая 
часть этого алфавита. Рассмотрим произвольную последовательность эле- 
ментарных преобразований группы 9: 

Х. -> .- : — Хи. (1) 


Определим особого рода тождество между буквами алфавита, входящими 
в разные слова последовательности (1). Каждое преобразование Х;—Х;1 
имеет вид: 
ХВХ, Хх: 

Будем говорить, что буквы алфавита Р, тождественные в тождественных 
отрезках Х; (соответственно в отрезках Х), заключенных в словах Х’ ‚ВХ; 
и Х АХ. тождественны по индивидуальности или имеют одну и ту же 
индивидуальность. Кроме того, если (В)р==(5)р, то слова (Х;)ри (Хр 
тождественны. В этом случае мы будем называть тождественными по 
индивидуальности буквы алфавита Р, тождественные в тождественных 
подсловах слов Х; и Х;41, состоящих из всех букв`алфавита Р; заклю- 
ченных в этих словах. 

Распространим определение тождества по индивидуальности по закону 
ранзитивности, и будем считать буквы алфавита Р`слов последователь- 
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ности (1) различными по. индивидуальности, если их тождество невыводимо 
из данного определения. 

Ясно, что буквы алфавита Р, тождественные по индивидуальности, 
одноименны. Кроме того, если буква р, предшествует букве р» вслове Х,, 
то буква р, слова Х,, тождественная по индивидуальности букве р, слова 
Х;, предшествует букве р, в слове Х‚, тождественной по индивидуаль- 
ности букве р. слова Х;:. 

Если буква р слова Х; не входит в преобразуемый отрезок в переходе 
Х, > Ха или проекции преобразуемых отрезков на алфавит Р тожде- 
ственны, то в слове Х;1! имеется буква с той же индивидуальностью. 
Обратно, если эта буква входит в преобразуемый отрезок и проекции 
преобразуемых отрезков на алфавит Р не тождественны, то, согласно 
сделанному определению, в слове Х;,! буквы с той же индивидуальностью 
нет. Таким образом, если говорить о букве, не различая букв алфавита 
Родной и той же идивидуальности, то можно сказать так: каждая буква Р 
либо имеется в первом слове последовательности (1), либо вводится каким- 
либо элементарным преобразованием и затем имеется во всех последующих 
словах до того момента, пока она не войдет в преобразуемый отрезок А,' 
который заменяется отрезком 5, причем проекции отрезков А и 65 на 
алфавит Р не тождественны; после этого она исчезает. Если же она не 
войдет в такой преобразуемый отрезок, то войдет во все слова от момента 
возникновения до конца последовательности. Если группа (р является 
свободной группой, то можно сказать, что каждая буква алфавита Р 
вводится вставкой и исчезает сокращаясь. 

Введем аналогичным образом определения тождественных по индиви- 
дуальности букв для последовательности элементарных преобразований 
системы сопряженностей. Пусть 


У >... Ут (2) 


— произвольная последовательность элементарных преобразований системы 
сопряженностей группы 9. Рассмотрим преобразование У;—>У;41. Если 
это преобразование является элементарным преобразованием группы %, то 
мы определим тождественность по индивидуальности букв алфавита Р в 
словах У; и У; 1 так же, как и выше. Если преобразование У; > У). 
есть круговая перестановка, то 


и 


Тогда мы назовем тождественными по индивидуальности тождественные 
буквы в отрезках У;. Кроме того, если буква у принадлежит алфавиту 
Р, то эту букву, являющуюся последней в слове У‚у, будем считать то- 
ждественной по индивидуальности с первой буквой слова уу’. 

Перейдем от последовательности (2) к последовательности 


У. > У: >... > У», (3) 


которая получается из последовательности (2) удалением преобразований 
по схеме а°Х —> Ха°, в силу того, что мы не различаем слов, образованных 
друг из друга круговой перестановкой букв. Тогда переход от У; к 
У, ;+41 можно представить в виде одного преобразования по схеме ХА У_>Х5 у 


494 П. С. НОВИКОВ 


и нескольких круговых перестановок. При каждом таком представлении 
определяются тождественные по индивидуальпости буквы алфавита Р в 
словах У; и УИ Так как переход Ра вообще говоря, не одно- 
значно представляется посредством указанных преобразований, то может 
возникнуть неоднозначность в определении тождества букв в словах у; и 
У. Это обстоятельство для нас, однако, не будет иметь никакого зна- 
чения и мы будем из этих разных способов отождествления выбирать 
какой-нибудь один по произволу. После этого отождествление букв в 
последовательности (3), как выше, распространяется по закону транзитив- 
ности. 


$ 2. Проходные буквы 


Рассмотрим группу 3 с конечным числом образующих, заданную не 
которыми определяющими соотношениями (число которых может быть и 
бесконечно). Будем называть подмножество образующих 


Вт, Рз, +. „Ру, ео 


системой проходных букв, если: 
1) определяющие соотношения группы % не содержат отрицательных 
степеней букв ри } 
2) каждое определяющее соотношение, содержащее буквы р, имеет вид: 


Е: ру; = Н.рбь (1) 


где слова Ё, К, Н и С букв р? не содержат. Запишем остальные соотно- 
шения группы % в виде 


В. (11) 


Согласно условию, слова А; и В; букв р° не содержат. Присоединим к 
равенствам (Г) равенства, полученные из них возведением обеих частей в 
степень —1. Эти новые равенства будут иметь вид: 


Ясно, что равенства (Г) вытекают из (Т). Если рассматривать систему 
равенств (Т), (Г) и (П) как определяющие соотношения, то они определяют 
ту же группу УГ, но представляют собой зависимую систему. Несмотря на 
это, мы в дальнейшем будем пользоваться именно этой последней систе- 
мой определяющих соотношений (Т), (Г) и (11) и называть ее расширенной 
системой определяющих соотношений. Элементарные преобразования по 
схемам равенств (Т), (Г) и (11) будем называть элементарными преобра- 
зованиями расширенной системы. 

Обозначим алфавит проходных букв буквой Р. Легко видеть, что 
группа (р, являющаяся проекцией группы % на алфавит Р, является 
свободной группой. Остюда вытекает следствие, которым мы в дальнейшем 
будем часто пользоваться. Мы сформулируем это следствие в виде 
леммы. 


ЛЕММА 1. Если слова Хи У равны в группе \, то их проекции на 
Р равны в свободной группе. 
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Преобразуем каждое определяющее соотношение (Г) к виду 
Н:'Е'р; = р.С,Ет". (1) 


Легко видеть, что эти равенства следуют из равенства (Г) и, обратно; из 
равенств (Т), кроме того, следуют равенства: 


Ет'Н:р; = рб". (2) 
Равенства (1) и (2) можно объединить в одно: 
и®ор; = рлоб. (3) 


Очевидно, что для каждого слова и) найдется слово и®), так что 
(9) == (и) 1. 

То же можно сказать и о словах ®). Составим всевозможные произве- 
дения вида 

и (83) из) а и 
и произведения вида 

< (31) <) я вю) з 
Приведем первое множество слов со вторым во взаимно однозначное соот- 


ветствяе: 
08) и)... ею 08... 0е®. 


Это соответствие мы назовем соответствием Г». В дальнейшем слова вида 


(5 
и)... иб® мы будем обозначать через и с различными нижними инде- 
ксами, а слова 40°)... °® — через \ с теми или другими инде- 
ксами. 


Из соотношений (3) вытекают равенства: 


ир= ри 
для каждых и и ®, отвечающих друг другу в соответствии [.. Послед- 
ние равенства можно привести к виду 
ИР. 
Легко видеть, что- множество слов и, так же как и множество. слов ®, 
образует подгруппу в группе %. Из последних соотношений видно, что 
соответствие Г,, есть изоморфизм этих подгрупп. Напомним, что слова 
и и ® не содержат проходных букв р. 
_ Рассмотрим группу, алфавит которой получается из алфавита группы 
ЭГ удалением всех проходных букв ру, а образующие соотношения пред- 
ставляют собой равенства (11): 
А: = В: 

(слова А; и В:, по условию, не содержат проходных букв). 

Назовем эту группу основанием группы У по системе проходных букв 
Р и обозначим через 9? или просто %, если при этом не возникает сме- 
шения символов. Множество слов и и множество слов образуют две 
подгруппы и в группе %, но соответствие Г», вообще говоря, уже не 
будет изоморфизмом в групие 91. 

Если для каждой проходной буквы р; Гр; есть изоморфизм в группе 
Т, то систему проходных букв р мы будем называть правильной. Будем 
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всегда обозначать слово 4? через о с теми же индексами (6сли они есть 
у слова %). 
Если 
==)... 0, 
то 
(зд) з 


40 == ® == .. 96и. 


Если и и ©"! соответствуют друг другу в Гр, то и и ® представляются в 
виде: 


(5%) 


и==и()... и, ФФ ва; 


Для того чтобы доказать, что соответствие Г, есть изоморфизм, доста- 
точно показать, что слова и и ®, где и и © соответствуют друг другу 
в Гр, одновременно равны или не равны 1 в группе 31. 

Заметим для дальнейшего, что соответствие ДС, легко образовать 
непосредственно из равенств (1). Если все эти равенства для проходной 
буквы р имеют вид 

Е: рЕ; = Н.рС:, о ао 


то соответетвие С, может быть записано в виде: 
Ее —1 —1 х —1 (е7 
ИЕЕА, Е; 5: (Я: Е): м (Н:, Е%,) = 
е= = —1\< 
== (СЕ, )* (< Л )°: а (С.Е, ) К, 
где с;,...,эк равны +1. 
Из равенств (3) вытекают равенства: 


’ 


ру = и®роб) (4) 
и, обратно, из равенств (4) вытекают равенства (3). Присоединим к ра- 
венствам (4) равенства 
Е (8) р) 
Р; 9 р; ие). (5) 


Последние равенства вытекают из равенств (4). В самом деле, для ка- 
ждого равенства вида (5) существует равенство вида (4), где 
и) == (и(5))-1 и 9) == (9) 1. 

В таком случае, если мы заменим определяющие соотношения (1) группы 

ЭГ равенствами (4) и (5), то определенная ими группа есть та же группа 3. 
Заметим, что в любой последовательности элементарных преобразова- 

ний расширенной системы можно заменить преобразования равенств по 

схемам (Г) и (Г) преобразованиями по схемам равенств (4) и (5) и обратно, 


так что полученная система преобразований имеет ту же проекцию на 
алфавит Р, что и исходная. 


В самом деле, пусть в некоторой последовательности преобразований 
имеется переход по схеме некоторого из равенств 


ХЕрРУ — ХНрОДУ. 
Мы можем заменить его следующими переходами: 
ХЕрЕУ > ХЕ(Е `НрСЕ *) КУ >... > ХНрдУ. 
Первый из этих переходов есть применение схемы равенства 
р= Е 'НрбЕ"*, 
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где Ё "Н есть слово типа и®), а СЁ-1 — соответствующее слово типа ©. 
Последующие переходы являются сокращениями букв, не входящих в ал- 
фавит Р. Легко видеть, что проекция всех слов на Р во всех этих пере- 
ходах одна и та же. Так же можно рассуждать и для любых других 
схем типа (Т) и (ТГ). Легко доказьвается и обратное утверждение. 
Запишем определяющие соотношения (4) и (5) под одним номером (1"): 


р;= (8) Р; 2%), ) 

рт! = 09 рт! и. 

Если и и ©‘ отвечают друг другу в Гр, то из (1) вытекают равенства 
ру=ир, ру! =ор ии. 

В самом деле, 


и ==... и; у—обЮ.. 08, 


применяя А раз схему первой серии из равенств (Г), получим: 


(в, (5%) (31) (8, ) 
ру=и т. и Про"... , 


а применяя К раз схему второй серии равенств (Г), получим: 


Ви» 2—1) НЕ. + иво. е: и ®®) г 


Заметим, что при преобразованиях по схемам равенств (1”) достаточно 
ограничиться только переходами 


Хру->Хи® ро 


Хр ХИ р, и Т, 


так как обратные переходы. легко исключатся. В ‹амом деле, преобразо- 


вания 
Хи ру — Хр,У 


можно заменить преобразованиями 
Хи®р, 23) У > Хи) (и®))1р, (2) * У 5. Хр, у» 
где сначала соверитается преобразование по схеме равенств 
р,= (и(5))-* Р; (%=)) 1, 


а затем сокращения. 
Аналогичным образом исключается преобразование 


Хор Чи Хр У. 


В дальнейшем мы будем предполагать, что эти исключаемые преобразова- 
ния никогда не производятся. 

Рассмотрим произвольную элементарную последовательность преобра- 
зований группы % с определяющими соотношениями в форме (Т) и (П): 


Х, —>Х, ->.- Хи. 
Пусть У; есть проекция слова Х; на алфавит Р. 


Как указано во введении, мы можем ввести тождество по индиви- 
дуальности для букв алфавита Р, заключенных в словах последователь- 
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ности (6). Проекция группы % на алфавит Р есть свободная группа, так как 
определяющие соотношения группы % проектируются в тавтологические. 
Тогда, как мы знаем, буква р° определенной индивидуальности в после- 
довательности (1) может появиться только путем вставки и исчезнуть 
только путем сокращения. 

Докажем в связи с понятием индивидуальности буквы р° следующую 
лемму. 

ЛЕММА 2. Пусть 


Хоу, А туд (6) 


— последовательность элементарных преобразований расширенной систе- 
мы группы З[, все слова которой содержат проходную букву р° одной и 
той же индивидуальности (эта буква представлена в (6) явным об разом). 
Тогда слово Х.р°У, можно перевести в Хтр°Ут последовательностью 
преоб разований вида 


ХорУ, > ХоираУ ‚>. -—> Хр, 
когда с = -[1, и вида 
Хор "У, > Хор. >. Хирш, 


когда с = —1, обладающей следующими свойствами: 

1. ии! — слова, находящиеся в соответствии Гр. 

2. Проекция полученной последовательности преобразований на алфа- 
вит Р совпадает с точностью д0 тавтологических повторений с проек- 
цией на этот алфавит последовательности (6). 

Как указано, последовательность (6) можно привести к такой после- 
довательности преобразований, в которой все преобразования по схемам 
равенств (Т) и (Г) заменяются преобразованиями по схемам равенств (1”) и 
которая имеет ту же проекцию на Р, что и последовательность (6). Та- 
кую последовательность можно записать в виде 


Х1Р°Ху» —>. в яР°Х » —>. ` "-—>Х„1р°Х а, (7) 


где выделенная явно буква р° является по индивидуальности той же 
буквой, которая нами отмечена в последовательности (6). 

Мы рассмотрим детально только тот случай, когда в = +4. Тогда 
последовательность (7) будет иметь вид: 


ХХ» >. > ХрХ из. 


Пусть Х», > Хл,+1 — первое из преобразований в последовательности (7), 
которые производятся над рассматриваемой буквой р. Тогда это есть ‘пре- 
образование по схеме некоторого равенства 


р = и, Р®ь,, 
причем 


Хь, == Хы: рХЬь,2 И Хь,-- 1 ЛЬ Чт Ре», Хь,2. 


Переставим порядок преобразований в (7), выполнив сначала данное пре- 
образование; мы получим последовательность 


Хай», рог, Хз 3 "> Хьли,, Рон. Х в НЫЕ таР-Х тэ: (7,) 
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Преобразования в последовательности (7) до А,-го номера не затрагивают 
рассматриваемой буквы р и производятся над отрезками Хи или Хр. 
В последовательности (7,) мы имеем в точности такие же преобразования 
над теми же отрезками Хи или Х;2. Начиная же с №,-го номера, после- 
довательности (7) и (7,) совпадают. Легко видеть, что проекция последо- 
вательности (7,} на Р совпадает с проекцией на Р последовательности 
(7). Рассмотрим первое преобразование последовательности (7,), затраги- 
вающее букву р. Пусть это преобразование в (7) и в (7,) есть Хи, —> Хи. 
Оно имеет вид 
ХьрХь,2 РЕ Хьи и, р», Хь,. 


Повторяя те же рассуждения над (7,), что инад (7), мы опять выпол- 
ним над р это преобразование и получим последовательность: 


Хай, ,, Ро, 5, Хо >. - -— ХиаРрХ ие. (7,) 


Продолжая эту перестановку преобразований далее, мы получим после- 
довательности (73),..., (7) до последнего преобразования над буквой р. 
В результате получим последовательность: 


Хин, РФ... 9, Х 2. —ХиРХ и» (7) 


которая, очевидно, удовлетворяет требованиям леммы. 
А 
Легко видеть, что слова и»,... и, И (%...%,)" отвечают друг другу 
в соответствии Ё,. Итак, последовательность (7), переводящую Х.рХо 


в Х„арХтз, можно заменить последовательностью (Та): 
ХиироХ 2. .-—> Хи Хи», 


не содержащей преобразований над данной буквой р, так что ее проек- 
ция на алфавит Р совпадает с проекцией последовательности (7) ии 
отвечает #* в соответствии Ср. : 

Аналогичным образом можно показать, что в случае, когда в = —1 
и последовательность (6) имеет вид: 


Хор Х 2 >. -— Хр "Хит, 
ее можно заменить последовательностью: 
Хирш Х »—>. + -—> Хр Хто, 


где и отвечает 1 в Г», удовлетворяющей всем требованиям леммы. 
Полученные последовательности преобразований 


ХииреХь-> =: .-—> та Р.Х то 
Хари Х 2 —>..-— Хр “Хто 


будем называть каноническими, связанными с буквой р (соответственно р"). 

Пусть Х.-—>..-—>Хи — некоторая последовательность элементарных 
преобразований группы %. Назовем вставку р*р (или рр!) проходной 
буквы р в этой последовательности правильной, если обе вставленные 
буквы р и р не подвергаются в дальнейшем сокращениям и сохраня- 
ются в слове Х„. В противном случае вставку будем называть неправиль- 
ной. 
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ЛЕММА 2’. Пусть в последователености преобразований системы 
сопряженностей, порожденной группой У, 


Хо к А (6' ) 


все слова содержат некоторую букву р° одной и той же индивидуально- 
сти. Тогда можно изменить порядок преобразований (6’) следующим 
об разом: сначала выполнить над указанной буквой рз, заключенной в Х., 
все преобразования по схемам равенств (Г), которые осуществляются 
в последовательности (6’), а затем полученное слово ре перевести после- 
довательностью элементарных преобразований системы сопряженностей 
Ха 
Же ь. В ба: 


Проекция этой последовательности на алфавит Р совпадает с проек- 
цией последовательности (6’) на Р ив последовательности ея 
над рассматриваемой буквой р° никаких преобразований не производится. 

Доказательство этой леммы вполне аналогично предыдущему, и мы 
его приводить не будем. Отметим только, что последовательность преобра- 
зований Х,—...->Хи-— такая же, как и соответствующая последователь- 
ность в лемме 2. Если последовательность (6’) представить в виде 


Х1Р°Х => ыы > Х „1 Р°Х то, 


7! 
то последовательность Хъ-->...— Хи будет иметь вид: 
ХнироХх „>> ХирХиь, 
если с = 1, и 
ХиэраХ ‘2 ет "> Х,ир Хит 
если с = —1, где и отвечает 9 * в соответствий С». 


Эту последовательность мы будем также называть канонической и свя- 
занной с данной буквой р. 

ЛЕММА 3. Если слова Х в У равны в группе $ с правильной систе- 
мой проходных букв р, то Х можно перевести в У последовательностью 
элементарных преобразований расширенной системы, не содержащей 
неправильных сставок проходных букс р. 

Так как Х =У, то Х можно перевести в У некоторой последователь- 
ностью преобразований 

Х ==Х, —..:-> Ав =У. (8) 
окажем, что Х, можно перевести в Хи последовательностью преобразо- 
ваний, не содержащей неправильных вставок. 

Рассмотрим последнюю неправильную вставку в последовательности (8). 
Допустим, что эта неправильная вставка является преобразованием 
Х; > Ху. 

Мы предположим, что эта вставка правосторонняя. Случай левосто- 
ронней вставки аналогичен. Тогда 


Х; — ХиХл, 


Ху = Хир *рХр. 
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Так как рассматриваемая вставка — неправильная, то хотя бы одна из 
вставленных букв р или р! должна впоследствии сократиться. Возможны 
два случая: 

1) вставленные буквы р и р! сокращаются взаимно; 

2) какая-либо из этих вставленных букв сократится с буквой посто- 
ронней индивидуальности. 

Рассмотрим первый случай. Возьмем часть последовательности (8) до 
взаимного сокращения вставленных букв, исключая само это сокращение: 


Хар рХ р. `—> Хар рХ да. (9) 


Во всех членах этой последовательности содержатся вставленные буквы 
рир". Мы можем, на основании леммы 2, образовать каноническую 
последовательность преобразований, связанную с буквой р: 


Хлор ча рХ р. > Хрзар 1РХ д, 


а затем перейти к канонической последовательности преобразований, свя- 
занной с буквой р: 


Хлир чи р Х >. > Хаир 1 РХ ве. (10) 


В последовательности (10) нет преобразований над буквами р и р”. Так 
как проекция на алфавит Р последовательности (10) та же, что и после- 
довательности (9), то представленные здесь явно буквы р и р! имеют 
соответственно ту же индивидуальность. Кроме того, из тождества проек- 
ций на Р последовательностей` (9) и (10) вытекает, что в последователь- 
ности (10) также нет неправильных вставок, как и в последовательности 


(9). 


Из последовательности (10) можно извлечь следующие переходы: 
Хз: —>Хулаи, 
2. Х 3 — Худ», (11} 


ии —>1. 


Во всех этих переходах отсутствуют неправильные вставки. В силу этого, 
в переходе ии, —>1 вообще не может быть никаких вставок проходных 
букв р°, так как буквы, вставленные правильной вставкой, удерживаются 
и в конечном результате, который в данном случае является пустым сло- 
вом. Слово ии» не содержит букв р°, поэтому никакие элементарные 
преобразования перехода и, и›—>1 не могут быть связаны с’ проходными 
буквами и принадлежат группе 9. Это значит, что или, =1 в УХ. Так как 
соответствие Г» есть изоморфизм в 9%, то слово я, соответствующее 
в Г» слову ии», также равно 1 в У. Тогда и слово #1 равно 1 в У. 
Из сказанного следует, что существует последовательность элементарных 
преобразований группы 9: 
1—...-—> 01%. 


Укажем последовательность преобразований, не содержащую неправиль- 
ных вставок и переводящую Хл Хр в Хи Ха: 
ХиХв >. Хи Хр >. > Хузи Хуа. (12) 
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В последовательности (12) нет неправильных вставок проходных букв р®. 
В самом деле, переход 
Ха Хв—>Хрлоь Хр 
осуществляется элементарными преобразованиями группы %. Переход 

Хр ев. Хр->. ХА зи Хде 
состоит из первого и второго переходов (11), которые не содержат непра- 
вильных вставок. После этого мы можем исключить последнюю непра- 


вильную вставку в последовательности (8). Образуем последовательность. 
преобразований: 


Ху>-.. >ХлХр- > Хр Хл-> - > ХрдааХА на "Хи. 


(13} 


Часть этой последовательности преобразований, 
Х.>...>Хл Хр, 


является частью последовательности (8) до последней неправильной 
вставки. Переход 


ХяХр-— оо — Хр Х р > оо 


> Х;+ 1 Ху ва 


есть последовательность (12), которая не содержит неправильных вставок 
проходных букв р°. Часть последовательности (13), 


Х} +31 Хуа —> *°: Хи, 


совпадает с частью последовательности (8) и не содержит неправильных 
вставок, так как эти преобразования осуществляются после последней 
неправильной вставки. Итак, полученная последовательность (13) содер- 
жит меньше неправильных вставок проходных букв р°, чем последо- 
вательность (8). 

Перейдем к рассмотрению второго случая, когда одна из букв р или 
р ' последней неправильной вставки сокращается с буквой посторонней 
индивидуальности. Возьмем ту из этих букв, которая сокращается 
раньше. Допустим, что эта буква есть р (противоположный случай ана- 
логичен). Буква р", с которой должна сократиться вотавленная буква 
р, должна содержаться в слове Х;11. В самом деле, если бы она была 
введена позднейшей вставкой, то не ‘могла бы сократиться, так как та- 
кая вставка должна быть правильной, Эта буква р должна содержать- 
ся в слове Ху», так как если бы она содержалась в Ху, то буква р* 
из последней неправильной вставки была бы заключена между взаимно 
сокращающимися буквами р и р, из которых последняя принадлежит 
последней неправильной вставке, и расположение этих трех букв в сло- 
ве Х;41 имело бы вид: 


—1 РИ 

. р ... р 2, 
где первая и последняя буквы взаимно сокращаются. Но в таком случае. 
средняя буква р! должна сократиться раньше, чем крайние, и эта 


буква р‘, принадлежащая последней неправильной вставке, сокра- 
тилась бы, вопреки предположению, раныпе буквы р из той же 
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вставки. Из сказанного следует, что 
Х» = Хыр" Х», 
и часть последовательности (8) от последней неправильной вставки до 
рассматриваемого сокращения букв р и р! имеет вид: 
" и " 
Хир"рХрр* Хр»... > Хьирр "Хуа. (14) 


Представленные здесь явным образом вторая и третья буквы р ир" 
присутствуют во всех словах последовательности (14). 

Образуем каноническую последовательность преобразований, связан- 
ную с данной буквой р, а затем образуем из нее каноническую после 
довательность преобразований, связанную с буквой р". Мы получим 
последовательность преобразований: 


е 7 г Г = .5 п" ее 
Хир Чиро Хрр 5 Х в > Хнаарр 1 Хва , (15) 
не содержащую никаких преобразований с взаимно. сокращающимися 

буквами рир'. Тогда мы имеем переходы: 

Хари, >Хуи , 
1 
2, Х ‚20 1, (16) 
и И 
и>Х 2 —> Ху, 


которые не содержат неправильных вставок проходных букв. В таком 
случае, как легко видеть, можно осуществить переход 


‚ НЫ 
Х»—>и 25 (17) 
без вставок проходных букв. Заметив это, переведем слово 
/ и! 
ХыХрьр “Хр 
в слово 
и! 
Хз Хучви? 
элементарными преобразованиями без неправильных вставок: 
Й * ’’ фе "’ 
1 ... з , 1 Е 
ХрХрьр Хр: —>Х;ы г. р Х»-—> бах 
ПЕ р п 7’ 
... —>Хня 02 20 р 111изХ 2 — ... —>Х; зад; +802. (18) 
В переходе 
и я! и! 4 ЗЕ п 
ХлХрр Хр Хи 92 р 'Хр 
ИГ 
отрезок Х,2 преобразуется посредством перехода (17); в переходе 
Е, ЕЖЕ 7 " 
Хлыя № р'Хр>Хли № вирши, Х р 
ы ы т —1 
буква р! преобразуется в слово 155, р‘или». Так как 1 отвечает и, 
а\' — и» в соответствии Ёр, то этот переход осуществляется элементар- 
ными преобразованиями по схемам равенств (Г”’). 
Переход 
— = р " ы и 
Хлия 02 %50.р Нни›Х 2 — Хар Чи Х +> 
$ ет ы 
является сокращением слова 91 2> #5%.. Последний переход 
и 
р 1 
Хлр ции Х 2 Хун 
ух 


504 П. С. НОВИКОВ 


осуществляется‘ посредством первого и третьего из переходов (16). Все 
эти переходы не содержат неправильных вставок. Последовательность (18) 
также не содержит неправильных вставок. Переведем Х. в Х» последо- 
вательностью элементарных преобразований, в которой число неправиль- 
ных вставок на одну меньше, чем в последовательности (8). Последо- 
вательность (8) можно выписать в следующем виде: 


Арне ХыХьраХь > Хир1рХьр- Ху» > ... 
а —> Хнкирр Ха в > > Ха. 


Последовательность, В которой исключена одна неправильная вставка, 
имеет вид: 


’ (Да и! 
Х.>... >ХлХрр Хр... > ХраиХ а > Хи. (19) 
В этой последовательности переход 
/ 1 
Х.—>Х;Хрр Хр 


совпадает с частью последовательности (8). Части последовательности (19} 


’ '’ '’ 
т | 
ХлХрр Хр» — 22 —>Х;:аХ; +802 


Хула Хун >> Хт 


не содержат неправильных вставок, так как первая есть последователь- 
ность (18), а вторая состоит из преобразований (8), следующих за послед- 
ней неправильной вставкой. В результате в последовательности (19) 
неправильных вставок на одну меньше, чем в последовательности (8). 

Итак, для любой последовательности элементарных преобразований 
группы %, переводящей слово Х в слово У, можно найти другую, так- 
же переводяшую слово Х в У, но содержащую меньшее количество не- 
правильных вставок. Отсюда следует, что существует последовательность 
элементарных преобразований, переводящая Х в У, не содержащая не- 
правильных вставок. Лемма доказана. 

Следствие 1. Если Х=У в группе У с правильной системой 
проходных букв р и проекция У на Р несократима, то Х можно пере- 
вести в У последовательностью элементарных преобразований без вста- 
вок проходных букв. 

На основании леммы 3, Х можно перевести в У последовательностью 
элементарных преобразований, не содержащей неправильных вставок. 
Но правильных вставок в этой последовательности также не может быть, 
иначе буквы ри р" последней вставки вошли бы в У и проекция У 
на Р была бы сократимой. 

Следствие 2. Если Х =Ув Чи слова Х и У не содержат про- 
ходных букв р, то Х= Ув %. 

На основании леммы 3, Х можно перевести в У без вставок проход- 
ных букв р. Но тогда в словах этой последовательности не может со- 
держаться проходных букв р”, и преобразования этой последовательно- 
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сти могут осуществиться только по схемам равенств (П), которые не 
затрагивают букв р. Эти преобразования принадлежат группе 9% и, сле- 
довательно, Х =У в 4. 

В частности, если У пусто и, следовательно, Х=1 в %, то из 
сказанного следует, что Х ={ ив 9. 

ЛЕММА 4. Пусть слова Х и У сопряжены в группе % алфавит 
которой содержит правильную систему Р проходных букв р;. Если 
проекция У на алфавит Р либо несократима и не пуста, либо У =1 
в т Х можно перевести в ТУ последовательностью элементарных 
преоб разований системы сопряженностей, порожденной группой У, не 
содержащей неправильных вставок проходных букв р;. (Определение 
правильных и неправильных вставок остается тем же, что и для пре- 
образований группы.) 

В вопросах о сопряженности слов мы будем, как указано во введе- 
нии, не различать слова, полученные одно из другого круговой пере- 
становкой букв, называть их тождественными в данной системе сопря- 
женностей и тождество это обозначать значком ==. 

Если Х — Ув %, то Х можно- перевести в У последовательностью 
преобразований системы сопряженностей на круге. Выпишем эту после- 
довательность: 


ХЕХ, >Х,->... > Х.А (20) 


и рассмотрим последнюю неправильную вставку Х;->Х;44, которую бу- 
дем предполагать правосторонней. Тогда 


Ху р"РХ,. 


По крайней мере одна из вставленных букв р' и р должна сократиться 
в дальнейших преобразованиях. Возможны два случая: 

1”. Вставленные буквы р! и р сокращаются взаимно. 

2°. По крайней мере одна из вставленных букв сокращается с 
буквой, по индивидуальности отличной от вставленных. 

Рассмотрим случай 1°. Выделим часть последовательности (20), начи- 
ная от последней неправильной вставки и кончая сокращением этих 
вставленных букв р' и р. Получим последовательность 


Хар рХ; >... — р1рХу-+а.. (21} 


(Ввиду неразличимости слов, разнящихся только круговой перестанов- 
кой букв, вставленные буквы р* и р можно всегда писать в начале 
слова.) 

Как и выше, образуем из данной последовательности преобразований 
каноническую последовательность, связанную с буквой р, а из нее — 
каноническую последовательность, связанную с буквой р. Мы получим 
последовательность 


рии ро Х; В и. => РОРХчьь, (22) 


в которой не производится преобразований над данными буквами р" и 
р. В таком случае имеются две возможности: 
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1) ини» преобразовывается к 1, а 2.Х, —к Х,-.:,. Тогда последова- 
тельность (22) принимает вид: 


рии р Х в, — +. РА РХ у 5,. (23) 


2) с,Хл, преобразовывается к 1, а ии, —к и’. Тогда последователь- 
ность (22) может быть записана в форме: 


рчиироХ, > р ЧирА рр\г. (24) 
В случае 1) имеют место переходы: 


ИИ —> Ч. 


7Х а, > Хуа, 


которые не содержат неправильных вставок проходных букв. Легко 
видеть, что эти переходы осуществляются уже в группе 9. Это следует 
из того, что преобразования некоторого слова в системе сопряженностей 
группы, которые не затрагивают какой-то определенной буквы этого 
слова, осуществляются в группе. Так как, по предположению, рассма- 
триваемая система проходных букв — правильная, то соответствие С.» есть 
изоморфизм. Кроме того, или, =1 в группе 9. В таком случае и в, &=1 


в группе 91. Заметив это, преобразуем слово Х; в Х;1;,, не употребляя 
неправильных вставок: 


Х;>... > Хы Хр, >... Хы. 


Переход Х;—> Хр, % состоит в получении слова 5,9. из пустого слова 
при помощи элементарных преобразований группы %. Это возможно, так 
как 0,1% =1в У. В этом переходе вообще не будет вставок проходных 
букв р;. Следующий переход 2.Х 2, >Х;+.,, как мы уже знаем, не со- 
держит неправильных вставок проходных букв. Составим последователь- 
ность, переводящую Х в У с меньшим числом неправильных вставок, 
чем в последовательности (20): 


Х, > ... > Х,—>... — Хо ъ. = Ху, > ... —> ХХ; ,—> ... > Ха. 


Как и выше, легко убедиться, что число неправильных вставок здесь 
на одну меньше, чем в (20). 
В случае 2) имеют место переходы 


р 
И: И2 —> и ‚ 


2>Х 01 ее И 


которые не содержат неправильных вставок проходных букв. В таком 
случае Ху, =1 в группе 91, а это значит, что проекция этого слова 
на алфавит проходных букв Р равна 1 в свободной группе. Следователь- 
но, равная ей в свободной группе проекция слова Х. равна 1 в свобод- 
ной группе. На основании условий леммы, мы должны предположить, 
что Х,=1, следовательно, и Х; =1 в группе %. Тогда в, =1 в груп- 


пе 3 и, значит, в группе %. В силу того ‘что Ё» есть изоморфизм, 
слово или, также равно 1 в группе У. Следовательно, и слово и’ равно 
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1 в группе %. Но тогда, в силу леммы 3, Х; можно перевести в и’ без 
вставок букв р (и’, очевидно, не содержит букв р), и, в силу (24), 
имеем: 


Увы 
и’ Ху. 


Таким образом, слово Х. переводится в слово Х„ последовательностью 
преобразований 


ео 


"Легко видеть, что в этой последовательности число неправильных вста- 
вок на единицу меньше, чем в последовательности (20). 

Перейдем к рассмотрению случая 2°, когда хотя бы одна из вста- 
вленных букв р' и р сократится с буквой посторонней индивидуально- 
сти. Допустим, что раньше сокращается буква р (противоположный слу- 
чай аналогичен). Тогда буква р!, с которой сокращается данная буква 
р, должна присутствовать в слове Х;, иначе она была бы введена пра- 
вильной вставкой и не могла бы сокращаться. Получаем: 


и И! 
Е 
РА 
и последовательность (20) принимает вид: 


Хо. > ХЕ Ху рАХу > РАРХу р; >... >Х„. 
Выделим часть этой последовательности, начиная от рассматриваемой 
вставки до сокращения буквы р из этой вставки. Эта часть может быть 
представлена в одном из следующих видов, в зависимости от характера 
сокращения букв ри р: 


1) рерХ,р-1Х; >... > рраХучь, 
2) рарХур-1Х; >... Е раХуроарХ, >. > рАрХуь,. 


В случае 1) исчезает отрезок, заключенный между буквой р из послед- 
ней неправильной вставки и р, следующей после Х;. В случае 2) исче- 
зает отрезок, заключенный между буквой р ' из Х;и буквойр из последней 
неправильной вставки. Легко видеть, что второй случай невозможен. 
В самом деле, в этом случае буква р* из последней неправильной вставки 
должна была бы сократиться раньше буквы р из той же вставки, что 
противоречит предположению. Рассмотрим первый случай. 

Образуем каноническую последовательность преобразований, связанную 


с сокращающимися буквами рир": 
—1 ч а —1 ХХ. = 
р ШРИ ур А; 
й т М ЩЕК АИ 
АЕ ро.Хльр из Хур и -> РР Ху+ь. 


Из этой последовательности извлекаются следующие переходы: 
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/ 
г. Х; 0 > Ты 
и! -—1 и! 
и! Х;р и, > Хуа, 


в которых нет неправильных вставок. 
Из первого перехода можно получить переход: 


Хи", 
осуществляемый без неправильных вставок. Присоединим к нему переход 
р — р ‘или, 


осуществляемый только по схемам равенств (Т’). 
Пользуясь этими переходами, переведем слово Х; в Х;.., последова- 
тельностью преобразований, не содержащей неправильных вставок: 


/ „ [3 „ 
И] а лу, 
Х,=Х,р*Х,; >... > р Х; >... > 
а = =. 
> 9 шир ши Х, >... 
ЕО „ ЧР, " 
—р Чни.Х Ви. Хур щи ->.. > Хуа. (25) 


Далее, заменим в последовательности (20) переход Х; > Х;+., последова- 
тельностью (25). Этим мы исключим последнюю неправильную встав- 
кур 'р. 

В результате во всех случаях из любой последовательности преобра- 
зований системы сопряженностей, удовлетворяющей условиям леммы, 
мы исключим одну неправильную вставку. Это значит, что существует 
последовательность преобразований, переводящая Х в У без неправиль- 
ных вставок. 

Из леммы 4 вытекают следствия, аналогичные следствиям из леммы 3. 
Из них мы отметим только одно. 

Следствие. Если в условиях леммы 4 Х-У и проекция У на Р 
не пуста и несократима, то Х можно перевести в У последователь- 
ностью элементарных преобразований без вставок проходных букв. 


$ 3. Группы За и ба» 


Рассмотрим некоторые группы специального типа. 
Группы Ф«„. Положительный алфавит этих групп состоит из букв. 
трех видов: 


@1, 42, ..., Чт, 41, 42, ..., Чт, Г Га, Гз. 


Буквы первого вида назовем основными, остальные — квадратично 
проходными. Группы %«, задаются следующими определяющими соотно- 
птениями: 


4:4; = 4,41, 1=1,2,...,т, | =1,2,...,П. р 
Чьи (1) 


72а. =аг 
, р 


1 Г? 


В предыдущем параграфе мы ввели понятие соответствия Г, связан- 
ного с каждой проходной буквой р некоторой системы Р. 


НЕРАЗРЕШИМОСТЬ ПРОБЛЕМЫ СОПРЯЖЕННОСТИ 509 


Для того чтобы получить это соответствие, следует привести опреде- 
ляющие соотношения, содержащие проходную букву р, к виду 


(Ир — р. 
Соответствие Г, устанавливается между словами и и ®, причем слова 
и являются всевозможными произведениями слов и®, а слова 4 — слов ©. 
Легко видеть, что основные буквы группы %«, образуют систему проход- 
ных букв, и для буквы а; равенства (Г) имеют вид: 


=! —= о 
- -@ = @0- 
4; 2 а,4; , 


= — ал 1 
гра, = ау". 


Словами и® в этом случае являются элементы да чм ег раьооое 
ветствующими словами 0‘ — элементы 4%, 9; ?, 7, и Ра 
Обозначим всевозможные произведения букв 4° (соответственно 7°) 


через © (соответственно А), а произведения слов 42° (соответственно т 


через 0“ (соответственно А“®)). Выражениям О, В, 0®, В® мы будем 
в случае надобности приписывать нижние индексы. 
ЛЕММА 1. Совокупность основных букв группы Зи, является правиль- 
ной системой проходных букв. 
Покажем, что каждое соответствие Га, есть изоморфизм в группе ЭГ". 
Группа ЭГ, в данном случае является свободной группой, так как опре- 
деляющих соотношений, не содержащих букв а;, нет. Допустим, что 


некоторая левая часть и изоморфизма Га, равна 1 в группе а". Пока- 


жем, что соответствующее данному и слово % также равно 1 в %\»„. Так 
как У, — свободная группа, то равное в ней 1 слово и должно пол- 
ностью сокращаться. Каждое слово и имеет вид: 


Е 


Если оно сокращается ло 1, то во всяком случае найдутся два взаимно 
сокращающихся множителя 49°, 94° или т° и г °. В первом случае эти 
взаимно сокращающиеся множители содержатся в некотором множителе ();; 
пусть после сокращения этот множитель примет вид (;, а слово и — вид й 

В таком случае в слове & в множителе 0? взаимно сократятся два 
множителя 4?°’и 42°, соответствующие элементам 4°и 4`°. Пусть после 
сокращения 4” и 4 ” множитель 0? примет вид 0;®, а слово ®— 
вид 1%’. Нетрудно видеть, что слова и’ и &’ являются соответствую- 
щими в Га; 

Если в и сокращаются элементы 7° и г-—°, то они должны находиться 
в некотором множителе В®. Тогда в этом множителе нацело сокра- 
щаются квадраты г” их *°, заключенные в В®. Отсюда следует, что 
в слове & в множителе И; взаимно сокращаются элементы 7° и 7-°, 
отвечающие квадратам 7? и г. После этих сокращений слова и и ® 
перейдут в слова, попрежнему находящиеся в соответствии Ге,. Отсюда 
следует, что если и польостью сокращается, то и полностью сокращается. 
Подобным же образом можно показать, что если ® нацело сокращается, 
то и и вацело сокращается. Итак, Га, есть изоморфизм в свободной 


группе, и система проходных букв а; — правильная. 
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Следствие. Если слова Х и У не содержат основных букв и равны 
в группе У, то они равны в свободной группе. 

На основании следствия 2 леммы 3 $2, слова Х и У должны рав- 
няться в группе %,, которая является свободной. 

Определение. Мы будем говорить, что буквы определенного вида 
исчезают в слове Х группы %, если существует слово А, не содержащее 
букв данного вида и равное Х в группе 91. 

ЛЕММА 2. Если все буквы некоторого вида, принадлежащие слову 
ДХВ, заключены в отрезке Х и если эти буквы исчезают в слове АХВ 
группы %, то они исчезают и в слове Х той же группы. 

Эта лемма тривиальна, так как из равенств АХВ = С следует в любой 
группе равенство Х = 4`'СВ-1, и если С, Аи В не содержат букв дан- 
ного вида, то и в слове Х они исчезают. 

ЛЕММА 3. 1. Если проекция слова да\Х группы Жк, где а — неко- 
торая основная буква, а 4 —одна из букв 4;,.на алфавит основных букв 
несократима, то в этом слове буквы 49° и 73 не исчезают. 

2. Если проекция слова Ха" группы У, где г — одна из букв т, 
на алфавит основных букв несократима, то в этом слове буквы 49° и т° 
не исчезают. 

Мы докажем только первую часть леммы, вторая доказывается ана- 
логично. 

Предположим, что в слове да*Х, удовлетворяющем условиям леммы, 
буквы 4° и 7? исчезают. Это значит, что существует несократимое слово С, 
не содержащее этих букв и равное слову да1Х в группе %„,. Тогда слово 
94а'1Х можно перевести в слово С последовательностью элементарных 
преобразований группы %„. 

Представим эту последовательность в виде: 


да *Х >... ->С. (2) 


Так как основные буквы образуют правильную систему проходных букв, 
то, на основании следствия 1 из леммы 3 $2, мы можем предполагать, 
что последовательность (2) вставок основных букв не содержит. А тогда 
мы можем перевести да"Х в 6 канонической последовательностью пре- 
образований, связанной с буквой а", представленной здесь явным 
образом: 


га Х —...->С. (3) 


Как было указано в предыдущем параграфе, проекции на основной 
алфавит последовательностей (2) и (3) совпадают. Поэтому последователь- 
ность (3) также не содержит вставок основных букв. Так как проекция на 
основной алфавит первого слова этой последовательности есть несократимое 
слово, то не будет и сокращений основных букв. В таком случае первая 
буква проекции на основной алфавит слова 42а шХ, т.е. буква а" не ис- 
чезнет в этих преобразованиях и сохранится и в слове С, в котором она будет 
первой буквой. Кроме того, по свойству канонической последовательности 
преобразований, в последовательности (3) над буквой а" никаких пре- 
образований не производится. В таком случае 4% преобразуется к пустому 
слову в преобразованиях (3), значит, 42 =1 в группе %\‹„. Так как 40 не 
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содержит основных букв, то на основании следствия из леммы 1 настоя- 
щего параграфа, 42 —=1 в свободной группе. 


Покажем, что это заключение приводит к противоречию. Слово 9 имеет, 
как мы знаем, вид: 


ро... ОВ, 


Если 45 =1 в свободной группе, то проекция этого слова на алфавит 
букв 9 также равна 1 в свободной группе. Эта проекция будет иметь 
вил: 


00... 0. 


Но тогда она не может равняться 1 в свободной группе, так как содержит 
нечетное количество букв. Мы пришли к противоречию, и первая часть 
леммы доказана. 

ЛЕММА 4. Если в слове Х исчезают все буквы 49° и т°, то в слове Х', 
полученном из Х вычеркиванием всех букв т°, исчезают все буквы 4°, 
а в слове Х", полученном из Х вычеркиванием всех букв гб, исчезают все 
буквы (г. 

Докажем только первое утверждение. Если в слове Х исчезают все 
буквы 94°, то оно может быть переведено последовательностью элементар- 
ных преобразований группы %ч„ в слово У, не содержащее букв 9°. Рас- 
<мотрим эту последовательность преобразований: 


Х-—Х,-»... У. 


Взяв проекцию этой последовательности на алфавит, состоящий из 
основных букв и букв 7°, получим последовательность преобразований 


В у 


/ и 25) & 
Преобразования Х;-> Х;+, принадлежат группе, являющейся проекцией 
- 6 [е 
группы 9%, на алфавит, состоящий из букв а; и Г, т. е. группы © 
определяющими соотношениями. 


2 
га; = ал. 


(Другие определяющие соотношения группы %„ проектируются в тавто- 
логические.) Но определяющие соотношения группы — проекции — состав- 
ляют часть определяющих соотношений группы %„, поэтому слова Х’ и У, 
равные в этой проекции, равны и в группе %,„. Отсюда следует, что 
в слове Х’ буквы гб исчезают в группе З„. 

Так же доказывается второе утверждение леммы. 

Группа %4,. Перейдем к рассмотрению групп, которые мы будем 
называть группами Ук. Алфавит каждой группы Э‹, содержит, как 
часть, алфавит некоторой группы %ч,. Кроме того, в алфавите группы 
(г имеются еще буквы 4, ,...,й. Таким образом, полный положи- 
тельный алфавит группы %, состоит из букв: 


о бл а а Ч, Ре, Ра, ЕН 


Буквы а; попрежнему будем называть основными. Определяющие соот- 
ношения группы %” состоят из определяющих соотношений соответствую- 
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щей группы %х, и равенств, выражающих, что буквы Й коммутируют 


с основными буквами. 
Таким образом, полная система определяющих соотношений группы 


3’ может быть записана в виде: 


9:4; = @,41 ао а 
па, =ат, (@=1, Ян ана кВ) | (4) 
ара йь бад 


Буквы [, образуют систему проходных букв в группе %«,. Соответ- 
ствие [., в данном случае имеет вид 
и=А 9 ==А, 


где А — произвольное слово, состоящее из основных букв. Иначе говоря, 
в соответствии Гл, каждое слово, состоящее из основных букв, отвечает 
само себе. Такое соответствие является, очевидно, изоморфизмом в любой 
группе, поэтому система проходных букв [, является правильной систе- 
мой проходных букв. 
ЛЕММА 5. Пусть 
ЛУ И (5} 


— последовательность элементарных преобразований группы За, в рас- 
ширенной системе по отношению к проходным буквам 1. Пусть при этом 
слово У не содержит букв [. Если в этих преобразованиях нет вставок 
букв [, а буквы Ги Г[°, представленные явнов слове ХГРУТ°”й, сокра- 
щаются друг с другом, то в слове буквы 9° и г° исчезают в группе З». 
Рассмотрим последовательность преобразований (5) до момента сокра- 
щения букв Г и Г": 
ХР ал. (6) 
Заменим эту последовательность канонической системой преобразований, 
связанной с буквой Г, а затем полученную последовательность преобра- 
зований — канонической последовательностью, связанной с буквой Г°, 
В результате получится последовательность 


р РЯ ЗЫ РЕ (7) 


где А и В — слова из букв основного алфавита. В этой последователь- 
ности преобразований слово А-1УВ-1 переводится в пустое слово. Отсюда 
следует, что А1У В 1 =1 в группе %(ч„. Но так как это слово не содержит букв 


Г, то, на основании следствия 2 $1, слово А-1УВ-1 равно1 и в группе %с,, 
являющейся основанием группы % мк, по системе проходных букв №. 
Группа ЭН, есть группа %„, следовательно, А1УВ-1 =1 в труппе %,. 
Тогда У =АВ в группе \.,. Так как слово АВ не содержит букв 9? и г, 
то лемма доказана. 


$ 4. Группы а 


Рассмотрим группы некоторого типа, которые мы будем называть 
группами Ур р,. 

Положительный алфавит такой группы содержит две буквы р: и ро, 
которые мы будем называть опорными. Остальные буквы положительного 
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алфавита разделяются на два класса 5 и ®* с одинаковым числом эле- 
ментов. Эти два класса приведены во взаимно однозначное соответствие, 
которое мы запишем в виде: 


1 м, 


где л — произвольный элемент класса 5, ах" — соответствующий элемент 
класса 5". Операция, обозначенная символом --, определена над элемен- 
тами класса 5. Распространим ее на слова, образованные из букв клас- 
сов 5+ и 5 и букв, обратных этим буквам, положив 

(д) ==)", 

(2 ЕЕ ие 


где х — любая из букв класса 5. 
Если Х =х,1....хи, где л; — буквы из © или 5*, или им обрат- 
ные, то 
+ + 
ЕН 


Легко видеть, что определенная таким образом операция обладает 
следующими свойствами: 

1. (Х+)+ =. 

2. (ХИ == 
где Х —- любое слово, составленное из букв классов 5 и 51 и им обрат- 
ных. Мы будем называть слова Х и Х+, а также равенства Х =У и 
Х+ = +, взаимно симметричными. 

Определяющие соотношения группы ЗУ»), характеризуются следую- 
щими условиями: 

1) Буквы р, и р» образуют систему проходных букв, причем опреде- 
ляющие соотношения, содержащие букву р:, имеют вид: 


# раЁ; = (Е р.Ць а и: . № (1) 
`Определяющие соотношения, содержащие букву р2, имеют вид: 
ЕзрьЁ: ‚= Н:рзНЬ, #1 20.. в, (2) 


причем Е» Ё№;, Нь С; состоят из букв вида 41°, где х принадлежит 
к классу 9. 

Определяющие соотношения, не содержащие букв р, и р., разбива- 
ются на два класса Г и Г! и имеют вид: 


т А; = Ву, 
Г+: А = В}, 
так что каждому из определяющих соотношений Г соответствует одно 
симметричное ему определяющее соотношение Г*, и обратно. Слова А; и В; 
состоят из букв вида 25°, где х принадлежит классу 9. 
Для определения группы %Ф»,у, достаточно задать класс букв 5, опреде- 
ляющие соотношения типа Г и определяющие соотношения (1) и (2). Из опре- 
ляющих соотношений непосредственно видно, что опорные буквы р, и р», 


ру!и р» 1 образуют систему проходных букв. Основание группы % р, по этой 
системе, т. е. группа »р, имеет алфавит, положительная часть которого 
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состойт из соединения классов 5 и 5*, а определяющими соотношениями 
группы %»р, являются равенства (3). Группа %»т„ как легко видеть, 
представляет собой свободное произведение двух групп. Положительная 
часть алфавита первой из них — г — совпадает с 9, а определяющими 
соотношениями являются равенства Г. 

Положительная часть алфавита второй группы %,+ представляет со- 
бой 5+, а ее определяющие соотношения суть равенства Г*. 

Итак, Ур, есть %г © 9+. Если ХМУ->ХМУ есть элементарное 
преобразование в группе %х (соответственно +), то преобразование 


(ХМУ)+ > (ХМ) 


есть элементарное преобразование в группе Ухг+ (соответственно Ур). 

Назовем эти элементарные преобразования групп %г и ЗУг+ взаимно 
симметричными. Если Х.->...->Хь есть последовательность элементар- 
ных преобразований группы 9% (9+), то последовательность №0 —>...->Хк 
есть последовательность элементарных преобразований в У;хг+ (соответ- 
ственно в т). В таком случае, из равенства слов Х =7 в %г следует 
равенство слов ХТ = У* в Ут+. 

Из свойств свободного произведения вытекает следующее замечание, 
которым мы в дальнейшем будем пользоваться. 

Если слова Х и У, состоящие из букв алфавита группы %хг (соответ- 
ственно %т+), равны в группе %г 6 г+, то они равны в группе %г (соот- 
ветственно Э{г-). 

ЛЕММА. Буквы рз и рз образуют правильную систему проходных 
букв. 

Для доказательства этой леммы надо установить, что соответствия Г.» 
и Гр, — изоморфизмы в группе яви Мы докажем это утверждение для 
соответствия Г.›,. (Доказательство для соответствия Ё.›, аналогично.) 

Как указано в $ 1, соответствие Г», мы можем получить непосред- 
ственно из равенств (1); оно имеет вид: 


и’ = (аут РЕ) (у а)... 6) Ра) —— 

р —1\с, —1 <, —1\ 0% 
— аи (<, (а), (в, ед 
(штрихи над буквами и и ® означают здесь принадлежность к соответ- 
ствию [,. В соответствии Ё», мы будем отмечать и и ® двумя штрихами). 
Отсюда следует, что 


М0 Е) °® _. в (С: В)" 
Из свойств операции -- следует, что 
(ши) == (РЕ) тар) (Ерврте.. (Рыб 
= (а) (ар... (Е Ри. 


В итоге мы получаем тождество: 


и’ == ((а')-1)*. (4) 
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Допустим, что и’ =1 в группе р, т.е. в группе % 69+. Так как 
слово и состоит из букв алфавита группы Ут+, то, согласно сделанному 
замечанию, и’ =1 в групие %г+. Но слово 1 симметрично слову и’, по- 
этому оно равно 1 в группе %Уг и, следовательно, ©” также равно 1 
в группе %т и, значит, в группе (р. р.. Обратно, если и” =1 в р ТО 
и’ 1 также равно 1 в У».р,. Но оно состоит из букв алфавита группы У, 
следовательно, равно 1 и в группе %:. Тогда симметричное ему слово, 
т. е. слово и’, равно 1 и в 1+ и, следовательно, в группе %,,. Этим до- 
казано,. что соответствие Г», есть: изоморфизм в группе У». 

Для соответствия Ё,, мы будем иметь тождество, аналогичное тожде- 
ству (4). Оно имеет вид 


и" => ("1 +, 


только здесь слово и” состоит из букв алфавита Ч’, а слово &” — из букв: 
алфавита Э+. Мы представим это тождество в виде: 


а" == (и" 1}. (5) 


Из этого тождества можно заключить, аналогично тому, как это сделано» 
выше, что соответствие Г.›, есть изоморфизм в группе Уь,. 


$ 5. Группы %,»„, специального типа 


В этом параграфе мы рассмотрим некоторый частный вид группы р, 
и в дальнейшем нам будут нужны только группы р, этого вида. По- 
этому мы сохраним за ними прежнее обозначение. 

Для определения группы 9[,›, специального типа мы зададим произ- 
вольную совокупность букв а,, а›,...,а». Эта совокупность не является 
алфавитом какой-либо группы, в ней нет обратных элементов, и в даль- 
нейшем она войдет как часть в положительный алфавит определяемой 
группы %».р,. Рассмотрим произвольную. совокупность пар слов 


(А., В:), в = РА, 


состоящих из букв а; причем каждая буква а; входит хотя бы в одну 
из этих пар. 

Для того чтобы определить алфавит группы У»,р,, достаточно, как мы 
знаем, описать класс букв 5. Этот классе в данном случае состоит из че- 
тырех видов букв: 


о д о 
Буквы 49 мы будем называть основными. 
Число букв а; равно числу пар (Ах, В;), так же как и число букв г; и 1. 
Определяющие соотношения группы %»,р,, содержащие букву р1, имеют 
следующий вид: 
В + 
Ар р: = 4: @ ри4ЧЬ 


+ 
7, РГ: = Р\. 


(1) 
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«)пределяющие соотношения, содержащие букву р, имеют вид: 


В;:р> У. = р г: , 
(2) 


454: = р». 


Определяющие соотношения типа Г имеют вид: 


=. 2 
9:4, ре. о Ь 
. ‹ ` 
и ел. 
7; а; = ай : 
А ИМ НЕ 
Бар в 


Легко видеть, что группа %»р, вполне определяется системой пар (.А:В;). 
'Тождества (4) $ 4 имеют вид: 


и’ == (4 *}*, 


тде и’и ®' — правые и левые части соответствия ЁСр,. 
Слово ’”* мы, как всегда, обозначим через $’. В этом обозначении 
тождество (4) примет вид: 


И ЕЕ. (3) 
‘Соответствие же Г», может быть записано в виде 


1. 
Выпишем слово ®' явным образом: 


у ==А, (1, Ч: ый В, (1, 41, А гу А Вь (1: Ч, Аз; Ву. (4) 


Здесь слова А; представляют собой произвольные произведения букв 7э, 
они могут быть, в частности, и пустыми. Необходимо условиться, что 
в произведении (4) множителей 


1 в 
(19 Ав)” 


может и не быть, тогда оно сводится к слову В.. 
Перейдем к рассмотрению соответствия Г»,. Для этого соответствия 
имеет место тождество (5) $ 3: 


которое можно привести к виду: 


и. (5) 


Тогда соответствие Г.,, представится в форме 
ц" а и. 


Легко видеть, что слово и” имеет вид: 
И (7—4 —1 с. —1_--1 р-1\8 ‚ 
и = О (Ц, гу, В;,)*... 0 (1, г, В}, )* О, (6) 


` я, я 9 
где О; — произведение множителей @. 
Множители 


(11 Ч, Ав 
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в (4) и множители 
(1, 7)» Ву) 


в (6) будем называть главными. Для слова и" в (6) главных множителей 
также может не быть. 

Условимся слова р обозначать через 9, слова и’ — через ©*, слова 
а" — через и и слова 5" — через и*. При этом, очевидно, смешения в 0б0- 
значениях не возникает. 

Рассмотрим систему продукций, заданную парами В. 
1 =1,...,^. Обозначим эту систему через Я. Группу ЭГ, р, и систему про- 
дукций Я, построенные по одной и той же системе пар (А;, В;), назовем 
соответствующими друг другу. 

Между группой У», и соответствующей ей системой продукций Я су- 
ществует связь, которая выражается, в частности, следующей теоремой. 

ТЕОРЕМА. Если оХи =У в группе Чьь,, где слово %* есть некото- 
рая правая часть изоморфизма Гр, слово и — левая часть изоморфизма 
Т»,› а слова Х и У состоят из букв основного положительного алфавита, 
то Х =У в соответствующей системе продукций. 

Так как слова оХи и У не содержат опорных букв р°и рз, то они 
принадлежат группе Я Система букв р° и р образует правильную 
систему проходных букв, поэтому (следствие 2 из леммы 3 $ 2) слова 
2Хи и У равны и в группе У»р., т. е. в группе %\ © +. Рассматривае- 
мые слова состоят из букв алфавита группы Ут, следовательно, они равны 
и в группе 9. Для доказательства теоремы введем некоторый индекс 
слова %Хи, равный числу главных множителей, заключенных в словах 
г ии. Если этот индекс обозначить через р, то р=й--$, где А — число 
главных множителей слова 9, а $ — слова и. Доказательство теоремы мы 


проведем индукцией по индексу р. Если р = 0, то 
?Хи = В,ХО,. 


Если слова В,ХО, иУ равны в группе У =», то их проекции на основ- 
ной алфавит равны в свободной группе. Так как А, и (0, основных букв 
не содержат, то проекция слова А, ХО, на основной алфавит есть слово Х. 
Проекция слова У есть У. Значит, Х = в свободной группе. Слова Х 
и У состоят только из букв положительного алфавита, поэтому Х =ЕУ. 
Отсюда следует, что Х -=Уив Я. Итак, для р= 0 теорема доказана. 

Предположим, что она верна для всех слов с индексом р, меньшим 
числа А. Покажем, что тогда она имеет место и для слов с индексом, 
равным й. 

Группа %г есть группа %„. Как мы отмечали, совокупность букв [5 
является правильной системой проходных букв. Проекция слова У на 
алфавит букв [; пуста. Поэтому, на основании следствия 1 из леммы 3 $2, 
можно перевести слово “Хи в слово У последовательностью преобразова- 
ний расширенной системы без вставок проходных букв 1. Рассмотрим 


такую последовательность: 
эХи—>...—>У. (7) 


3 известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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Ва а аБЬЫ НЕА а => 
Запишем слово Хи, представив слова Ф и и в явном виде. Это можно 
сделать на основании тождеств (4) и (6). Слово 2Хи примет вид: 


В, (В.Ф, Ар")... Вы ыыы Ва бе (т, В... 
эреь Вто, (8) 


Итак, слово (8) последовательностью преобразований (7) переводится 
в слово У. В этой последовательности преобразований вставок букв 1; нет. 
Все буквы [; должны исчезнуть в этих преобразованиях. Но исчезнуть 
они могут только путем взаимных сокращений. Предположим, что какие- 
нибудь из этих букв, заключенных в множителе о, взаимно сократились. 
Тогда в слове х нашлись бы две взаимно сокращающиеся буквы [у и 


а между которыми других таких букв нет. Рассмотрим такие взаимно. 
сокращающиеся соседние буквы Г и Г°. Они должны принадлежать 
главным множителям слова х, причем между этими главными множителями 
других главных множителей нет. Индексы й, у букв /° иГ° этих главных 
множителей должны быть одинаковыми, поэтому мы их будем в после- 


дующих рассуждениях опускать. Очевидно, что расположение этих мно- 
жителей в слове оХи имеет вид: 


М (19А-1)° В (4А-ЗУ°МХи, 


где А есть произведение букв г®, а 


М (19А-1)° В (ЧА) °М ==. 


Возможны два случая: с = +1 и с = —1. Рассмотрим их. 


Первый случай. Если ‹ = 1, то слово оХи можно записать 
в виде 


МА *В АЯ Ч \\УХи. 


Буквы [ и Г! взаимно сокращаются в последовательности преобразований, 
не содержащей вставок букв [;. Между этими буквами других букв 1$ 
нет. На основании леммы 5 $3, мы можем заключить, что в слове 
4А1\В Ад * буквы 4” и г” исчезают в группе %«. Вычеркнем в этом слове 
буквы 4 и"; на основани леммы 4 $3, в оставшемся слове исчезают 
буквы г° в группе %\.,. На основании леммы 2 $ 3, буквы гб исчезают 
и в слове А в группе %„. Но это слово не содержит других букв и его 
проекция на основной алфавит пуста. 

На основании следствия из леммы 1 $ 3, В =1 в свободной группе. 
В таком случае множители 14А\, А и 49 Ч слова © полностью со- 
кращаются. Если мы произведем это сокращение, то получим слово 
ММ№Хи, равное оХи в свободной группе. Произведение ММ есть также 
правая часть соответствия Гр,, но с меньшим числом главных множителей, 
чем слово ?. Следовательно, слово М/М№Хи само есть слово типа оХи, но 
его индекс р меньше й. Так как ММ№Хи =У в УЖ», то, по предположе- 
нию индукции, Х =У в ®. 

Итак, для этого случая теорема доказана. 
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Второй случай. Пусть э = —1; тогда слово оХи можно записать 
следующим образом: 
МАЧ ЕЮАМ Хи, 
где 
МАЧ ВАМ ==. 


Рассуждая, как выше, мы придем к выводу, что в слове В, заклю- 
ченном между взаимно сокращающимися буквами [ и Г! должны исче- 
зать буквы г° в группе %‹‚. Но так как это слово содержит только 
буквы 7°, то оно должно равняться 1 в группе %, и, следовательно, 
в свободной группе. Но тогда все слово А49`1А14.А`й равно 1 в свобод- 
ной группе. Следовательно, мы можем опять понизить индекс р слова 
2Хи, перейдя к равному слову ММ№Хи. Как и в предыдущем случае, по 
предположению индукции, Х =У в ®. 

Аналогичным образом можно показать, что если буквы [’, заключен- 
ные в отрезке и слова ®Хи, взаимно сокращаются в преобразованиях (7), 
то Х =У в Я. Остается рассмотреть случай, когда не происходит сокра- 
щений букв Г ни внутри 2, ни внутри и. Тогда последняя из букв Г, 
заключенная в отрезке 9, должна сократиться с первой ‘из букв Г, 
заключенных в отрезке и слова оХи. Действительно, если бы последняя 
из букв Г слова © сократилась не с первой буквой /`° слова и, то 
какие-то из букв Г, заключенные между взаимно сокращающимися, 
должны были бы сократиться между собой. Но эти буквы уже входили 
бы в слово и, чего, по предположению, не может быть. 

Итак, буква должна сократиться с буквой Ре. в преобразова- 
ниях (7). В таком случае & =].‹, и слова © и и могут быть представле- 
ны в следующем виде: 


о= а, (4 А)”, 
и == Оь 41 (1-17-1В)*зи.. 


Здесь индексы &; и |, опущены, а слово у! является правой чаетью 
соответствия Г, (соответственно и, — левой частью соответствия Г»,). 

Возможны два случая: вх = --1 и ох = —1. 

Рассмотрим первый случай. Здесь 08, также равно 1, иначе буквы 
Ки [8 не могли бы сократиться между собой. Отрезок слова эХи, 
заключенный между рассматриваемыми сокращающимися буквами [и Г\, 
представляет собой слово 


АВА Х Оз. (9) 


В силу леммы 5 $ 3, в этом слове буквы 4° и 7° исчезают в группе ч„. 
На основании леммы 4 $ 3, в слове, полученном из слова (9) вычерки- 
ванием букв 4°, должны исчезать буквы 7°. Это значит, что в слове 
А-*Вь-4Х должны исчезать буквы 7°. Но тогда, в силу леммы 2 $ 3, 
в слове Аки эти буквы также исчезают. Мы уже видели, что в таком 
случае слово Аь+! равно 1 в свободной группе. Таким образом, слово (9) 
равно слову 
АХО, (10) 
3* 
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в свободной группе. В этом слове буквы 4’ исчезают в группе Же. 
Проекция слова (10) на основной алфавит есть слово 


А-Х, 


причем слова А и Х состоят из букв основного положительного алфавита. 

Покажем, что в слове А-1Х все буквы, входящие в А\*, сокращаются 
с буквами слова Х. Если бы это было не так, то после всех сокраще- 
ний слово А-1Х приняло бы вид а"Т, где а! — первая из оставшихся 
букв слова 4-1, а Т — остальная часть слова. Слово 4а`ТО,41 равно 
слову (9) в свободной группе. Следовательно, в нем также должны 
исчезать буквы 4° и 75. Но проекция слова да\ТО.44 на основной алфа- 
вит несократима. К этому слову применим лемму 3 $ 3, в силу которой 
в нем не могут исчезать буквы 94° и 75. 

Мы пришли к противоречию и можем заключить, что буквы, 
входящие в слово А`1, полностью сокращаются в слове АХ. это зна- 
чит, что 


Х = АХ.. 
'Гаким образом, слово (9) равно в свободной группе слову 


9Хо бе. 


В последнем слове буквы 4° и 7° также исчезают, поэтому оно равно 
в группе Эх, слову, состоящему только из основных букв. На основании 
леммы 1 $ 2, это последнее слово равно в свободной группе проекции 
слова 4Х.О.+1 на основной алфавит. Итак, 


аХо Оз = Хо 


в группе %«,. Отсюда следует, что слово 19Х.О.,4Г* равно Х, в группе 
ЭГ”, так как буква / коммутирует с буквами слова Х.,. ‘Таким образом, 


эХи =вХ.г 1Ви, 

в группе %[.‚. Из определяющих соотношений группы У\.‚, содержащих 
букву г и имеющих вид 

За 

72а; = @;", 
следуют равенства: 

я р 

йе 73а 


"Так как Х. состоит только из основных букв положительного алфавита, 
то из последних равенств вытекает, что 


Е = СА, 
(где х — некоторое целое число) в группе %,. Следовательно, слово 
2. Хот 1Ви, 
равно слову 
р ВИ 


в группе Эа, и слову 


Хи = г “ХВи, 
в группе Эа». 
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Е а 


Число главных множителей слова 9,г—“ меньше числа главных множи- 
телей слова 5; точно так же число главных множителей слова и, на 1 
меньше числа главных множителей слова и. 

Итак, в случае, когда сх =1, слово оХи равно в группе Эа, слову 
#17“ (Х.В)и:, т. е. слову того же типа оХи, но с индексом 6, мень- 
шим й. А в таком случае, по предположению индукции, ХВ =У в. 
Так как Х==АХ., то, по определению преобразований в системе про- 
дукций Я, Х =Х. В в Я. Итак, Х =У в Я, и для случая ок = +1 
теорема доказана. 

Рассуждения для случая сх = —1 аналогичны проведенным. 


$ 6. Основные теоремы 


ТЕОРЕМА 1. Для каждой системы продукций Я существует группа % 
с конечным числом образующих и конечным числом определяющих соотно- 
шений такая, что каждому слову Х системы продукции можно поста- 
вить в соответствие слово Ф(Х) группы %, и это соответствие обладает 
следующими свойствами: 

1. Существует алгоритм, позволяющий. по слову Х найти слово Ф (Х).` 

2. Если Х =УвЯ, то Ф(Х) сопряжено Ф(УТ) в группе %, и обратно. 

Рассмотрим произвольную систему продукций ®. Она определяется 
некоторой совокупностью пар слов: 

(4:,.Ву. 


Эта же совокупность пар слов однозначно определяет группу %хр,.р, спе- 
циального типа, рассмотренную в предыдущих параграфах. Покажем, 
что эта группа удовлетворяет требованиям теоремы. Для этого устано- 
вям соответствие Ф(Х) следующим сбразом: 


Ф(Х) = р:Хр.Х* (1) 


(алфавит системы продукций Я является в то же время основным поло- 
жительным алфавитом группы’ %›у,. Поэтому слово Х одновременно 
является элементом и системы продукций Я и группы %\р.р,). Соответ- 
ствие Ф, очевидно, удовлетворяет первому требованию теоремы. Для того 
чтобы доказать, что оно удовлетворяет и второму требованию, покажем, 
что если Х =У в #, то Ф(Х) —Ф(У) в УЖрь,, и обратно, если Ф(Х) — 
—Ф(У) в Ярр,, то Х=Ув Я. 

Начнем с доказательства второго утверждения. Допустим, что для 
некоторой пары слов Х и У имеет место: 

Ф(Х) —Ф (У). 
Это значит, что 
Р.Х р»Х* — раГ р; *. 

Если эти два слова сопряжены в группе У», то первое можно пере- 
вести во второе кцоследовательностью элементарных преобразований 
системы сопряженностей группы Ур,р,: 


р.ХрзХ*->...->р.Уро! +. (2) 
Проекция слова р.Ур»У’+* на алфавит проходных букв есть слово рр». 


а [2 
Это слово не пусто и несократимо; система проходных букв р1 и р2 — правиль- 
ная. На основании следствия из леммы 4 $2, можно предполагать, что 
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р ый ое нете ГЕНА НИНЕ ЧЕН НЕЕ НЕ НЕЕ 


в последовательности (2) нет вставок букв р, и р». В таком случае две 
буквы р, и р», имеющиеся в слове р.Хр»Х*, сохранятся во всех словах 
последовательности (2), других же букв р? и р в этих словах нет. 

Буквы р, и р., заключенные в словах последовательности (2), сохра- 
няют в продолжение всех этих преобразований свои индивидуальности. 
На основании леммы 2’ $2, мы можем заменить последовательность (2) 
канонической последовательностью, связанной с буквами р, и >. 
Мы получим последовательность 

р.ХрэХ* >... р: Хири*Х* >... > р:У,рэ!> 
(здесь мы пользуемся обозначениями, введенными в $65: 9'==%, и’==и, 
и’ =0*, 9" ==и*). Напомним, что в преобразованиях системы сопряжен- 
ностей мы условились не различать слова, отличающиеся только круго- 
вой перестановкой букв. Совпадение же слов с точностью до такой пере- 
становки мы обозначаем знаком Я. 

В последовательности 

1 р.оХирои* Х* = р,оХирги*Х >... р.У р. + (3) 
никаких преобразований с буквами р, и р» не происходит. Поэтому 
в последовательности (3) слово ®Хи перейдет в У. Легко видеть, что 
преобразования, переводящие эХи в У, принадлежат уже группе Жьь,, 
и мы имеем равенство оХи =7 в группе У%»,р,. Но тогда, на основании 
теоремы $ 5, Х =У в системе продукций Я. 

Допустим обратное, а именно, что слова Х и У равны в системе 
продукций Я. Покажем, что слова Ф(Х) и Ф(У) сопряжены в группе 
Ур.р.. Для этого достаточно ограничиться случаем, когда слово У полу- 
чается из слова Х одним элементарным переходом системы продукций. 
Тогда наше утверждение будет следовать из транзитивности отношения 
сопряженности. Итак, пусть Х преобразуется в У элементарным перехо- 
дом системы продукций Я. Тогда в соответствии со схемами переходов 
системы Я возможны два случая: 

Х=Ай, У=ЙВ 
и 

Х=йВ, У== АЙ, 
где пара (А, В) принадлежит к числу пар (Аь, В;), определяющих 
систему продукций Я. 

Мы ограничимся рассмотрением первого случая. Нам надо доказать, 
что слова 

р:4йр.2+А* и р.Вр.В+7+ 
сопряжены в группе %.р,. 

Напомним одно замечание, которое было сделано в $ 2: если р— 
проходная буква некоторой группы, а слова и и 0! соответствуют друг 
другу в Гр, то в этой группе имеет место равенство 


р = ирь. 
Соответствие Г», в группе р, в принятых нами обозначениях имеет вид: 
я— и. 


Отсюда следует, что, какова бы ни была правая часть 51 соответствия 
Т.›., равенство 
— 2+ 
р =# рю 
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справедливо в группе %»»р,. Таким же образом можно заключить, что, 
какова бы ни была левая часть и соответствия Г», в группе рт, имеет 
место равенство 


Е ны 
р2 = ир2и’. 


Возьмем некоторые определенные слова © ии. Пусть у есть число букв 
зв слове (. Положим 


9==72`14А* и ива римВ. 


Из представлений (4) и (6) $ 5 легко убедиться, что написанные здесь 
слова действительно представляют собой: первое — правую часть Г»,, а 
второе — левую часть Гр, (напомним, что у входящих сюда букв опущен 
индекс #1). 
На основании сказанного, мы будем иметь следующие равенства 
в группе: 
ра = (А*)^ И" ри ЧАР, 


ра = РАВ рвет. (4) 


Заменив в слове р,Айр.й*А* буквы р, и р› равными выражениями, полу- 
чим слово 


(АНН ра АЗААРЬ НВ ро В+ а 7+ А+, 


равное слову р, АЙр»й*А* в группе Ур. 
Произведем в полученном слове круговую перестановку букв и полу- 


чим сопряженное ему слово: 
РАРУАА-АЙА-РЕТ СВ ро ВН А" АКА ат, 
Произведя сокращения в этом слове, найдем: 
ра” В ро ВН На НН. 


й = 2 
Из определяющих соотношений группы У», имеющих вид 4а; = а:4?, 
где а; — любая буква положительного основного алфавита, вытекает, что 


98 =.24”. 
Отсюда, по симметрии, имеем: 
79 = 4” 7“. 
Применяя эти равенства и производя затем сокращения, получим: 
ее: Мб АИ 


Буквы Г коммутируют с буквами слова &, а буквы 1°—с буквами 


<лова *. й 
Посредством этих коммутаций и последующих сокращении придем 


к слову: 


524 п. с новиков 
В И ОВ и аНнВАь 


га В роВ Инь”. 


Из определяющих соотношений группы У», вида 
а; =ау, 
а т? = г+а* 
Й 1 


следуют равенства: 
2У 
р и И = РГ. 


После применения этих равенств и сокращений получим слово: 
р.ИВр»ВтЕ*. 


Таким образом, мы преобразовали в системе сопряженностей группы 
[р р, СЛОВО 

РАбрь А+ 
в слово 

р.2Вр»В*7т, 


что и требовалось. Этим теорема окончательно доказана. 

ТЕОРЕМА 2. Существует группа с конечным числом образующих, 
заданная конечным числом определяющих соотношений, для которой про- 
блема сопряженности неразрешима. 

Как известно, на основании результатов Поста (3) и Маркова (4), су- 
ществует система продукций, для которой нет алгоритма, позволяющего 
установить. равенство и неравенство слов в этой системе. 

На основании теоремы 1 $ 6, для этой системы продукний сушествует 
группа, для которой не может существовать алгоритма для решения 
проблемы сопряженности. 

Полученный результат имеет следующие геометрические приложения. 
Вопрос о гомотопии путей на полиэдре равносилен вопросу о сопряжен- 
ности элементов фундаментальной группы этого полиэдра. 

С другой стороны, каждая группа с конечным числом образующих 
и конечным числом определяющих соотношений является фундаментальной 
группой некоторого двумерного полиэдра. Из полученного результата вы- 
текает, что можно построить двумерный полиэдр, для которого проблема 
гомотопии путей неразрешима. 

Поступило 
24.1У.1954 
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И. Р. ШАФАРЕВИЧ 


ПОСТРОЕНИЕ ПОЛЕЙ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ С ЗАДАННОЙ 
РАЗРЕШИМОЙ ГРУППОЙ ГАЛУА 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе доказывается, что над любым полем алгебраических чисел 
существует бесконечное число расширений с наперед заданной разрешимой 
группой Галуа. 


Введение 


В настоящей работе излагается метод построения расширений задан- 
ного поля алгебраических чисел, имеющих наперед заданную разреши- 
мую группу Галуа. В частности, дается доказательство существования 
таких расширений. 

Основным аппаратом, которым мы пользуемся, являются введенные в 
работе (5) инварианты полей, группа Галуа которых имеет порядок [", и 
развитая в той же работе теория композиции гомоморфизмов групи по- 
рядка /[” и функций гомоморфизмов. Эти соображения, относящиеся к по- 
лям с группой Галуа порядка {[“, оказываются применимыми здесь, так 
как задача построения полей с заданной разрешимой группой Галуа тес- 
но связана с некоторыми вопросами теории полей с группой Галуа по-. 
рядка Г. Эта связь дается теоретико-групповой теоремой, доказанной не- 
зависимо Д. К. Фаддеевым [см. (4) и (5)] и Гашютцем (Сазевав#) (1). 
Если высказать теорему Д. Ц. Фаддева-Гашютца как теорему не об аб- 
страктных группах, а о группах Галуа, то она получит следующую 
формулировку [см. КосвепаогНег (?)]. Пусть задана группа © с абелевым 
нормальным делителем А порядка Ги ОСсАс КСК” есть после- 
довательность полей со следующими свойствами: | нормально и имеет 
_ группу Галуа С — @/А, Г принадлежит в # к силовской /[-подгруппе Н 
группы 4, К/Т, нормально и группа Галуа его изоморфна силовской под- 
группе © группы ®, причем поля, сопряженные с К/, независимы над 
Ки их композит есть К”. Тогда у поля К“|Ё имеется подполе с группой 
Галуа, изоморфной ®. В силу этой теоремы, при построенном поле А/< 
с группой Галуа С, построение поля с группой Галуа ® над О сводит- 
ся к построению содержащего А поля К/Г, с заданной группой Галуа 
$ порядка {“, но такого, что поля, сопряженные к К/®, независимы над 
к. При этом для построения поля с заданной разрешимой группой Галуа 
этот прием надо применять несколько раз и добиться того, чтобы на. 
каждом шаге конструкция указанного поля с группой Галуа порядка Г 
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действительно была выполнима. Эта задача и решается в настоящей 
статье. 

Мы предполагаем все рассматриваемые поля А/© шольцевыми относи- 
тельно некоторого модуля М (определение см. в $ 1). Это гарантирует нам 
то, что в поле А/Г, (Г, принадлежит к силовской [/-подгрупие группы Галуа 
А/О) любая система множителей, состоящая из корней степени { из еди- 
ницы, распадается, а поэтому поле К с указанными выше свойствами 
можно построить, проводя убывающий центральный ряд в группе ® через 
нормальный делитель А. 

Основная трудность заключается в том, что теперь нам необходимо, 
чтобы и вновь построенное поле К” было шольцевым. Вводятся некото- 
рые инварианты поля А/©, обращение которых в 1 является необходимым 
и достаточным условием того, что поле К” может быть построено шольце- 
вым. Наконец, того, чтобы инварианты поля //О обратились в 1, можно 
добиться следующим образом. За С берется некоторая «приведенная сво- 
бодная» группа, причем каждая разрешимая группа является факторгруп- 
пой некоторой «приведенной свободной». Вместо того, чтобы строить поле 
Ё сгруппой С, мы строим поле А с группой @, которая является «ириве- 
денной свободной» того же типа, что и С, но с гораздо большим числом 
образующих. Путем применения развитой в работе ($) теории композиции 
гомоморфизмов удается показать, что в А содержится подполе А с груп- 
пой Галуа С и всеми инвариантами, равными 1. 

Предполагается, что читателю известны работы (8), (7) и (3). Краткое 
изложение полученных здесь результатов было опубликовано раньше 
[см. (3)]. Сравнительно с изложенным в (3) в настоящей работе удалось 
добиться некоторых упрощений. Наиболее существенное из них заключа- 
ется в следующем. Как известно [см. Оге (3)], в любой разрешимой груп- 
пе имеется полудополненный нильпотентный нормальный делитель. 
Ввиду этого, любая разрешимая группа является факторгруппой некото- 
рого полупрямого произведения групп порядков [". Проведение набро- 
санного выше построения для таких групп заметно проще, чем для лю- 
бых разрешимых. Мысль о том, что результат Оре, о котором сейчас 
было сказано, может быть применен к построению полей с разрешимой 
группой Галуа, была сообщена мне Д. К. Фаддевым, с любезного разре- 
шения которого я ею здесь воспользовался. 

В этой работе не раз встречаются ссылки на результаты Д. К. Фад- 
деева. Однако я обязан ему гораздо больше, чем могут отразить ссылки 
на его работы. За многократные обсуждения и советы, поданные мне Дми- 
трием Константиновичем, я рад высказать ему здесь глубокую благо- 
дарность. 


$1. Инварианты относительно-абелевых полей 


1. Формулировка задачи. Мы дадим сейчас определение одно- 
то класса полей, который интересен тем, что для него задача погруже- 
ния имеет положительное решение в ряде наиболее важных случаев. 

Пусть О есть поле алгебраических чисел, К/О — нормальное расшире- 
ние и М — натуральное число, делящееся на все простые делители сте- 
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пени ^/©. Расширение А/© будет называться шольцевым относительно 
М, если выполнены следующие условия: 

1’ Все простые дивизоры А, критические в А/О, имеют относительный 
порядок 1 над О. 

2° Для любого простого критического дивизора $ поля 4/0 


® (В) =1(М), 


`де % (№) означает абсолютную норму %. 

3? Все простые делители М в © полностью распадаются в. 

4° Все вещественные бесконечно удаленные простые дивизоры © рас- 
надаются в А только на вещественные. 

Если ) есть простой делитель М, то максимальную степень \, деля- 
щую М, мы будем обозначать в дальнейшем через М). 

Если /|М, АЭС, где ( есть корень степени [ из 1, и \К: ©) и М яв- 
ляются степенями и то понятие шольцевости совпадает с тем, которое 
. введено для полей степени Г в работе ($). 

Если дано число М и его простой делитель /, то нормальное расши- 
рение А/О, содержащее корень $ степени / из 1, будет называться шоль- 
иевым относительно М и [, если А/О (©) шольцево относительно М и для 
любого не делящего { простого делителя р дискриминанта поля &/© 


% (р) =1(0. (1) 


Очевидно, что если ОЭ (, то понятия шольцевости относительно М 
и шольцевости относительно М и { совпадают. В общем случае эти пс» 
нятия связываются следующими двумя утверждениями. 

ЛЕММА 1. Есла Е/О — шольцево относительно М и [| М, то &((|®— 


иольцево относительно М и 4. 
Проверим сначала все требования шольцевости относительно М для 


поля К (6) /О (©). 

1) Пусть $ — критический простой дивизор ^(© [О (©, № — его дели- 
тель в А, р—в 0 (0, ар—в О. Очевидно, что $ или критический в &/О 
или делитель /, так как #А(<) =^.О (5). Второй случай встретиться не 
может. В самом деле, если %|1, то р полностью 'распадается в # и по- 
лучающаяся фр-адическим замыканием алгебра А, является прямой сум- 
мой полей ©,. Алгебра © (С), есть прямая сумма полей 0 (9, а поэтому 
алгебра К (/› =А›О (0), является также прямой суммой полей 2 (9)... 
Из этого следует, что порядок и показатель ветвления для в ^(()/® — 
те же, что дляфр в О (0). Из мультипликативности этих чисел при по- 
следовательных расширениях и из того, что они равны 1 в &/© следует, 
что они равны 1 ив #(0)/О (5). Таким образом, (В, 1)=1, а простые 
делители / в О(©) полностью распадаются в ^((. 

Мы видим, что $ — критический в #/О. Так как он имеет там поря- 
док 1, то любое число из # сравнимо с числом из @ шой. Из этого 
следует, что любое число из (0) сравнимо © числом из © (0) шо@$, а 


это и значит, что порядок $ равен 1. 
2) Из предыдущего рассуждения следует, что если $ — критическии 
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# (0) [О (О, то его кратное %`— критическое в А/О. Так как 


% (3) = (3), (3) =1(М), 


$ (3) =1(М). 


3) Для простых' делителей { свойство 3°’ уже доказано. Если \| М, 
^-Е1, то для простых делителей ). доказательство дословно повторяет 
доказательство свойства 3°. 

Наконец, свойство 4° для # (0) / О (©) тривиально, так как при Ро 
ЕО, а при 1[>2 О ($ чисто мнимо. 

Для проверки сравнения (1) заметим, что простые делители дискрими- 
нанта А (0)/О, взаимно простые с [, являются, как нами доказано, про- 
стыми делителями дискриминанта А/©, для них же сравнение (1) сле- 
дует из условий 41° 2% в определении шольцева поля, так как /|М. 

Обращение леммы 1, вообще говоря, неверно, однако имеет место. 
следующее, несколько более слабое утверждение. 

ЛЕММА 2. Если К/Ф — шольцево относительно М, &' — нормальное рас- 
ширение К и (Ё’:Ё) является степенью [, где | — простой делитель М, 
то из шольцевости #' (3) [ОФ относительно М и [ следует шольцевость 
&'/О относительно М. 

Проверим для #’/© все требования шольцевости относительно М. 

1) Обозначим &’ (<) через #', А (©) — через &, © (©) — через О. Пусть $’ — 
простой дивизор &’. Обозначим делящиеся на него простые дивизоры в 
К’ через [$', в  — через %, в А — через $, вО — через р, в О — через 
р. Поле классов вычетов дивизора р в © будем обозначать через. 
0 [+]. 

Пусть 3%’ — критический дивизор А’/©. Ввиду условия (1), 


® [8] =]. 
С другой стороны, 
К В = #8 [8] = [37], 
так как 
® ЕЖА (1. 


По условию, 


Е (№12. 
Отсюда следует, что 
К [$] =#[%]. 
Так как, по услозию, 
# [3] =© [$], 
то 
К [В] = [$], 


что и означает, что $’ имеет в Ё'[© порядок 1. 
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2) Как мы доказали, 


№ [8] = [8] =А 1%. 
Из этого следует, что 


® (#') =9 (3). 


Таким образом, 


Я ($3) = (3') =1(М). 


3) Пусть теперь %’ — делитель М в А’. По условию, мы имеем: 
Из соотношений 


мы выводим: 


Так как по условию (#':№), а следовательно, и (Ё’у»:Ад) есть сте- 
пень [, а (#:№), а значит и (т: К) делит /—1 и поэтому взаимно 
просто с [, то мы можем заключить из (2), что Ё’у/ = Ау = О’, что и 
®значает, что простые делители М полностью распадаются в #’/О. 

Наконец, условие 4” очевидно, так как при /=2 60, а при 71 > 2 
| имеет нечетную степень, а поэтому чисто вещественно. 

Лемма доказана. 

Перейдем к рассмотрению цепочки полей, которая соответствует, 
«огласно теории Галуа, цепочке групп, исследуемой в теореме Фаддеева- 
Гашютца. 

Расстотрим пять полей алгебраических чисел 


И ыы ежу Е: (3) 


обладающих следующими свойствами: &/© есть нормальное расширение 
с группой Галуа а, Г принадлежит силовской (-подгруппе Н, К/ШЁ 
нормально и является простым центральным расширением А/Ё, К/О не 
нормально и поля, сопряженные с К относительно ©, независимы над (; 
мх композит есть К*. 

В этом и следующем параграфах будет разобрана следующая задача: 
найти условия, которым должно удовлетворять шольцево относительно 
М и 1 поле А/О для того, чтобы существовало поле К, группа Галуа 
которого является заданным простым центральным расширением группы 
Галуа А/Г, и такое, чтобы поле К*/О было шольцевым относительно № 
и [. Ответ будет дан в терминах некоторых инвариантов поля А/О, к 
определению которых мы сейчас и переходим. В дальнейшем мы будем 
все время считать поле А/© шольцевым относительно М и (. Будем, та- 
ким образом, предполагать, что А содержит корень ° степени / из Ти 
положим 
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сы. Фа веб. 
Очевидно, что 
8 (91) ==8 (3) 8 (<) (1. (4} 


2. Инварианты [у, Х]. Возьмем произвольный характер Хх по- 
рядка {/ группы Н и такое соответствующее ему число ®, из Ё, что 


1 1 1 
Уже, Уз =х(ЮУж, ВЕН. 


Рассмотрим разложение о, на простые множители в А. Во-первых, 
мы имеем: 


(<) = а", 


где а, и Б — дивизоры из Г, причем а, состоит только из критических 
простых дивизоров А/Ё.. Так как х, определяется характером х однознач- 
но © точностью до [-равенства, то а, зависит только от у, а неот вы- 
бора соответствующего ему а». 

Если р есть простой делитель а, в Г, то, ввиду условия 1° в опреде- 
лении шольцева поля, 


р = $", 


где $ — простой дивизор из й, а сумма в показателе распространена на 
все РЕН. Если с ЕС и «ЕС, то, как легко видеть, 


а Е м 


тогда и только тогда, когда классы по двойному модулю 83° Н и 8-Я 
совпадают. Здесь 8$ означает группу разложения $. 
Таким образом, разложение «, на простые множители в А имеет вид: 


2, (©)°2» 
(@&)=&Пз ®* 
$ 


Здесь $ пробегает все не сопряженные между собой критические диви- 
зоры #/Ё, © — классы смежности С по двойному модулю (8, И) и © — 
произвольный представитель ©. } 

Рассмотрим класс Х 1-инвариантных чисел поля К/Г,. Пусть 5(Х)— 
дивизор, соответствующий классу Х [определение его см. в (*®), стр. 266], 
и в — произвольный представитель Х. Предположим, что для любого 
критического дивизора 


5 ($) 
(ХС, в). (5) 


* 
Здесь Фф,х (%) означает функцию на классах смежности по двойному 
модулю (Н, 35), определенную соотношением 


9х (&) == фк (871) 5 (5) (1), 


а *, как и раньше, — произвольный представитель %. 
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Заметим, что функция 2 (<) удовлетворяет условиям: 
Е (ак) = 8 (12) = & (®) = 8 (№) =5(®), №Е6Н, 268, (6) 


так что $" ($) действительно является функцией на классах смежности по. 
модулю (Н, 8$). 


Для доказательства условий (6) нам достаточно показать, что 
8 (#) =1 (1, ^ЕН, (7) 
8 (в) =1 (0, 26 8. (8) 


Так как порядок Н есть степень {[, то (7) следует из (4) и из того, 
что 


(В =1 (0. 


Очевидно, что автоморфизмы 268% индуцируют в поле О (//О авто- 
морфизмы группы разложения простого дивизора этого поля, делящегося 
на $. Ввиду условия (1) и предположенной шольцевости относительно. 
М и [ поля №/О, дивизор р из О полностью распадается в О (<), так 
что группа разложения его простого делителя в этом поле равна 1. От- 
сюда следует, что ( = (при 2е 8$, т. е. условие (8). 

Для того чтобы условие (5) имело определенный смысл, нам надо 
показать, что выполнение его не зависит от выбора представителей < в. 
классах $ по модулю (Н, 8$). 

Очевидно, что 


(Хх) =5(х)" 


при ЛЕЙ, так как Ф(Х) — дивизор, инвариантный относительно й. Обо- 
значим через [> (Х)] $ ту степень №, которая входит в Ф(Х). Из очевид- 
ных равенств 
[> (Хх) = (© (Х) в) = (ХФ), 
(9) 
$" == №, 26 83, 


мы получаем: 
[> (Х) д = (7, 
что и доказывает наше утверждение. 


Если условие (5) выполнено, то мы определяем символ [у, Х], пола- 
гая 


о 
= Ще), во 


где № пробегает все не сопряженные между собой критические простые 
дивизоры ^/©, а щ есть дивизор из разложения 


и = 6 (Х)м (11) 
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[см. (6), стр. 266]. Если условие (5) не выполнено, то символ [х, Х] не 
определен. 

Перейдем к доказательству того, что символ [х, Х] не зависит от вы- 
бора: 

а) представителей ^ в классах %, 

Ь) дивизора $ среди совокупности сопряженных друг с другом диви- 
зоров и 

с) в в классе Х. 

Для доказательства утверждения а) покажем сначала, что если 26 3$, 
то для`любого А, для которого 


(А) = 


имеем: 


—— =1, 2684. (12) 


Очевидно, что класс вычетов АГ? то4 $ имеет в мультипликативной 
группе классов вычетов той 3 порядок, делящий порядок ез группы 
разложения $. Так как порядок группы классов вычетов есть % (№) —1, 
то условие (12) следует из соотношения 


$ ($) =4 (1е$). (13) 


Действительно, из (13) ввиду сказанного выше следует, что индекс под- 
группы, порожденной классом АД”? шой % в группе классов вычетов, 
делится на [, а значит, этот класс является 1-й степенью некоторого 
другого класса, что эквивалентно (12). 

Для доказательства (13) воспользуемся произволом в выборе числа 
М, относительно которого мы предполагали поле &/@ шольцевым. Мы 
потребуем, чтобы любой простой делитель [ степени (й:©) входил в М 
в степени, по крайней мере на единицу большей, чем та, в которой он 
входит в показатель (общий наибольший делитель порядков элементов) 
группы С. При этом условии соотношение (13) будет, очевидно, выпол- 
няться, так как, с одной стороны, ввиду того что (3, 1) =1, 


® (3) =1 (езз), 


а с другой — % (3) —1 делится на [ в степени, по крайней мере на 
единицу большей, чем еф, что следует из вводенного нами условия и 
того, что ед является порядком циклической (ввиду тольцевости А) 
группы Зз- 

Теперь утверждение а) доказывается совсем просто. Нам надо дока- 
зать, что выражение (10) не изменится, если какое-нибудь х заменить 
другим представителем йл2, ПЕН, 26 Зф», того же класса смежности по 
двойному модулю (Н, 8$). Но инвариантность относительно умножения 
на й следует из [-инвариантности р в А/[, а относительно 2— из (12). 
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Переходим к доказательству утверждения Ь). Пусть %® — дивизор, 
сопряженный с %. Тогда 


д ие 


При этом когда с пробегает полную систему представителей клас- 
сов смежности по модулю (8, Н), 01 пробегает также полную систему 
представителей классов смежности по модулю (986, = (85 2). 
так как из у 
а = о Зв: Н 
следует: 
б= Ув" 8 00-:Н. 


‚ Если © = Зе Н т то "8 90—1с,Ы мы будем обозначать через 6-1©. Таким 
образом, 


(&) = ы П $ И 


где пробегает все классы по модулю (Зе, Н), р — представитель Я и 
Фе х () = 9$,х(8%). 
Теперь очевидно, что 


о, о И уби, 


где \ пробегает классы смежности по модулю (Н, Зо), оЕЩ. Есля 


положить 
0—3, от, 


то % будет пробегать классы по модулю (Н ‚ 8$), и 6%. Следова- 
тельно, 


Я $°) гы (> и" $) 6”) : 


(> (Х) 

Таким образом, выполнение условия (5), при котором определен 

символу [х, Х], не зависит от выбора $ среди сопряженных дивизоров. 
Аналогично преобразуется и самый символ: 


ее И» „ея ото („фт 
9 г 33° с $ } 
что и доказывает его независимость от выбора 3 среди сопряженных 


дивизоров. 

Нам остается доказать утверждение с). Очевидно, что достаточно 
проверить инвариантность выражения для [х,Х] при умножении (р на 
1-ю степень и на число тЕГ, взаимно простое с дискриминантом А/Г.. 
Первое очевидно; при втором ® (Х) не меняется и поэтому инвариант- 
ность условия (5) очевидна. Рассмотрим самый символ [у, Х]: 


4 Известия АН' СССР, серия математическая, № 6 
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хеьх($) } . 
(ит) в 
Е = 


З - о 
Се 


Нам надо, таким образом, доказать, что 


9$ ($) 1 
Пе), 3.5 по 
Действительно, 
594 $, 
т*7$,® (3) к 
п ( а Ее 
$ 3 $ оо) 9(=-2) 
ыы Е (15) 
Пе), (зая ), (=), 


Теперь (14) следует из (15) и из закона взаимности, так как а, (-гипер- 
примарно, ввиду условия 3° в определении шольцева поля. 
° Инварианты [у,Х] обладают свойствами: 


Бах», Х] = (0, Х] [х, Х], (16) 
[х, Х,, Х›] = (Хх, Х! [х, Хэ, (17) 
т Х,] г [Х, Хх], } (18) 


причем в (16) и (17) предполагается, что оба символа в правой части 
определены, и утверждается, что тогда определена и левая часть. 
В (18) предполагается, что Ас ,, причем степень (#,,К) есть степень 
[. Характер ху и класс Х рассматриваются в А, ах, и Х, — характер и 
класс, соответствующие им в К.. 

Заметим, что если К/© шольцево, то А/Г тоже шольцево, причем 
если определен инвариант (ху, Х) [см. ($), стр. 248], то определен и 
инвариант [у, Х], и они совпадают. 

3. Инварианты (Х)„. Обозначим через Г.„ максимальное ‘расши- 
рение [, имеющее абелеву группу показателя / и содержащееся в Г, (< м)» 
где С„ есть первообразный корень степени М из 1. Выберем в классе Х 


1 
такого представителя |, чтобы в поле (Уз о все простые делители 
М в О ($) полностью распадались. Для случая делителя М, являющегося 


в то же время делителем [, существование такого представителя дока- 
зано в работе (6), стр. 269. Если а| М, (4,1) =1, аЕГ, то, ввиду шоль- 


цевости К /© относительно М, 4 не разветвлено и имеет порядок 1 
1 


в ^/ О. Для того чтобы 4 обладало этими же свойствами в А (уз о, 
необходимо и достаточно выполнение условия 


||“ =). (19) 
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Очевидно, что, найдя число т, удовлетворяющее условию 


(=. (20) 


мы добъемся выполнения условия (19) для рт. Очевидно также, что 
условия (20) для различных 4| М, (а, 1) =1, а также соответствующие 
условия для а|/ совместны. 

Инвариант (Х)„ мы определим как класс шЛ м по подгруппе Л », со- 
ответствующей полю Ё„/Г, в смысле теории полей классов, к которому 
принадлежит дивизор т из разложения (11) выбранного таким образом 
представителя м класса Х. 

Покажем, что (Х)и не зависит от выбора р в Х, если только этот 
выбор подчинен указанным выше условиям. Действительно, другой пред- 
ставитель должен иметь вид рт, где т /-гиперпримарно и 


(^^) =1 для 91М, (9,0=1. 


Таким образом, т лежит в группе бра состоящей из [-х степеней луче- 


вых классов по модулю %, являющемуся произведением модуля [-гипер- 
примарности и всех 4, которые делят М, но не делят [. Поле, соответ- 
ствующее 5: является максимальным расширением поля Г, имеющим 


абелеву группу показателя [ и дискриминант, состоящий только из 
делителей М. Так как Г. „ также обладает всеми этими свойствами, за 
исключением максимальности, то оно содержится в этом поле и, следо- 
вательно, Ли 2$, и из те 5., следует, что теА. 


Инвариант (Х)„ обладает свойствами 
(ХХ) и = (Х,) м (Хз) м, 


(Х,) м = (Хи, 


аналогичными (17) и (18). 

Очевидно, что из (Х)„ =1 следует (Х)„ =1 при М,| М. Точно так 
же очевидно, что (Х)„ может принимать только конечное число значений— 
заведомо не больше, чем М. 

4. Инварианты [Х]у. Эти инварианты определены только для 
таких классов Х 1-инвариантных чисел поля К/Г, для которых все 
инварианты [х, Х], которые определены, равны 1, а также (Х) и = 1. 

В $2 будет доказано, что в каждом таком классе можно выбрать 
такого представителя в, что в поле К”, получающемся присоединением 

1 


к А всех Ур”, все критические простые дивизоры А распадутся на ди- 
визоры 1-го порядка. Это эквивалентно выполнению соотношений 


519(3)в 
$ | 
АЕ А | 1 
( с —=1 (21) 


4* 
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о ниях ое ОО Ве ев 
для всех критических простых дивизоров % поля #/О и всех функций 
1335) на правых классах смежности С по Н, для которых 


2153635 


(> (Х) В) =1. 

Пока теорема 1 из $ 2 еще не доказана, мы будем считать, что инва- 
риант [Х]+ определен для тех классов Х, в которых существует предета- 
витель р, удовлетворяющий условиям (21). 

В дальнейшем мы всегда будем предполагать, что выбор представи- 
теля + в Х произведен именно таким образом. 

Рассмотрим функцию $ (©) на классах смежности © группы @ по 
двойному модулю (Н,Н) со значениями в поле классов вычетов 104 [, 
обладающую следующими свойствами: 

1°. $ (0=0, 4"(°)=—%() (0. 

т ыы —= ЕЁ при в ЕХ. 

Здесь 5 пробегает все правые классы смежности @ по Н, с — любой 
представитель 5, а'4$(5) означает ф(©), где © — класс по двойному 
модулю (Н,Н), содержащий 5. 

$. Если ту = их есть разложение ту на множитель $, состоящий 
только из простых делителей дискриминанта Ё |[., и ту, взаимно простой 
с дискриминантом, то 


= >) (< 
= (а) 1% 9”, (хе в) = (22) 
$ 


где у — один из характеров порядка [ группы Н. 


| + 

Заметим, что путем умножения т, на ах 1 = [И мы можем до- 
биться того, чтобы о, в формуле (22) не участвовало. Тогда № будет 
определено однозначно с точностью до такого множителя о,, что инва- 
риант [х, Х] определен. 

При /[=2 мы наложим еще одно дополнительное условие. Пусть 
© — инволютивный класс по двойному модулю, т. е. класс, совпадающий 
со своим обратным: © =©"*. Каждому такому классу мы поставим 
в соответствие дивизор бе поля Ё по следующему правилу. 


Пусть с — представитель класса ©, удовлетворяющий условию 
вЫ ! (23 


Существование такого представителя следует из условия ©-! = ©, как это 
доказано в приложении. 


Обозначим через [17 композит полей Г, и [7, принадлежащий к под- 
группе НП Н”, а через Л.— подноле, принадлежащее подгруппе 
{°, НП Н°}, порожденной в и Н Г] И°. Ввиду условия (22), 


{< НПН = НП Но Е 
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о о 
и, ввиду (23), 

([1/: Ло) =2. 


Обозначив через Ф. дифференту поля [,[°/ Л., мы. положим 


бе = Мои, (3%). 


Условие, которое мы наложили на функцию {, записывается теперь 
в следующем виде: 


4°. [9 = (и) в Г, [хХ, Х] определено, 
с 


где произведение распространено на все инволютивные классы © по 
двойному модулю (Н,Н). 

Очевидно, что все эти условия зависят только от функции ф и класса 
Х, а не от выбора р в Х. Если выполнены условия 1°, 2° и 3°, а при 
1=2 и 4°, то мы определим символ [Х]у следующим образом: выберем 
в Х такого представителя |, для которого 


(т, п) =1 при < @Н (24) 
и положим 


[Хь = ее] (25) 


У 
где иу= ш “8 


‚ ат — дивизор из разложения (11). Символ [-] опре- 


делен в работе ($), стр. 267. 

Ввиду условия $ (1) =0(1) и условия (24), правая часть (25) действи- 
тельно определена. 

Докажем теперь, что символ [Х]% не зависит от выбора представителя 
№ в классе Х. Напомним, что при этом речь идет о выборе представителя, 
удовлетворяющего ` сформулированным в начале этого пункта условиям. 

Положим 

№’ = рт, '=м (т), тЕГ, 


причем т состоит из простых дивизоров Ё, имеющих в [| © порядок 1 
и полностью распадающихся в (. 
Дословным повторением рассуждений на стр. 400 работы (8) проверя- 
ется, что мы можем считать при этом выполненными следующие условия: 
(т, и) = 1, (т, 11°) =1, (пт’, ито =1, ‘ЕН. 


причем в, ти р’ [-гиперпримарны. 
Нам надо доказать, что 
аа 26 
Я |=], __ 


где 
34(5)в 


’ 
пу = пут 


5 ь 
Заметим, что т” есть число из Г.. Действительно, в приложе- 
нии доказано, что если 5 пробегает все правые классы смежности по Н 
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содержащиеся в одном двустороннем классе по (Н,Н), а с есть любой 
представитель 5, то а>° 6 [, если «ЕЁ. Из того, что ф постоянно на 
классах по’двойному модулю (Р,Н), следует, что т; есть произ- 
ведение такого’ рода\чисел„ и, следовательно, принадлежит Г. 

Переходя к. доказательству (25), заметим, что 


Е (вая ]Сывяз)- 27 


Равенство (26) будет доказано, если мы покажем, что произведение вто- 
рого и гретьего множителей, а также четвертый множитель в правой 
части (27) равны 1. 

В самом деле, 


214(5 619 (97) 
$ : ] 
‚ 
то 8 т 


где с! пробегает представителей левых классов смежности 5! группы @ 
по Н. Так как из 566 следует, что 5-16 ©*, то, ввиду условий 1°и 


2°, мы имеем: 

24($5)0—19 (071) < 24*($ 5 т, \* 

[ Й у р 

| т Ре 1-(=*) ‚ (28) 


т Г ИРИ ь: : 
("| = 298% — (=) (=*) - (29) 
Мы докажем, что 


©) -) °о 


и тогда из (29), ввиду закона взаимности, будет следовать, что 


Для доказательства (30) заметим, что 


(ту) = ту, 


где 6 удовлетворяет условию (22). Ввиду этого условия, 


У. у 


(еее, 90 


( в %) =1. (31) 


где 
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Так как » уже удовлетворяет условию (24), то из (22) следует, что 


31° (Тут 
т = 
3 ’ 


а так как это же должно иметь место для ыт вместо 1, то 


У 
(77). 
В < . 


Отсюда и из (30) следует, что 
Пе а ев 
\ ту) — ть) г) =. 
Доказательство того, что 


(ах и. (32) 


т2 980 


различно при [+2 и при 1 =2. 
При [== 2 мы имеем: 


т 7 т2 9899 
( 24 (8)5 ) — В , 
т т 


ввиду того что ф(5) постоянно на классах по двойному модулю (Н,Н) 
и на основании формулы (104) приложения. В силу условия 41°, имеем, 
как и при доказательстве (29): 


( ВЫ 


( т (8) А 
т 


т / 
Ввиду /-гиперпримарности т, отсюда следует: 


т ‚\2 
( из» =1, 
т 


что эквивалентно (32) при [= 2. 
При /=2 рассмотрим сначала неинволютивный класс ©. Тогда, ввиду 


условия 1” и на основании формулы (104) приложения, 


(-зивзтивнуя = ( 5 - р (== и ЕЯ и) ее”) ыы 


где 55 пробегает все правые классы по Н, содержащиеся в ©. 


Рассмотрим выражение 
(55) 
24(5% |» 

т 


в котором сумма распространена только на отличные от 1 классы 6, 
содержащиеся в инволютивных двусторонних классах ©. Имеем: 
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(я) -П(а)® 


т 


где произведение распространено на все инволютивные классы ©, ас_ 
пробегает представителей правых классов смежности по Н, содержа- 
щихся в ©. 

В приложении доказано (формула (126)), что 


( (®= , 
-е) в.) 


(тзев») = (Пей) (=) | 
К=) 


ввиду условия 4° и соотношения (21). 

Тем самым независимость символа [Х]+ от выбора представителя р 
в классе Х доказана. 

Для символа [Х]’, имеет место равенство 


[Х] = [Хфь, 


аналогичное (18), но равенство, аналогичное (17), не имеет места. 


$ 2. Условия погружаемости для шольцевых расширений 


В этом параграфе мы изложим решение задачи, сформулированной 
в п. 1 предшествующего параграфа. Согласно этой формулировке, нам 
заданы в цепочке (3) поля О, Д и _, а также группа Галуа А /Г как 
простое центральное расширение группы Галуа Н поля А/[. Ввиду 
шольцевости поля А |О, а значит, и К/Г, этому расширению группы Н 
соответствует класс /-инвариантных чисел поля А/Ё, который мы будем 
обозначать через Х. 

ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы поле К[Г, можно было погрузить 
в поле К, соответствующее классу Х и такое, что К“ [О шольцево, не- 
обходимо и достаточно, чтобы инварианты (Х) и, [х, Х] и [Х]‹ равня- 
лись 1 для всех Х и Х, для которых они определены. 

Доказательство. Необходимость равенства инвариантов единице 
проверяется непосредственно. Равенство единице инварианта (Х)„ сле- 


й 
дует из того, что в классе Х существует такое число |+, что в А (у ГР ) все 
простые делители М в О (() полностью распадаются, в то время как для 
любого простого делителя ф дивизора ш выполнено соотношение 


(р) ==1(М). В формуле (10), определяющей [у, Х], для любого простого 
а[т, ввиду шольцевости А / Ё,, 


(ине 


С другой стороны, ввиду шольцевости К* | Г, и ввиду (5), 
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УФ(Т)я | 
а 
3 ) 


откуда следует, что [х, Х] =1. 
Из шольцевости К”/Г, следует, что 


Е. 


если сумма распространена на представителей с всех правых классов 
смежности С по Н, содержащихся в одном, отличном от 1, классе по 
(Н, Н). Вввиду того что ту состоит из множителей р7°, р|т, отсюда 
следует, что [Х]ь = 1. 

Перейдем теперь к доказательству достаточности. Для этого заметим, 
что из равенства единице инвариантов (Х)м, и [х, Х] следует равенство 
единице инвариантов (ух, Х) работы (8) для поля А/[.. Применяя теорему 1 


работы (5), мы найдем, что в классе Х можно выбрать такого предста- 
1 


вителя ро, что поле А (ух) /Г, будет шольцевым относительно М: 
Покажем сначала, что в Х можно выбрать такого представителя цв, 


й | 
что вн) будет попрежнему шольцевым, а в (Ук) /о будет вы- 
полнено третье условие шольцевости. Для этого найдем такое число 
т, 6 Г,, чтобы оно состояло из простых дивизоров 1-го порядка, полностью 
распадающихся в А, было ]-гиперпримарно, а при [= 2 тотально поло- 
жительно, и удовлетворяло условиям: 


® (а) =1 (М, а|ть, 
и (33) 


(®)-ЕГ. ©2-, 


для всех простых делителей + числа М/М: в Ё и простых делителей 
дискриминанта ю поля А/Г.. Такой выбор возможен ввиду того, что т вза- 
имно просто с [ и дискриминантом А/Г. Очевидно, что при в, = роТо 


1 
Г. (Из р будет попрежнему шольцевым относительно Му, а все простые 
1 
делители М/М: в © (© будут полностью распадаться в # (у ) ‚ ввиду (33). 
Теперь докажем, что в Х существует такой представитель ро, что в 


1 
поле А (уз © выполнены второе и третье условия шольцевости отно- 
1 


сительно М и р а^\Ур» //[, попрежнему шольцево. Для этого положим 
1 
в, = 619 (Х) п, 


и обозначим через $ произведение модуля [-гиперпримарности в Г,, всех 
критических простых дивизоров ^/[, и М, а через 55 — главное соеди- 


нение по модулю %. Найдем в классе пб, простой дивизор а 1-го по- 
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рядка над О, полностью распадающийся в № и удовлетворяющий условию 
9 (а) =1(44). (34) 


Такой дивизор 4 действительно существует. Чтобы показать это, обо- 
значим произведение всех критических простых дивизоров #/[., модуля 
гиперпримарности и М; через $’, так что 


5 =5 М/М.. 


Обозначим через У’ поле классов к бу а через >" —к м/м, . Очевидно, 


что 
УХ ==, 


Нам надо найти простой дивизор а 1-го порядка над ©, который 
лежал бы в классах и. мм, полностью распадался в Ки удо- 
влетворял условию (34). Иначе говоря, он должен принадлежать к тому 
же автоморфизму, что и и, в полях У'и У" и к единичному автоморфиз- 
му в полях Ё и Ё((м). Чтобы доказать существование такого простого 
дивизора, достаточно показать, что все укэзанные автоморфизмы могут 
быть продолжены до одного автоморфизма поля У" -Х".А- Ё. (бы). 

То, что в поле У'.К-Ё.((м,) существует автоморфизм, индуцирующий 
в У’, Ки Г ((м,) указанные автоморфизмы, следует из того, что т, со- 
стоит из простых дивизоров, полностью распадающихсяв А, а инвариант 
(Х)м: равен 1. Доказательство проведено на стр. 273 работы ($). 

Рассмотрим теперь поле УС ((м/м,). Очевидно, что ХУ" [Г] Ё((мим„) есть 
поле [м/м Участвующее в определении инварианта (Х)м!м,. Так как 
(Х)м!м, =1, то п, принадлежит в Ём/м, К единичному автоморфизму. 
Из этого следует существование нужного нам автоморфизма. 

Представим У'У"АГ, (м) как композит полей У'.А.Ё.((м.) и Х".Ё (м/м). 
Эти поля имеют взаимно простые дискриминанты и поэтому их пересече- 
ние, совпадающее с пересечением У’ и Х", есть максимальное абелево 
неразветвленное расширение с показателем 1— %/Ё. Построенные нами 
автоморфизмы индуцируют в \,/[, один и тот же автоморфизм — тот, к ко- 
торому принадлежит т,. Поэтому и во всем поле У"У"АЁ (м) г уществует 
автоморфизм с нужными нам свойствами. 

Если 4 — простой дивизор 1-го порядка над ©, принадлежаюий к 
этому автоморфизму, то 


==: (7) с“ 


Положив р› = рт, мы получим, как легко видеть, число с нужными 
нам свойствами. 
Наконец, докажем, что в Х существует такой представитель из, что 


1 
ВА я у Ия первое, второе и третье условия шольцевости. 


Так как (Им )/г, уже шольцево, то нам надо, не нарушая этого, а так- 
же второго и третьего условий шольцевости относительно М и | для 


1 
Г (Ин ©, добиться того, чтобы критические простые дивизоры [, не яв- 
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1 
ляющиеся критическими в я т. полностью там распадались. Для 
этого наидем 1-гиперпримарное и тотально-положительное число тэ, со- 
стоящее из простых дивизоров 1-го порядка, полностью распадающихся 
в #, и удовлетворяющее условиям: 
т 


(=) =1 для р, критических в К/Г;; 


(7) =4 с| М/М; 


% (а) =1 (М), а| ть; 


(==) = [| ‚ р’ — критическое в Д, но не в #/Г.. 
Так как дивизоры р’ в последнем условии ‘взаимно просты со всеми 
дивизорами 4, ти М из предшествующих условий и с дискриминантом 
Е/Г., то все условия совместны. Очевидно, что |+; = вот» обладает нужны- 
ми нам свойствами. 
Легко видеть, что четвертое условие 'шольцевости выполняется в 


ВЕ а 
Е (у о, если оно выполняется в #/О и А [Иь И. (его нужно прове- 


рять только при [ = 2). Таким образом, положив р’=:, мы можем ска- 
| 


зать, что поле К = ®(Иг Се относительно М и 1. Посмо- 
трим, какие из условий шольцевости выполнены тогда в К”. Очевидно, 
что третье и четвертое условия выполнены, а второе также выполнено, 
если выполнено первое. Таким образом, нам надо, не нарушая второго, 


1 
третьего и четвертого условий шольцевости ®(Ур о, умножить р’ на 
й 


такое число т’'6 Г, чтобы для К = я и” в */0 выполнялось и пер- 
вое условие шольцевости. При этом условие 1’ мы разобъем теперь на 
два: у 

А. Требование, чтобы критические дивизоры № распадались в К” на 
дивизоры 1-го порядка и 

В. Требование, чтобы простые критические дивизоры К”, взаимно 
простые с дискриминантом А/О, имели относительно О порядок 1. 

Рассмотрим сначала требование А. Умножение р’ на число т’ заве- 
домо не нарушит второго, третьего и четвертого условий [шольцевости 


| 
А (уг © относительно М и [, если т’ будет простым главным ди- 
визором 1-го порядка в С/О, полностью распадающимся в К, тотально- 
положительным, гиперпримарным и удовлетворяющим условиям: 


(=) = в м/м, 


% (т') =1 (М). 


Все эти условия мы будем дальше называть условиями (+). 


Пусть 3 — критический простой дивизор &/©. Для того чтобы в Ки 
1 


получающемся присоединением к № всех Ув, простые делители $ имели 
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порядок 1, необходимо и достаточно, чтобы для любой функции 13 (Т) 
на правых классах смежности Г группы С по Н, для которой 


Се | 
(в (35) 
выполнялось равенство 
У) 
ея 
Ё — 1. 36 
$ во 
Положим 
(Те 
и: г иыв) 
7 З у 
и покажем, что существует число т’, удовлетворяющее условиям (+) и 
такое, что 
УИ: 
ро 
т ША 
о = (37) 


для любого $ и любого 1» удовлетворяющего (35). Очевидно, что тогда 
ит’ будет удовлетворять требованию А. 
Ввиду равенств 


т т’ т’ т’ 
— — й Иа , 
ни 
й х 
мы можем обозначить т через © №, где © — класс смежности по 


двойному модулю (Зф, Н}, содержащий с. Кроме того, введем обозначе- 
ние: 


Условие (37) переписывается тогда в виде 
14$) е=Ь, (0, (38) 


причем сумма в (38) распространена на все левые классы смежности $ 
группы С по Н, а © есть класс смежности по модулю (3%, Н),. содер- 
жащий 5. 

Выясним, когда существует число т’, удовлетворяющее условиям (+) 
и соотношениям: 


И е о 


при заданных. 2%, с (то4 1). 

Для этого обозначим через & произведение всех дивизоров /,, критиче- 
ских в А/Г, или []О, модуля гиперпримарности, Му и вещественных бес- 
конечно удаленных дивизоров, через 5% — группу соединений классов 
дивизоров по модулю %, а через $5; — поле классов к 5%. Повторяя до- 
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словно рассуждения на стр. 404 работы (8), мы получим, что условия (*) 
и (39) эквивалентны требованию, чтобы дивизор (т,) принадлежал к опре- 
деленному автоморфизму в Хх; и к единичным автоморфизмам в (м/м), 
&/Г, и полю классов > к группе соединений по модулю, являющемуся 
произведением всех, простых делителей М/М:. Так как дискриминанты 
ХА и УЕ ((м/м|) взаимно просты, то совместность условий (+) и (39) 
эквивалентна утверждению, что в №5, | А указанный выше автоморфизм 
поля Х5х индуцирует единичный автоморфизм. 


Повторяя. опять соответствующие рассуждения на стр. 404 работы (3), 
й 


мы видим, что 55 П А получается присоединением к /, всех Уя, и что 
| 
автоморфизм поля Уз, о котором идет речь, сводится в С (Их ) к умно- 


| 
жению Ув, на 
х 
„р. №673, х (8) 
если 


(ед = Пя "вх 
ры 


есть разложение а, на простые множители в й. 
Таким образом, совместность условий (+) и (39) эквивалентна совмест- 
ности системы, состоящей из уравнения (38) и 


Уз те? (8) =0(0. (40) 


Мы выпишем условия совместности этой системы и покажем, что они 
совпадают с равенством единице инвариантов [у, Х]. 

Если система, состоящая из уравнений (38) и (40), не совместна, то 
существует такая линейная комбинация этих сравнений, в которой коэф- 
фициенты при всех неизвестных равны нулю, а свободный член отличен 


от нуля, 

Пусть 
Ус Уж с ©+ > 4, 6) 24е= Х а, 6 (41) 
о 3 52/9 7 7$ я З/р ”/ 


является такой линейной комбинацией. Положим 
Пхх=у» Маф, /(Т) = Ра(Т) 
Хх Хо» 7 >’ ро ° 
Хх 


Тогда, очевидно, 
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Принимая во внимание, что в (41) коэффициенты при всех 2ф,е равны 
нулю, получаем: 


Фу, (©)=— > Рф (5) (0) 
56 
или 


94». (3) =— № Рф(Т) (1) (42) 
ТЕЗ 
для всех $ и $. 
Так как все ], а значит, и ЕР 4 Удовлетворяют условию (35), то из 
(42) мы заключаем, что 


29. 
РЕ (43) 
Кроме того, из (42) следует, что 


м2. Ув 

й 3х. Е 

п 8 е (44) 
З 


Для совместности нашей системы необходимо и достаточно, чтобы 
[1 3 == >, бе ==0(1 
№ Рф в У 7} ( ), 


т. е. чтобы правая часть равнялась 1. Левая же часть равенства есть 


| 
как раз [Х., Х|, так как, ввиду того что поле А (уг ) по предположе- 
нию уже шольцево, 
2 » 
еы)-. 
т : 


При этом символ [Х., Х] действительно определен, ввиду (43). Таким 
образом, система, состоящая из уравнений (38) и (40), совместна, а сле- 


довательно, число р =’ т’, удовлетворяющее требованию А, существует. 
Взяв за исходное число р, мы должны теперь найти такое тЕ К, 


чтобы число и = рт попрежнему удовлетворяло требованию А, но, сверх 
того, и требованию В. 


Мы выберем т 1-гиперпримарным и (при { =2) тотально-положитель- 
ным и удовлетворяющим условиям 


т 
(я (8) в ) и (45) 
если $ — критическое в А/О, 


О = 
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Мы положим 


(чес, (46) 


где © есть класс смежности по двойному модулю (Зф, Н). Тогда условие 
(45) эквивалентно (46) и тому, что 


Ул ($) уз, е=0(0), сели (2 (Хх) ®*, $). (47) 


Все эти условия мы будем в дальнейшем называть условиями (**). Очевидно, 
что если они выполняются для т, то рт будет попрежнему удовлетворять 
требованию А. 

Посмотрим, когда рт удовлетворяет требованию В. Простыми крити- 
Чеки дивиЗорЕМИ К”, не являющимися критическими в й, будут при 


о. т) простые делители (тт)°, если 


„= 6 > (Хм. 
Мы предположим, что 
(т, из) =1 при о ЁН, 


так как этого можно добиться, умножая в на число, удовлетворяющее 
условиям (**). Для того чтобы вт удовлетворяло требованию В, необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялось условие 


(2")=1, | (48) 


где символ Лежандра вычисляется в А, © — любой простой делитель шт 
ис ЁН : 
Условия естественно разбиваются на две группы: 


("= т. е. (=) для З|т 
(=) для Ю [т. 


Мы будем подбирать т таким, чтобы все делящие его простые дивизоры 
удовлетворяли условию: 


(я) = 


где С (с) — некоторая система корней степени [ из 1. Само же т должно 


удовлетворять условиям: 
= Ме | 
(=) =(Е)’, з, (49) 


(*) = чел, ‹ЁН, Пт. (50) 
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Систему корней из 1 $(с) мы будем считать постоянной на левых классах 
смежности 5 группы С по Н и обозначать $() через 6 (5), если с 65. 
Если же © является классом смежности С по двойному модулю (Н, Н), то 
под (©) мы будем понимать 


- (5,)...6 (5+), 


где 5.,..., ,— различные левые классы смежности С по Н, содержащиеся 
в ©. Мы будем предполагать, что определенные таким образом корни 
из 1 С (©) удовлетворяют следующим условиям: 


-(©)° © =: (5'*),, (51) 


а в случае [= 2 потребуем, чтобы для любых инволютивных классов 
С,,..., ©, выполнялось условие 


$(©,)...%(©.) = (52) 
всякий раз, как 
бе... бе, = (*,) в Г. 


В приложении к этой работе доказано существование бесконечного 
количества чисел т, удовлетворяющих условиям (50} для любых корней 
из 1 6(5), удовлетворяющих условиям (51) и (52). Нам остается выяснить, 
можно ли добиться, чтобы т удовлетворяло также условиям (**+). Для 
этого надо рассмотреть отдельно случаи 1[=2 и 1[=2. 

Предположим, что 1-=2. В этом случае число т, согласно доказатель- 
ству [теоремы в приложении, может быть найдено в виде произведения 
двух простых чисел, удовлетворяющих условиям: 


1 
Е 


А Ж: = м. у 
1 м 1 на. т, 
ЗВ 


причем мы можем добиться выполнения условий (+*) для т, если докажем 
существование бесконечного количества простых чисел первого порядка х, 
удовлетворяющих условиям (**), (53) и соотношению 


(Е). =58) — (54) 


се 


Выясним, когда существуют простые числа, удовлетворяющие всем 
этим условиям. 

Сначала мы предположим, что Уф, © в условиях (46) и (47) заданы 
и посмотрим, когда существует х, удовлетворяющее (46) и (47), остальным 
условиям (**), а также (53) и (54). Для этого обозначим через 5% произ- 
ведение Мк: для всех критических в К/О дивизоров $, всех Му /т8° для 
3 |, простых делителей % числа М | Ме, модуля гиперпримарности 
и вещественных бесконечно удаленных простых дивизоров Г, через 
5% — группу соединений классов дивизоров по модулю $, а через Ха— поле 
классов к 95. Дословно повторяя рассуждения на стр. 404 работы р 
мы получим, что (46) и другие условия (**), а также равенство 
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(=)-(®) * (55 


эквиваленты тому, что дивизор (т) принадлежит ко вполне определен- 
ному автоморфизму $ в Х5; и кединичному автоморфизму в поле /,(5 
а условия 


м)» 


я ь «#д 


(Е) -игл®, 


где 5 — левый, а Т — правый классы смежности С по Н, эквивалентны 
тому, что (х) принадлежит ко вполне определенному автоморфизму # 
р 


в поле К", получающемуся присоединением к А всех У, Де: 

Как и в первой части доказательства мы видим, что все эти условия 
совместны тогда и только тогда, когда в К* Г 55; автоморфизмы $ и { 
совпадают. 

1 | 

Поле К* П \5; получается присоединением к Г, всех Уа, и Уть, где 
Ф(Т) — такая функция на правых классах смежности Т группы С по Н, 
что 

ых (т) < — ть ЕЁ, Ф(1) =0. (56) 


Заметим, что ‘из того, что ту Е Г, т. е. ти = ту, ввиду того что т 
делится на простые ‘дивизоры 1-го порядка, следует, что тождественно 


(УФ(т) <) в ==УФ(Т)* (0. 


Это показывает, что $Ф(Т) постоянно на классах смежности по модулю 


(Н, Н). 


1 
Нам надо теперь выяснить, когда $ и $ совпадают, во-первых, в Ё [Иры 
1 


и, во-вторых, в Г, о Повторяя рассуждения на стр. 404 работы (3), 
| 


мы видим, что в Г. ( И =.) 1 индуцирует а: автоморфизм, а $ инду- 


цирует автоморфизм, сводящийся к умножению У«, на 


УФ (©) у ‚6 
$5 З, х В | 
если 
= П Хх (©) в 
$ 


| 

В поле ги то) $ индуцирует автоморфизм, сводящийся к умноже- 
р 

нию Уть на 


б известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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Е 


> РФ (©) св 
6х == []з$ ‚› ТФ = ФТФ. 
ро 


-> С (5) Уз, © 
| 
$ к 


если 


| 
Автоморфизм # индуцирует в поле Е, автоморфизм, сводящийся к 
| 


умножению Ут.» на 
П йе (ту (ТФ (Т) 
т 


где произведение распространено на все правые классы смежности группы @ 
по Н. 
ры 
= р 
Обозначим | через ©®, | [С (Т-!)'°®“) — через СФ. Тогда 
Ф ть 


речь будет идти о совместности системы сравнений: 


Ув (5) уз, в=0(1, (57) 

если ] (5) удовлетворяет (35), 
Ув, „(©) уд, в=0(0, (58) 
У Ру, +() уф, в Наъ==5»(1. (59) 


Если бы эта система была не совместна, то существовала бы линейная 
комбинация этих сравнений, у которой все коэффициенты при Уз, © равны 0, 
а свободный член = 0. Заметим, что линейная комбинация различных 
сравнений (57) есть снова одно из сравнений, только с другим {4 (5), 
и то же самое относится к каждой из групп сравнений (58) и (59). Таким 
образом, если бы наша система была не совместна, то существовали бы 
такие ]3, Х и Ф, что в сравнении 


Уре Уча, (буре + ХРу, о () ур в Наф=вь (1) 


все коэффициенты при Уз, е Равны 0, а свободный член 6) — аъ отличен 
от 0. Из сделанного предположения следует, что 


Рф, » (8) =— №9) — вх) (0), 
Г. © 
о 9 (0) 


где > № (5) удовлетворяет условию (35). Условие же совместности нашей 
’ 566 
системы записывается теперь в виде а. =6. (1), т. е. 
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Пис-у то | (61) 


для всякого Ф, которое постоянно на классах смежности по модулю 
(Н, Н), удовлетворяет условию (56) и для которого дивизор 6х в разло- 
жении тх имеет вид (22). 

Нам остается выяснить, когда существуют корни из 1 С(5), удовлетво- 
ряющие условиям (51), (52) и (61). 

Положим 


й 
55 | = 


са 
2 


(5) = ©, [=] — 6. 


тогда условия на 75 запишутся в виде сравнений‘ 
(6) Хз,= № #.,(1, 
5е© "© 1 (62) 
2 2т-Ф(Т) 6 (7-1) = (1. 


Найдем условия совместности этой системы. Если система не совместна, 
то существует линейная комбинация входящих в нее сравнений, в которой 
все коэффициенты при неизвестных 2, равны 0, а свободный член 50. 
Пусть 

ХСев(®) (№ 15— Х ты) + У4ь Хе.) в (Г) = Х4ьвь 
[5 565 5 ©-—1 (63) 


является такой комбинацией. Положим 
УаФ(Т) =$(Т). 
Ф 


Тогда, очевидно, 


Уаоь == (1. 
Ф 


Учитывая, что в (63) коэффициенты при всех х; равны 0, получаем: 
8(Г)ф (7) = Суд —Съ8(Т) (1, 


$(Т)=8($)С% — Су (0. (64) 


Мы уже видели, что $ (Т) постоянно на классах смежности по модулю 

(Н, Н). Из (64) это следует еще раз, причем, если положить 

$ (©) =+(5), бЕС, 
то из (64) следует, что 

8 (©) $ (5*)=—4(©) (1. 
Вместе с (60) это показывает, что ф(5) удовлетворяет всем условиям, 
встречающимся в определении символа [Х]+у. Отсюда мы заключаем, что 
1 
9 = [] мы 


"о 


т. е. 5, ==0(1), откуда и следует совместность системы (62). 
5 
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Аналогичным образом мы поступаем и в случае [=2. Согласно 
доказательству теоремы, данному в приложении, число т может быть 
в этом случае найдено в виде произведения х.хохз трех простых чисел, 
удовлетворяющих условиям: 


(=) =(®), ‹ЁН, #=1, 2, 3, (65) 


причем мы можем добиться выполнения условий (**) и (48) для т, если 
докажем существование бесконечного числа простых чисел х, удовлетво- 
ряющих условиям (**), (54) и (65). 

Как и в случае [-=2, для того чтобы существовали такие числа, 
необходимо и достаточно, чтобы была совместна следующая система: 


Уз = > 2, (66) 


56 8'Е©-1 


А х8 ==0(1), если бе... бе, == (%) и [Х, Х| определено, 
56е,+-.-Н5, 


2 2.Ф(Т) =, (1) 


для каждой функции Ф, удовлетворяющей условию (56). 

Предположение о несовместности этой системы приводит опять к нали- 
чию линейной комбинации входящих в нее уравнений, в которой коэф- 
фициенты при всех х. равны 0, а свободный член + 0. Пусть эта линейная 
комбинация есть 


Ус (У ва > 2.) + Ха» У=.$ (5-1) + 
5 566 86-1 Ф г 
|. > ы АН 


где внешняя сумма в третьем слагаемом распространена на все совокупно- 
сти (©,,..., Е) инволютивных классов по модулю (Н, Н), для которых 


бе... бе, = (<) и [х, Х] определено. (67) 
Мы полагаем опять 
Уче®(Т) = %(Т) 
Ф 
и получаем, как и при 1-2, 


(5) = Сен --б6+ № ев не, (©) @), — (68) 
(©,.....6,) 
где бе ..8: (9) есть характеристическая функция множества ©,,..., ©, 


инволютивных автоморфизмов, если для этого множества выполнено условие 
(67), и О—в противном случае. Отсюда мы заключаем, что 


$(5) = (<) (2). 
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Так как, по определению, 


© 
ее 6, Ц, Х] озределево, 
© 


где произведение распространено на все инволютивные автоморфизмы, то 
из (68) следует, что 


[18 ® = (и), [и Х] определено. 
е 


Таким образом, функция $ (©) удовлетворяет всем условиям, входящим 
в определение [Х]., а следовательно, 


ь Ш 
(9 [|= 
ф 
что и означает совместность системы (66). Теорема доказана. 


$ 3. Общее условие погружаемости для шольцевых полей 


В дальнейшем нам понадобится обобщение теоремы 1 на более общий 
случай, когда поле К/С в цепочке (3) является центральным, но не 
простым центральным расширением поля А /Ё. Для этого нам необходимо 
ввести в рассмотрение еще одну серию инвариантов поля К. 

Обозначим группу Галуа поля К / Г, через ©, а поля К / А —через 8. Оче- 
видно, © / 3 —=Си 3 лежит в центре ©. В дальнейшем мы будем предпола- 
гать, что 3 имеет показатель 1. Любой характер Х группы 8 определяет некото- 
рый класс /-инвариантных чисел Х вй. Очевидно, что эти классы образуют 
группу, являющуюся гомоморфным образом группы характеров 2 группы 8. 
Выберем в <?” некоторый фиксированный базис Х,,...,Х,, с которым 
будем в дальнейшем всегда иметь дело. Мы будем всегда предполагать, что 
инварианты [у, Х:], (Хм и [Х:|м для #=1,...,т раввы 1. 

Пусть $, (5),..., $, (5) — функции на правых классах смежности С 
по Н, постоянные на классах смежности С по модулю (Н, Н). Под А? 
мы будем подразумевать А? (5) ° где 5 в показателе пробегает все правые 
классы смежности группы С по ВН, асб5. Ввиду того, что ф постоянно 
на классах смежности по модулю (Н, Н), из «ЕГ, следует о? ЕЁ ‘и из 
1-инвариантности р в К / Г, слецует /-инвариантность |”. Поэтому Х® есть 
определенный класс [-инвариантных чисел, если Х — тоже класс 1-инва- 
риантных чисол. 


Предположим, что функции $,...,$,, таковы, что 
Ф 91. _ 
ДА = (69) 
* о. 
Ф —1 = 
Хи =... = Х, 1 =1. (70) 
Выберем в классах Х,,..., Х,_: [гиперпримарных представителей 


№,:.., Вл" Ввиду (69), мы имеем: 


Ф3— 


Ш, НИЕ = Тф,,... 9—1 ЕД. (71) 
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Положим 
[Х,, т) Х:—1; ХХ]... 951 — [ое Х:|, 


где символ [«, Х] определяется формулами (4') и (10) с заменой х, на «. 


Докажем, что символ [Х,,..., Х:1; Хз], ...9_ Н@ зависит от вы- 
бора [-гиперпримарных представителей р.,..., р-— в классах Х;,..., Хз. 
Переход к другой системе представителей в. т.,..., из", т, 6 Г, при- 
водит к умножению 7Тх,,..., 4 на т?: ... р: Ввиду очевидной муль- 


типликативности символа [а, Х] по @, символ [х,, ее 
умножится тогда на 
Ф т? = 
И - ОР Хх. |. 


На основании очевидного тождества 


ее хр, Х*, 


мы имеем: 
нд Ш Хе, х.] = 
= [т,, Х*!]... [тыа, ХЗ. (12) 
Ввиду (70), 
Ха =1, #=1,. 5—1 


а ввиду /-гиперпримарности т., отсюда следует 


. 
р х*:] и 
В комбинации с (72) это и дает независимость символа 
[Хт, ...,у Х:-—1; Х:],, +) 8—1 
от выбора м6Х+. 

Заметим, что формулой (71) тъ,,...,.,_, определяется в Ё не одно- 
значно с точностью до [-равенства, но однозначно с точностью до мно- 
жителя сх. Ввиду того что, по предположению, [у, Х;| =1, символ 
[Х.,..., Хи Хе, ... о, Не меняется при умножении т.,,..., 2-4 ИА Я. 

ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы шольцево поле К с инвариантами 
Ы, Х|, (Хм и [Х]ь равными 1, можно было погрузить в такое поле К 
с группой Галуа © над Г, что К*[О — шольцево, необходимо и доста- 
точно, чтобы все инварианты [Х,,..., Хз; Хз], 94» 8=2 
обращались в 1. 

Доказательство. Для доказательства необходимости предположим, 
что поле К погружаемо в поле К с нужным нам свойством. Это значит, 


что в классах Х,,...,Х, можно выбрать таких представителей ф,, ...,рг, 
1 


что поле, получающееся присоединением к А всех У», Е 
— шольцево. Тем более шольцево — поле К., получающееся присоеди- 
| 


г 


+ *еуГУ 


нением к А всех У», [=1,...,5. Очевидно, что К получается при- 
| 


соединением к К,_, всех Урз, с ЕС. 
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Ввиду теоремы 1, для шольцевости К, необходимо, чтобы [х,Х.] =1 
1 

в К:—1. Число ть, ..., | является таким числом из Г,, что | мик 
ЕК, 1, т. е. одним из чисел ох. Таким образом, А # 
должно равняться 1, чем теорема 2 и доказана в части необходимости. 

Достаточность условий теоремы 2 мы докажем, показав, что при вы- 
полнении этих условий поле # при любом $ «г может быть погружено 
‚в поле К, для которого К*— шольцево. Теорема 2 вытекает из этого 
утверждения ввиду того, что К, = К. Само утверждение мы будем до- 
казывать индукцией по 5. Мы можем таким образом считать, что в клас- 


сах Х,,...,Х,— выбраны такие числа №,..., в, что поле Кр во 
| 


лучающееся присоединением к А всех У», [=1,..., 5 —1, с 6 С, — шоль- 
цево. При этом мы будем считать, что соответствующие им дивизоры 
ии +1 и удовлетворяют условиям: 


(пн, п?) =4 при +7, о @Н. (73) 


Ввиду теоремы 1, для того чтобы существовало поле К; с нужными нам 
свойствами, необходимо и достаточно, чтобы в К; все инварианты 
[х, Х:]|, (Хм и [Х] равнялись 1. Так как Х, содержит /-инвариант- 
ные числа из К, то инварианты (Х.)м и [Х:|]4ф можно вычислить в поле 
А, где они, по предположению, равны 1. По той же причине инварианты 
[х, Х:| равны 1 для характеров у группы Галуа поля # | [.. 

Все числа «„ для любых характеров у группы Галуа поля К*_,/Г 
получаются из чисел ох, соответствующих характерам группы Галуа 
^[Г, умножением на числа Т,... 9,4, ГД $1,..., Фи — функции, 


удовлетворяющие условиям (69). 
| 


Действительно, нам надо найти такие числа т Е Г, что УтЕК. 4. 
Ф;— 
Так как тем более т 6 А, то т == ра... реб в К. 
Рассматривая дивизоры ии, мы видим, что ввиду (73) можно считать, 


что 
Ф Ф5—4 
пе ай бое 
Из этого следует, как и на стр. 549, что $.,...,Ф- постоянны на 
классах смежности С по модулю (Н,Н) и т=ть,,. ов №, а тем 
самым т == Ту... 4х В Г. 
Таким образом, нам надо добиться того, чтобы выполнялись равен- 
ства 
[тх,, ...› Фз—1› Хх, == 1 (74) 
для всех $,,...,Ф, удовлетворяющих условиям (69). 
Мы можем добиваться выполнения равенств (74), умножая каждое 
в; на т: 6 Г, {=1,...,5—1, если при этом не нарушается шольцевость 
поля К: 41. При таком умножении [тТу,.. 1, Х| Умножится на 
[та м, Х,]. Следовательно, нам надо подобрать т; так, чтобы 
о, 


выполнялись равенства: 
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9— = ФН -# 
[тф.. } тей, Х | ии и, Х.] 


или 


[№ х! с Хе] ть, ко. в (75) 


* 

Ф:; 
Обозначим [ре а через (; ($:), а [тч,,..., о, 4, Хз] — через 9 (фл, ..., Фз—4). 
Соотношение (75) на т: переписывается тогда так: 


[т, Х®#] = в (7, (76) 
где 
С, ($,)... 65-1 (1) =1(Фь..., 9:1. (77) 
При этом, очевидно, 
+ (© + 9) = (#4 (93), (77) 
(9, Н Фр... Фа + Фе) == (Фа, ... 9-4) 1 (4... , Фе). (77") 


Посмотрим, какие условия надо наложить на И, чтобы замена |; на 
шт; не нарушила шольцевости поля К; 1. Обозначим через % произволь- 
‘ный простой делитель дискримината А/О(), через &\: — произвольный 
простой делитель пи, через 3; — произвольный простой делитель из. 
Следующие условия заведомо гарантируют нам, что умножение р; на 
т: не нарушит шольцевости К: 


Фо 


хо) =1 (м), ()=1, ям. (79) 


Для того чтобы удовлетворялось условие (71), положим 


(5) и. (2) т (80) 


ы 


$ 


Среди условий (77) содержатся условия: 


(=) ИИ 5 | та. 


т 


Для того чтобы удовлетворить им, нам нужно применить теорему, до- 
казанную в приложении. Согласно доказательству этой теоремы, мы 
|! у.м г " 
должны искать т в виде х;х, при 1-Е 2 и ххх, при [ =2, где хим, — 
простые главные дивизоры. Выпишем условия, которым должны удовле- 
й " 

творять х,,х; и х, для того, чтобы для "н удовлетворялись условия 
(76) и (78). При этом мы запишем условия лишь для х;, подразумевая, 
что они же должны выполняться и для ее а при /=2 —и для ий 


($) (и) 
(=) т, (82) 
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ева в 


* 


р | 2 -- | =8 (>), (84) 


т 


т; 
жж ==1 (М), (85) 
4 
где в =- при 1 2 из=1 при { =2. Числа х; мы будем подбирать 
последовательно при # =1,...,5— 1, добиваясь для любого х‚ выпол- 
нения условий (83) для & ={ и сразу для всех ] =1,..., 5—1, условий 


(82) — для =Ь А] ЗЕиф<Ь ] =ьа условий (81) — для 1 =. 
Заметим, что условия (81), (82), (83) и (84) совместны, так как они 
равносильны тому, что »х, принадлежит к {единичному автоморфизму 
в некотором поле У. Для того чтобы выяснить совместность этих усло- 
вий с условием (84), надо найти пересечение » с тем полем У’, принад- 
лежность в котором к определенному автоморфизму эквивалентна выпол- 
нению (84). Очевидно, что дискриминант >’ состоит только из делителей 


тз. Отсюда легко следует, что пересечение » с У’ есть композит полей 


1 
Ё Итеу где Ь® = ту. Е [ для тех функций $, для которых это равен- 
ство имеет место. Таким образом, все условия (78), (79) и (80) сов- 
местны, если 

4 (9) =1 (85') 
для любого Ф, для которого 

"= т.. ©». 


Теперь нам остается только доказать, что существуют функции 
<; (©), удовлетворяющие условиям (69) и (70). Для этого рассмотрим прямое 
произведение Ф®-Ю $ — 1 экземпляра группы Ф функций о (5), постоянных 
на классах смежности С по (Н,Н) и определенных п104 /. Формула (77") 


показывает, что /(9,,...,Ф$з—) является характером подгруппы Ф, 

8—1 < = 
группы ФФ ), состоящей из тех наборов (9,,..., 9—1) функций, для 
которых 


В 


С другой стороны, С (е,)... 5-1 (9—1), где  ($;) удовлетворяют (77') — 


С - —1 = 
это самый общий характер на Ф®`®. Условия (85’) означают, что этот 
) 


характер должен обращаться в 1 на подгруппе Ф, группы Ф®-9, состоя- 
щей из тех наборов функций (9,:,...,9.—1), для которых 
* * 
1, 
$ 8 
Наша задача заключается, таким образом, в том, чтобы доказать 
те “ 
существование такого характера: группы Ф°-®, который совпадает на 
Ф с 1(3,,..., %—1), а на Ф, —с единичным характером. Очевидно, что 


для существования такого характера необходимо, чтобы характер 1 сов- 
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пал с единичным характером на Ф,ПФ,. Но как раз это и утверждается 


равенством единице инварианта [Х,,..., Х.—1; Хз],,..._1: Теорема 
доказана. 

Заметим, что для инвариантов [Х.,..., Х;—; Хз],,...ю.. Имеют место 
соотношения 


О ХЬ 060 в Хель = 
[Колы АЙ [ХЬ, 5 Е Же. 8—1 (86) 


[Х,, ве Хз—; ХХ) УФА . 
= ое, о Хе, ИЯ [Х», Е Хе, УФ (87) 


и соотношение, аналогичное (18) для инвариантов [х, Х]. 


$ 4. Построение полей с разрешимой группой Галуа 


1. Канонические гомоморфизмы. Рассмотрим произвольную 
конечную группу Г порядка т. и свободную группу ба с та образую- 
щими, которые мы будем обозначать через 5и:, иЕЁ, 1=1,..., а. В да 
рассмотрим ряд нормальных делителей №, определяемых следующим 
образом: Л, = Фа, №41 есть подгруппа №, порожденная Й-ми степе- 
нями элементов ба и коммутаторами элементов а с элементами №. 
Здесь простое число [ и показатель А раз навсегда фиксированы. 
5а/№‹ мы будем обозначать через $0). Очевидно, что эта фактор- 
группа зависит от с, 4, 2, Ки т, но так как [, А и группа К будут во 
всех наших рассуждениях одни и те же, то обозначение отражает 
только с и 4. Каждому ©ЕК соответствует перестановка образующих 
5и4 ПО правилу: 


а и = 
би, @ 1 


Бан ИО, (88) 


Такая перестановка определяет автоморфизм ба, причем эти автоморфиз- 
мы образуют группу, изоморфную КЁ. Так как №., как легко видеть, — 
характеристическая подгруппа ба, то и в в мы получаем группу авто- 
морфизмов, изоморфную РЁ. Элементы д 6 ©®, которые принадлежат к 
центру ® и удовлетворяют и дй- аи образуют нормальный 
делитель ®®). Факторгруппу ®® по этому нормальному делителю обозна- 
чим через ©”. Очевидно, что 


©} = ©(—, ©) ‚К) = @<) 


и что ©”) гомоморфно @’”`Э. Ядро этого гомоморфизма обозначим 
через 2. 

Ясно, что определенные нами группы @®$”) являются факторгруппами 
групп © по нормальным делителям, допустимым относительно опе- 
раторов из К, определенных формулой (88). Таким образом, все эти 
группы являются. операторными группами с областью операторов Й. 

Рассмотрим в Ё некоторую фиксщрованную силовскую 1-подгруппу 5. 
Определим в @®” ряд подгрупи „5 по следующему правилу: 2,0 = 
= 2..1, Я, = 0, 0, | — подгруппа, порожденная элементами 21, 
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где 62, и, 165. би обозначим через ®©”””*). Очевидно, что при 
некотором т, зависящем только от группы Р, 
бет т) == (7. 

Пусть в цепочке полей ФОсЁсйсС К группа Галуа поля К/© есть 
Е.©9”7), где Р — группа Галуа &/©, ©” — группа Галуа К /&. Рассмот- 
рим поле КОК такое, что группа Галуа К/Ё есть @" НН» а К/Г 
—в.@©, Гели поля, сопряженные с К/О, независимы над К, то 
их композит мы будем обозначать’ через К". 

Группа Галуа поля К*/© имеет следующее строение (что легко по- 
лучить, повторяя рассуждения на стр. 395 работы (®)). 

Обозначим 2,/ 0,11, через 1, 1,/ 2.44, и Ё, — через 9“. Существу- 
ет естественный изоморфизм 9% на 3“. Действие его на «6% будем 
обозначать через м“. При этом различные и, принадлежащие к одному 
правому классу смежности 0 группы Ё по №, оказывают на х одно и то 
же действие. Ввиду этого, мы будем` обозначать им через «и 9%“ че- 
рез %”. Пусть а (с, <) — система множителей на ©”), соответствующая 
расширению ©”! 9. Рассмотрим расширение ©, "№ °)" группы ©” с 
нормальным делителем, являющимся прямым произведением всех %7, 
и системой множителей 

А (с, ^) = (4... ,@(0и в” )7,...). 
Элементы из ГР определяют естественным образом автоморфизмы в группе 
©” 9°, которую мы будем теперь рассматривать как Р-операторную 
группу. Группа Галуа поля К”/О есть полупрямое произведение 
р. 6", в, 

Мы будем в дальнейшем рассматривать операторные канонические 
гомоморфизмы групп ®® на ®;), определенные в работе (*). Легко ви- 
деть, что эти гомоморфизмы определяют гомоморфизмы ©” на ©” 
и ©" на ©©'°”. При этом, очевидно, эти гомоморфизмы являются 
Е-операторными. К таким гомоморфизмам применимы понятия компози- 
ции гомоморфизмов, функций гомоморфизма и их степеней, введенные 
в работах (8) и ($). 

Мы будем применять эти понятия к теории полей при помощи следу- 
ющих соображений. Пусть дана цепочка полей ОсЁрсйс К, где [О 
нормально с группой Галуа КЁ, Г, принадлежит к силовской подгруппе 
9, а К/Ё имеет в качестве группы Галуа одну из групп ©, ©”, 
©”) При этом К/@ нормально и имеет группу Галуа Р.®),  соот- 
ветственно Ё. ©” и Р.6©”””. Предположим, что К [О — шольцево 
относительно М и /{. Каждому гомоморфизму 5 группы Галуа К | со- 
ответствует подполе К (5), также шольцево относительно М и {. Вэтом 
поле определены инварианты [у,Х] и (Х)и, инварианты [Х]., если 
[х, Х] = (Х)м = 1, иинварианты [Х,,..., Х;—1; Хо, 9 ебли [х,Х] = 
= (Х)м =[Х] =1, так что каждый из этих инвариантов является 
функцией гомоморфизма 5. 

2. Степени инвариантов как функций гомоморфизмов. 
В работах (8) и (3) значительные трудности вызвало то обстоятельство, 
что инварианты [у,Х] и [Х]+ поля К определены не для всех Хх и Хх 
и поля и тем самым один такой вариант, рассмотренный как функция 
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гомоморфизма, определен не для всех гомоморфизмов. В нашем, более 
общем случае” эти трудности еще возрастают. Они, однакс, могут быть 
обойдены при помощи следующего предложения. 

ЛЕММА 3. Для любого шольцева относительно М и [ поля Ё, для 
всех его подполей и для всех у и Х можно определить символ {х, Х}, 
совпадающий с [у,Х] всякий раз, как этот символ определен, и уд0- 
влетворяющий условиям: 


бах», Х} = ь Х} (0, Х}, (89) 
{х, ХХ} == 4% Хх} {х, Х.,}, (30) 
{Хь, Х,} 7 ое Хх}, (91) 


аналогичным (16), (17) и (18). 

Доказательство. Нам достаточно определить символ {х,Х}, 
удовлетворяющий условиям (89) и (90) для любых Хи Х в самом поле 
к. Тогда в любом подполе мы определим этот символ при помощи 0- 
отношения (91), причем все условия леммы 3 будут, как легко проверить, 
выполнены. 

Задача о доопределении символа [у,Х] до символа {х, Х} есть, по 
существу, задача о продолжении функции ‚5 (а, 5), заданной на некоторых 
парах векторов двух векторных пространств А и В до билинейной 
функции, заданной на любых парах векторов. В общем случае легко 
выяснить, когда такое продолжение возможно. Для этого рассмотрим 
кронекеровское произведение А ° В пространств А и В и поставим паре 
векторов а, $ в соответствие вектор а ° 6ЕА о В. Билинейность функции 
Ф(а,6) эквивалентна тому, что функция 


(а о 6) =х(а,5), 


заданная в А о В, может быть линейно продолжена на все А ® В. Таким 
образом, для того чтобы функцию ®(а,65) можно было билинейно распро- 
странить на все а 6 А, БЕ А, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
условие: если $ (а,,6,), х (а, 65) и ®(а., 6.) определены и 

а быоовь ааа Вы, 
то 


Ф (а,, 6:) $ (аз, 6») = © (аз, 63), {92) 


причем знак == означает равенство векторов в А ® В. 

Перейдем к заданной нами функции [х, Х|, помня, что мы должны 
заменить аддитивную запись мультипликативной. Выберем в группе клас- 
сов Х базис Х,,...,Хь а в каждом классе Х; — произвольного пред- 
ставителя в:. Положим 


ИЯ т 
0. 
если 


Хе леа Юх, 


Очевидно, что Х-—>р, является изоморфизмом группы Х в группу 
А” |‘. Возьмем произвольный простой дивизор $ и определим функцию 
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НИ 


в обозначениях, принятых в $ 1. м что 
аз (Хахз, Х) = яз (ха, Х) аз (хз, Х), 
аз (%› ХХ.) = ау (у, Х,) я (%, Х»), 


откуда следует, что отображение х°Х —> 9$ (х, Х) определяет гомомор- 
физм кронекеровского произведения группы характеров х и группы клас- 
сов Х в группу А^/Ё”'. В частности, если 


(1 °Х,) (%2° Хь) == (Хз °Х3), 


то 
зв (Х1, Х,) аз (Хз, Хз) == а (Хз, Хз). (93) 
Так как 
“в (х, Х) 
о (94) 
3 
° (х, Х) 
и определено только тогда, когда все символы Е определены, то 


из (94) следует выполнение условия (92) для функции [у, Х]. Тем самым 
лемма доказана. 

В точности те же рассуждения применимы к инвариантам 
[Х,,..., ХХ... И показывают, что можно определить в поле и всех 
его подполях для любых Х\,..., Хз 1; Хх инвариант {ХУ,..., Хз-—4; Хз}... 91° 
совпадающий с [Х,....„Х.-4; Хе... КОГДа этот последний инва- 
риант определен, и обладающий свойствами: 


о = 


И Е (95) 
т Их 

И И НИЯ Са ПО (96) 

р о С т [(97) 


аналогичными (89), ($0) и (91). | 
Ввиду соотношения (95), мы можем разложить любой инвариант 
о ИСО] о Хз}, .... Ф5-—1 
в произведение инвариантов 
а, ОП 
В дальнейшем мы будем пользоваться обозначениями: 
(1) 
о О Ь ХИ 
и ограничимся, на основании сказанного выше, рассмотрением инвари- 
О) 
антов. {Х, Хоф 
ЛЕММА 4. Пусть задано шольцево относительно М и [ поле К, 


в котором [х, Х] =(Х)и =1 для всех х и Х. В поле й и в0 всех его 
подполях можно определить для любого Х символ {Х}у, совпадающий 
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с [Х]№ь всякий раз, как этот символ определен, и удовлетворяющий 
условиям: 


КУ ХУ -Ь = (88) 


Х}ь = Ху, (99} 


из которых (99) аналогично (91). При этом предполагается, что функ- 
ция ф удовлетворяет условию 1° в определении символа [Х]у. 

Доказательство. Выберем в группе класеов Х базис Х.,..., Хь 
а в каждом классе Х; — произвольного представителя рх,. Этот выбор 
произведем так, что если 


|7 = бы, 
то 
(ут) ЗА. (100} 
Положим 
в я 
если 


Х= ХХ: Хи. 


Дивизор т из разложения (11) для в, обозначим через т,. Очевидно, 
что 


Вкл, ВХР» = Мхх, А МХ, (101) 
Положим 
Их 
{Х}+ = Е 
мух 


Таким образом определенный инвариант {Х}у совпадает с [Х]+, когда [Х]у 
опеределено, т. е. когда выполнены условия 2 и 3°, а при [=2 и 
условие 4° в определении [Х]+, так как в этом случае {Х}., отличается 
от [Х]+ только другим выбором представихеля ву в классе Х, а как мы 
доказали в $ 1, [Х]+ не зависит от этого выбора. 


Для символа {Х}у выполнено также условие (98). В самом деле, 
левая часть (98) равна 


и 

О ИЕ ф + О И СВ 

Шух/х/ Ту хи Е ШТух* р ух, шх Тх/ тхи 

Используя соотношения (100) и (101), а также мультипликативность 
| 


символа [=] ‚ мы получаем, путем разложения на множители, что это 
выражение равно 1. 


Соотношение (99) мы, как и при доказательстве леммы 3, принимаем 
за определение символа {Х}‹у в подполях поля А и получаем таким обра- 
зом символ {Х}., удовлетворяющий всем требованиям, сформулированным 
в условиях леммы. 

Рассмотрим произвольную (-группу @ класса с с заданной системой 
образующих $5,,..., 5а. Пусть @ = 5а//М есть представление С в виде 
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факторгруппы свободной группы а, соответствующее этому выбору обра- 
зующих. Обозначим через /М’ подгруппу М, порожденную коммутаторами 
элементов / с элементами бд и [-ми степенями элементов №. Классы Х 
систем множителей на С со значениями в групие корней степени / из 
1 находятся во взаимно однозначном соответствии с характерами группы 
М№/М№' [см. (8), лемма 1]. С другой стороны, группа $а/М’ имеет класс 
<с-+1 и поэтому все ее элементы и, в частности, элементы М\//М’ пред- 
ставляются коммутаторными формами [см. (15)] степени <с- 1 от обра- 
зующих $,,...,5а. [Ввиду этого, №//М’ является гомоморфным образом 
модуля форм Ли степени <с-+1 от 4 переменных #;,..., ха. Перемен- 
ные 1,,..., Ха находятся во взаимно однозначном соответствии с обра- 
зующими $5;,...,5а.Если в С задана группа автоморфизмов, состоящих в 
перестановках образующих, то те же перестановки 1,,..., ха определяют 
в модуле Ли группу автоморфизмов, относительно которой указанный 
гомоморфизм является операторным. Ввиду указанных свойств мы будем 
рассматривать классы Х как характеры модуля Ли. 

Вернемся к цепочке полей ОСЁс АСК, рассматривавшейся в 
предшествующем пункте, где группа Галуа К/ есть одна из групп 
@0, 607, ©”*” и К/О — шольцево. Определим в К символы {х, Х}, 


А > „9,1 И {Х}% согласно леммам 3 и4. Как было указано, будучи 
рассмотрены для подполей КА (5), они являются функциями гомомор- 
физмов. 


ТЕОРЕМА 3. Если характеры Х, Х' и Х” имеют относительно 
совокупности переменных хи, 5 степени < п, п' ип’, Х и хотя бы один 
из Х’и Х" не аннулирует хотя бы одного многочлена Ли, зависящего 
хотя бы от одного хи, 5, и Х, Х’и Х” аннулируют все многочлены, 
зависящие только от ть, [ <8 —1, а Х (5,1) =1, 1<50—1, то инва- 
рианты {у, Х}, (Х)м, {Хи {Х', Х" а ‹._1 Имеют, как функции гомомор- 
физмов типа (5,1... ., Зи, 6—1; вы, 1...) бы, 8—1 |8) шольцева относительно 
М и [ поля К, следующие степени: 

(Х)м — степень < п, 
< п, если У (5,5) =1 для всел и, 
<п- 1, если Хх (5,5) = 1 для некоторого и, 

{Х}, — степень < 2п, 

и 2, ‚1 — степень < п’ { п”. 

Доказательство этой теоремы в части, касающейся инвариантов (Х)м 
и {у, Х}, дословно совпадает с доказательством теоремы 4 работы (°), 
а в части, касающейся инвариантов {Х}., также дословно совпадает с 
доказательством теоремы 7 работы (8). Нам остается, таким образом, 
доказать утверждение теоремы 3, относящееся к степени инварианта 
Е о 

Наши рассуждения будут весьма близки к тем, которые использо- 


ваны при доказательстве теоремы 7 работы (3). 
Выберем в группе характеров Х базис Х\:,..., Х; и запишем Х’ и Х" 


{х, Х} — степень | 


через этот базис: 


61° с,” с1” с 


Хы ХХ, 
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и 17) (5 
При фиксированном поле К инвариант {Х', Х ная может быть запи- 


сан в виде: 


и, ен ;7) Е\ а. 


Ц у ” ” 
где с’и с” — векторы с координатами (с,..., с/), (с1,..., с,) в Ё-мерном 
пространстве над полем классов вычетов п1о4 [. 
Соотношения 


й и : / 27. (1) 7 т (1) 
НЕ НЬ Чрр 

Г 7 т $ Г ” (1) -. Й (1) 
СИ Фе 


дают нам: 


1(е, + ©,, ©") = (с, ©”) + (с, ©°) (0, 
(с, с,  с,) = 1 (©, с!) + 1 (©, е;) (0), 


т. е. показывают, что функция }(с’, с”) билинейна. Из этого следует, 
что имеет место представление 


1(е', = аще 0, 


эк =1 


гу пу (1) ы и 
Если рассматривать инвариант {Х’, Х”}....,... как функцию канониче 


ского гомоморфизма 5 поля К, тои с,(5) и с,(5) будут функциями 
гомоморфизма, причем 


1(5) = Ха, вс. (5) (5) (1) 


Соотношения (37) работы (°) показывают, что с,(5) имеет степень <”’, 
а с; (5) — степень < п” относительно 9.`С другой стороны, в работе (8) 
доказано (стр. 416), что степень произведения двух функций не превосхо- 
дит суммы их степеней. Ввиду этого, степень #(5) <п’- п”, что и дока- 
зывает теорему. 

3. Построение поля с заданной разрешимой группой 
Галуа. В этом пункте мы будем пользоваться следующими обозначе- 
ниями. Если в цепочке полей ОСЁс Ас К поле К/К имеет группу 
Галуа $, ©”) или ©," то мы будем обозначать его соответ- 
ственно через К®, К©’”, К©,"" 

ТЕОРЕМА 4. Для любых натуральных чисел 8, г и $ существует 
натуральное число с, (8, г, $) со следующим свойством: в любом шольце- 
вом относительно М и [ поле К®"*"|О с группой Галуа Е.©@”\ 
4>> с, (5, г, $) существует подполе К®"’®" = К®’"®У (5) с группой Галуа 
Е.©5”°”" и всеми инвариантами {х, Х}, Хм Е. И 
равными 1. 

Доказательство этой теоремы дословно повторяет доказательство 
теоремы 5 работы (5), если только заменить в пем ссылку на теорему 4 
работы (8) ссылкой на теорему 3 настоящей работы. 

ЛЕММА 5. Для любых чисел 8, г и $ существует число с (8, г, $) со 
следующим свойством: в любом шольцевом относительно М и [ поле 
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К®’”/О с группой Галуа Е-®©”) над О и а`>с(5, г, $) существует. под- 
поле. К® п кф” (5) с группой Галуа Е.®®” над 0, погружаемое в 
шольцево поле К5’""" "с группой Галуа Е.®©"+Н,5* над О. 

Мы докажем лемму индукцией по $. Пусть для любого 8 найдено 
число с(5, г, $ —1). Докажем, что можно положить 


Со, х, ес, (Ру, 5 — 1), 


где число с, (5, г. 5) определено в теореме 4. Действительно, пусть 
А с, г 

4>с(5, г, и Ка ’2А— заданное нам шольцево поле с группой 

Галуа Е.6у’” над О. По предположению индукции, в поле К@”) суще- 

ствует подполе 


Ку” = КЕ” ($), 


погружаемое в шольцево поле К"! °-® с группой Галуа Е. © "+ 1* 
над О и4, > с, (5, г, 5). Ввиду теоремы 4, в К"! * №" существует под- 
поле 


К 7+1, 8—1)* из В 8—1)* ($) 


со всеми инвариантами, равными 1. Применяя теорему 2, мы видим, 
что К"! *-0* погружаемо в шольцево поле К*, причем, очевидно, 
К". < К*, по определению поля К. Таким образом, = шоль- 
цево, и лемма доказана. 

Для некоторого натурального т 


(с, тЫ, т)  ((с, г-1) 
© = ©6750. 


Мы будем обозначать © "Н'")" через © +* Из леммы 5 очевидным 
образом вытекает 

Следствие. Для любых 8, сиг существует число с(5, с,г) со 
следующим свойством: в любом шольцевом поле К®” с 4>с(8, с, ) 
существует подполе К” = КФ” (5), погружаемое в шольцево поле 
К@"НО" 5 # с группой Галуа р. "Т9* над О. 

Для доказательства достаточно положить в лемме 5 5 =т. 

ТЕОРЕМА 5. Любое шольцево относительно М и 1 поле К/® с груп- 
пой Галуа Е погружаемо в шольцево относительно М и 1 поле КЁ 
с группой Галуа С над К и Е.С над 9 при любой Е-операторной 
группе С порядка Г. При этом М должно делиться на { в степени 
хотя бы на 1 большей, чем произведение показателей С и силовской 


1 подгруппы группы Е. 


Доказательство. Так как любая Ё-операторная группа является 
` с <” 
операторно-гомоморфным образом группы ©), имеющей тот те показа- 
с 
тель, то нам достаточно доказать теорему для случая @ = @а’. Мы дока- 


жем ее для более общего случая С = ®””. Так как 
—1 
ро е, 9—9, 


то мы можем доказывать теорему индукцией по г при фиксированном 
и произвольном 9. 


6 иИзветися АН СССР, серия математическая, № 6 
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Пусть для групи ®$°”-® теорема доказана. Тогда поле А погружаемо 
в шольцево поле К” ® с группой Галуа Р-@®” над © и любым 4. 
Возьмем, в частности, 4 > с (5, г — 1), гдес (5, г — 1) — то число, суще- 
ствование которого доказано в следствии из леммы 5. Согласно этому 


следствию, 
К 6 ‚т—1) а ‚т—1) (5), 


причем Ри ЫЁ и погружаемо в шольцево поле К””. Поля 
ГО ам А = ео = о чы 


образуют цепочку полей, к которым применима теорема Фаддеева-Гашютца. 
Согласно этой теореме, между К”? и К®”" содержится поле КУ” 
с группой Галуа Р-®©” над О. Ввиду того что К$”) является под- 
полем шольцева поля К®””, оно само шольцево. Теорема доказана. 
Заметим, что ограничение на М в формулировке теоремы 5 мы должны 
были наложить, так как пользовались им при выводе свойств символа 
[х, Х] ва стр. 532 и при применении теоремы Шольца, на.основании которой 


для шольцевых полей степени [“” и центральных расширений задача 
погружения всегда разрешима. 

ТЕОРЕМА 6. Утверждение теоремы 5 сохраняет силу при замене 
требования шольцевости относительно М и { требованием шольцевости 
относительно [. 

Доказательство. Если О содержит корень & степени { из 1, то 
понятия шольцевости относительно М и { и шольцевости относительно 
М совпадают. Если О не содержит корня степени / из 1, то обозначим 


Е (5) через. к, его группу — через Р, естественный гомоморфизм Ё на К — 
через ох (и) =и, а ядро этого гомоморфизма — через С. Рассмотрим полу- 
прямое произведение Ё-С, определив действие операторов из Ё на а С фор- 
мулой 


д" = 0$, сЕа, иЕР, Фи) ЕР. 


Согласно лемме 1, поле й — шольцево относительно М и, а ввиду 
теоремы 5, оно погружаемо в шольцево относителько М и / поле К с грун- 
пой Галуа Ё.С над О. В поле К подгруппе С его группы Галуа со- 
ответствует подполе К с группой Галуа Ё-С над О. Очевидно, что К > А 
и дает решение интересующей нас задачи погружения. Так как К (5) = 
= К -- шольцево относительно М и [, то, на основании леммы 2, мы за- 
ключаем, что К — шольцево относительно М. Теорема доказана. 

Следствие. Теорема 6 имеет место для любого нильпотентного 
нормального делителя 4. При этом ограничение на М должно накла- 
дываться для каждой силовской подгруппы а. 

Доказательство очевидно. 

ТЕОРЕМА 7. Над любым полем алгебраических чисел существует 
расширение с любой наперед заданной разрешимой группой Галуа. 

Доказательство. Пусть С — заданная нам разрешимая группа. 
Как доказал Оре (3), максимальный нильпотентный нормальный делитель № 
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группы С полудополнен, т. е. существует такая истинная подгруппа С, < С, 
что С = С,-М. Из этого следует, что С есть гомоморфный образ полупрямого 
произведения (,./\. Примененим подобное же рассуждение к С, и будем 
продолжать до тех пор, пока не дойдем до единичной подгруппы. 
В результате мы получим группу @, гомоморфным образом которой 
является @ и которая обладает рядом нормальных делителей: 


И ве] 


со следующим свойством: © | №; является полупрямым произведением 
подгруппы Р:, изоморфной а [ №, и нильпотентного нормального 
делителя М; 1 | №;. Возьмем за М число, содержащее любой простой 
делитель 1 порядка С в степени большей, чем он входит в произведение 
показателей силовских (-подгрупи групи №; и /М№:. Применяя г раз 
следствие из теоремы 6, мы получим поле К / © с группой Галуа 6. 
Так как С является гомоморфным образом С, то в К содержится под- 
поле К | © с группой Галуа С. 

Теорема доказана. 

Заметим, что при доказательстве теоремы 7 можно добиться, чтобы 
дискриминанты всех рассматриваемых полей были взаимно просты с 
любым наперед заданным дивизором 9%. Из этого следует, что число 
расширений поля ©, имеющих заданную разрешимую группу Галуа, 
бесконечно. 

Приложение 


Мы докажем здесь теорему существования, обобщающую на случай 
ненормальных полей основной результат работы (7). 

Пусть А / © — нормальное поле алгебраических чисел с группой Галуа С. 
Мы будем предполагать, что К содержит корень 6 простой степени [ из 
1 и положим 


в а (99), с ЕС. 


Пусть Н — подгруппа С, порядок которой есть степень 2, и 1, — при- 
надлежащее к ней подполе А. Очевидно, что 


8 (6,52) = 8 (1) & (сз), 8(#)=1(1, ВЕН, 


и поэтому 5 (с) постоянно на правых и левых классах смежности @ по 
Н, а также на классах С по двойному модулю (Н,Н). Мы будем писать 
Е (5), где 5 — один из этих классов, вместо & (с), 65. 

Пусть задана функция 6(5) на множестве левых классов смежности 
5 группы @ по Н со значениями в группе корней степени [ из 1. Если 
© — класс смежности С по модулю (Н,Н), состоящий из классов 
51, -.-›ю» ТО ПОЛОЖИМ 


(©) = (51). - 6 (5). 
Мы предположим, что функция ((5) такова, что для любого класса © 
по модулю (НЯ, Н) 


1. (©) = (ео. 
6* 
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В случае, если { =2, мы наложим некоторые дополнительные огра- 
ничения. 

Тусть © — инволютивный класс, т. е. © =". Докажем, что в © 
существует такои представитель с, что с? ЕН. В самом деле, если © — 
любой представитель ©, то из инволютивности следует, что 


г 6, й,, р. ЕН. 


Отсюда мы получаем: 
(вай) (11) №, =1, 


(9:1, = Я ЕН. 


Таким образом, нам достаточно принять с.й, за с. 


Очевидно, что с лежит в нормализаторе подгруппы Н П Я°. С дру- 
гой стороны, из 


ЗН, с?=0 1020 Ес 1 Из = И® 


следует, что о? 6 Н [\ И. Ввиду этого, подгруппа {, НП Н°}, порожден- 
ная си НПИ, сбдержит Н ГП Н®как нормальный делитель индекса 2. 
Обозначим через Г. композит полей Г, и [7, принадлежащий подгруппе 
НПАЕ*, а через Л. — подполе, принадлежащее {,Н П Н°}. Очевидно, 
что 


ММА (№) = а. 
Обозначим через Ф. дифференту поля Г? / Л. и положим 
6 — М т.т 1, (Зо). 


Нетрудно доказать, что @ © не зависит от выбора с в ©. 

Теперь мы можем сформулировать дополнительные условия, наклады- 
ваемые при / =2: 

Т’. Все простые делители двойки полностью распадаются в А / 01 

2’. Вещественные бесконечно удаленные простые дивизоры © распа- 
даются на вещественные в А. 

3'. Для любых инволютивных классов ©,,...,©,, для которых 
Се, `` бе, = 4х в Ё 
$ (©,)--.6 (©,) = 1. 

| 
Здесь хх — такое число из Г,, что Уж» ЕЁ. 
ТЕОРЕМА. Пусть заданы поле К | © и функция © (5), удовлетворяющие 
условию 1, а при [=2— условиям 1, 2' и 3', не критические и не 
сопряженные друг с другом в Ё[]Г простые дивизоры 1-го порядка 


Ю,,..., Юм поля [© и корни степени [ из 1 &,...,Ев. Существует 
бесконечно много чисел «Е Г, удовлетворяющих условиям: 


(5-)=ъ, о (102) 
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(=) =56) для всех Ж|и, сЕЦ, с ФН. (103) 
Условие (103) предполагает, что если % |х и с @ Н, то (%°, а) =1. 

При доказательстве мы будем пользоваться следующими обозначениями. 
Пусть % — класс смежности С по модулю (Н,Н) и% =Т, + ...- Т,, где 
Т: — правые классы смежности С по (Н,Н). Если « есть число из [,, то 
под «$ мы будем понимать х":...о"”, где х;6ЕТ;. Аналогичный смысл 
имеет а%, где а — дивизор из Г. 

Нам понадобится следующая лемма. 

ЛЕММА. Если х и 6— число и дивизор из Г, то я и 6% также 


лежат в Г. При этом 
З/1\ (3) 
а ы ) ) (104) 


Доказательство. Из того, что % есть класс смежности по двойно- 
му модулю (Н,Н), следует, что Т; = Т.й;, №: ЕН, где й; — представители 
классов смежности Н по Н ПН". Ввиду этого, 


$, та (В... +Л,) 


0 = 


и, соответственно, 


55 => Бы НВ.) : 


Число а" и дивизор В“ принадлежат полю [1/*. Изоморфизмы расши- 
рения 1[./* | Г, индуцируются, как легко видеть, автоморфизмами й,,..., ЙА, 
поля А / Г. Таким образом, мы имеем: 


д = Малл,л, (1), 6% = Милли (6*), 


откуда и следует, что «® и 6% принадлежат Г. 
Применим эти соображения к символу Лежандра (=). Мы имеем: 
ь 


(=), ь Е о. И к А о 


и 
Применим теперь к а, Б"* и [/1/' автоморфизм 1. Мы получим: 


й . и 9) 
А ==)” или а (ле (106) 


Наконец, аналогично (105), имеем: 


= Мл. т, (“1 ) (=) ь 
(=. и 1 Ь }. А 00) 


570 И. Р. ШАФАРЕВИЧ 


Соединяя (105), (106) и (107), получаем: 


№ 
55 Г а ь ) | 
Лемма доказана.* 


Доказательство теоремы. Рассмотрим сначала случай (2. 
Построим, как и в работе (7), последовательность простых {(-гиперпри- 
марных главных дивизоров <: 6 С, имеющих порядок 1 в ГО, полностью 
распадающихся в А /Г, взаимно простых с { и удовлетворяющих условиям: 


(5°)=8 ао. ЗО (108) 


Эти условия должны быть выполнены для всех членов последователь- 
ности, в остальном же она строится рекуррентно, причем при построен- 
ных п,,..., п- 4 число п; строится так, чтобы выполнялись условия: 


п а, М , 
Е С о ЗВ, (109) 
ы =, (5) 1 1 Н 110) 
т а , У == и , с , 
ре п у + 


где $, — фиксированный простой делитель т, в (А. 

Докажем, что такой выбор т; возможен. Обозначим через { произве- 
дение модуля гиперпримарности, всех Мхи, (3) и №». (5), через Е 
группу классов по модулю {| в [, состоящую из [-х степеней главных 
дивизоров, а через » ; — поле классов к 5;. То, что простой дивизор р ЕЁ 
является главным (р = (п), где т /-гиперпримарно) и удовлетворяет условиям 
(108) и (109), эквивалентно тому, что ф принадлежит в У, ко вполне 
определенному автоморфизму о. То, что р полностью распадается вА/Ё 
и удовлетворяет условию (110), эквивалентно тому, что › принадлежит 


ко вполне определенному автоморфизму т в поле А’, получающемся при- 
} 


соединением к А всех Уг=, 1=1,...,Ё—1, ФН. Для того чтобы 
существовал простой дивизор р, удовлетворяющий всем этим условиям, 
необходимо и достаточно, в силу закона плотностей Чеботарева, чтобы 
в композите УЕ существовал автоморфизм, индуцирующий в У, 
в, а в Ё'—т. Для этого, в свою очередь, необходимо и достаточно, чтобы 
в поле >, ПА’с и т индуцировали один и тот же автоморфизм. 
Выясним, каково поле У, ПА’. Так как дискриминант А/Г и все 
т (1=1,...,Ё—1) взаимно просты с Ю:, то и дискриминант А’ взаимно 
прост с ®;, а поэтому в дискриминант У, ПА’ дивизоры ®; не входят. 


* Аналогично доказывается более общее соотношение: 


=) о 
(7 д (5: ). 


где « есть число из поля Г), принадлежащего подгруппе Н:, 6 — дивизор из поля 


Г», принадлежащего подгруппе Н», © Е Г; [\ Г», и %, — класс смежности С по двой- 
ному модулю (Н\1, Н»). 
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Точно так же критические простые дивизоры А / Г, не ‘входят в дискри- 
минант У, ПА’, который состоит, таким образом, только из простых 


делителей т° и (. Обозначим через А, максимальное абелево подполе 
поля А, дискриминант которого содержит только простые делители [, а 
группа Галуа А, над максимальным неразветвленным подполем имеет 
показатель /. Очевидно, что У, ПА’ содержит &›. 


С другой стороны, >, ПА’ абелево над Г и имеет над №, группу 
Галуа показателя [, т. е. получается присоединением к №, радикалов 
1 


Ут, "+ Е Ко. 


| 
Пусть \ — любое такое число поля А, что /д 6 У : ПА’. Тогда тем более 


1 
УтЕХ, ЗЕА. 
Ввиду этого мы имеем для 7 представление 


= = *.вЬ, (111) 


где /+ (Т) — функции на правых классах смежности С по Н, а ВЕЁ. 
Обозначим через Н, подгруппу группы @, к которой принадлежит Ко. 
Очевидно, что Н.С Н. Ввиду того, что ЕЁ, = 1 при № ЕН.. 
Подставим в это соотношение выражение (111) для 1. Так как л; явля- 
ются дивизорами 1-го порядка, то в получающемся равенстве показатели 
при т! в левой и правой частях должны быть сравнимы 1104 [. Мы полу- 


чаем, что 
(Ул => (Т)< (0, 
Я =), (Т): (1) при йо ЕЕ 


Таким образом, ], (Т) можно считать постоянными на классах смежности 
по двойному модулю (Н, Н.). Из этого, однако, следует, что 


1: (Т 
Ир $ ( Еж, 


| 
а так как и ЧЕА,, то и В Е А.. Очевидно, что 


| 


ол: (Т) т / 
1 Е ПА , 
1 
а так каки Уч 6 У; пк, тои ВЕ >; п®. Мы видим, что 


ьве Хи, вы, 


Предшествующие рассуждения показывают, что дискриминант А (В) | 2 
может делиться только на делителей /. Легко видеть, что группа Галуа 
Ао (8) над его максимальным неразветвленным подполем имеет показа- 
тель /, а над Г. сна абелева. Таким образом, А, (В) обладает всеми теми 
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свойствами, при помощи которых’ мы определили №, и ввиду макси- 
мальности А, должно с ним совпадать, так что ВЕА,. Следовательно, 
Уп А’ содержится в поле, получающемся присоединением к № всех 


1 


| Ул: (Г) * 
из 


где /; (Т) постоянны на классах смежности С по модулю (Н, Но). Пред- 
положим, что 


, 


1 
® (Ут) = ПХ. 


Как мы показали, 
Ул; (Т) * 
9 71 
ео 
: 


Из абелевости п* | Г. следует, что 7” =, АЛЕН. Рассуждая как и 
раньше, мы видим, что /;, (Т) должны быть постоянны на классах смеж- 
ности С по модулю (Н, Н). Но, и наоборот, очевидно, что все числа 


не 
Е 


так что 
1 


У,” (Т)т 6 » ПА’, 


если };(Т) постоянно на классах смежности по модулю (Н, Н). Таким 
образом мы доказали, что хп является композитом полей А, и 


| 
© 
к ‚ где © — классы смежности @ по модулю (Н, Н). 
Найдем теперь завтоморфизмы, которые индуцируют с и ` в каждом 
из этих полей. В А, ис и < индуцируют, как легко проверить, единич- 


1 — 
ный автоморфизм. Возьмем какое-либо поле Г, (И ==) и простой дивизор 
р, принадлежащий к автоморфизму с в У: По построению, это значит, 
что р — главный (р = (т)) и 


ь № (9) б 1 1 
=] = = |& для любого $ =1,..., & — 1. 
(55) = (5) 


Из этого следует, что 
в -р”е 
= [—=|=|—=| 5). 
(=) (2) 
| 
Таким образом, п принадлежит в Г, (у =) к автоморфизму, сводящемуся; 


1 — 
к умножению У „5 на 


(=) с, 


а следовательно, именно этот автоморфизм и индуцирует с в этом поле. 
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Рассмотрим теперь простой дивизор р, принадлежащий к х в К’. 
Очевидно, что тогда р = №11 (№), причем 


из: т Е ы 
(=)- (35) свч. 
1 


Рассуждая аналогично предыдущему, мы видим, что х сводится в (И =) 


| 4 
к умножению у хо на 


а ввиду условия 1°, наложенного на & (5), 


< (©-1}' (©) =5 ($). 


| 
Таким образом, с и т сводятся к умножению У == на одно и то же 
число, и, значит, совпадают в Уз ПА’. Этим доказана возможность выбо- 
ра т: на каждом шаге так, чтобы удовлетворялись условия (108), (109) 
и (110). 

Теперь мы рассуждаем в точности так, как в работе (7). В последо- 
вательности п,, п›,... должны существовать два таких числа т; и т,, 


что 
п; | п; | 
$: $; 


для любого с‹6@, с‹ ФН. Непосредственная проверка показывает, что 
число & = пт; удовлетворяет условиям теоремы. 

Рассмотрим случай / =2. Очевидно, что теперь в (5) =1. Разобъем 
все отличные от единицы классы по двойному модулю (Н, Н) на три 
группы. К первой мы отнесем все инволютивные классы. Неинволютив- 
ные классы разобъем на две части, отнеся по произволу из каждой пары 
взаимно обратных классов © и ©' один к одной части, а другой — 
к другой части. Эти три чаёти мы обозначим через (Г,У и 71 и будем в 
дальнейшем рассматривать их не только как множества классов ©, но и 
как множества содержащихся в них автоморфизмов. 

Как и при нечетном ([, построим последовательность простых главных 
дивизоров п,,..., ль... поля Г, [-гиперпримарных, тотально-положи- 
тельных, полностью распадающихся в А] [, и удовлетворяющих условиям: 


п Е п = 
(=) -ь И, (==) =, се. (112) 


О 
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В остальном мы строим последовательность рекуррентно по следующему 
правилу. Пусть т,,..., пьа построены. Разобьем их совокупность на 
две части — первую и вторую — способом, который будет указан позже. 
Первую и вторую части будем обозначать через П, и П». Выберем т: так, 


чтобы оно удовлетворяло условиям: 


если п, © П., с60, то 
те 2 


$ (5); (114) 


если т, © П», сЕ0, то 


=) = (=) < (5), (115) 


ий з 
(=) =: (116) 
\ т 
эсли к, © Пи, сЕК, то 
— = (117) 
Е, (118) 
еы м 
если п, ЕП», с ЕЙ, то 
ыы 119 
(т) = (5) 58) м 
=) = 4; 120 
и. (7 
если т, Ш, с6И\1, то 
ре 121 
(=) (+) “9 (121) 
| 122 
— и 
эсли п, 6 Пь, СИ, то 
а 123 
и о, 
м — 8 (5). 124 
(:)- (59 зе 


Здесь $, означает простой делитель т, в Ё, выбранный для каждого 
$ произвольно, но раз навсегда. 

Как и в первой части доказательства (при / =Е 2), нам надо проверить, 
что такой выбор действительно возможен. Эта проверка проводится точно 
так же, как и в первой части. 

Обозначим через | произведение простых дивизоров С, критических в 
К | Г или в |0, модуля [-гипепримарности, всех М№хит, (3) и М (9) 
и построим, как и в первой части доказательства, поля У. и А’. Пусть 


каждому простому дивизору + в[, критическому в &/Г или в [.[О, 
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отнесен корень степени 2 из 1 РЕ, То, что простой дивизор РЕГ, яв- 
ляется главным (р = (т), где т 2-гиперпримарно), удовлетворяет усло- 
виям (113), (115), (147), (119), (121), (123) и 


д х 
(=)=< 5%, (125) 
эквивалентно тому, что ф принадлежит в У, ко вполне определенному 


автоморфизму «,. Точно так же то, что р полностью распадается в Ё и 
удовлетворяет условиям (116), (118), (120), (122), (124) и (126), эквива- 
лентно тому, что р принадлежит в А’ ко вполне определенному автомор- 
физму «›. Наша задача сводится теперь к тому, чтобы показать, что 
при некотором выборе т, автоморфизмы ®, и ‹› будут индуцировать в 
пи один и тот же автоморфизм и будут выполнены условия: 


У /(® =. ==5(©) (2), если в = +”, &()=(—4)”®. 
18 
Рассуждая, как и в первой части доказательства, мы видим, что 
20 есть композит полей Ау, (у =.) и ги =), где о, — такие 


числа из [., что Уж ЕЁ, а © — любые классы смежности по модулю 
(Н, Н). Легко видеть, что в № «, и «5 индуцируют один и тот же 
| 


автоморфизм, а именно — единичный. Рассмотрим поле Г, ( У ©), где 
к, 6 П., а ©Е0. Рассуждая, как и в случае /=2, мы видим, что ©, 
индуцирует в этом поле единичный автоморфизм, а «> — автоморфизм, 


сводящийся к умножению У = на 


(=) < (©). 


Нам надо, таким образом, доказать, что 


(5) — 0 (°). 


$ 
Так как, по условию, 


то достаточно доказать, что 


м 


Ц) 
(8) = (=). БЕС, (126) 


для любого 2-гиперпримарного числа о. 
Ввиду формулы (105), мы имеем: 


Мы докажем, что 
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Выберем в качестве «‚, того представителя ©, квадрат которого 
содержится в Н. В поле Г1/*/Л.-, *, индуцирует автоморфизм второго 
порядка. Мы можем применить к этому полю формулу (6) работы (7) я 
тогда получим: 


=. = (=) а е., 
ое. Ла >. ТТ М ттт, Г (<. у. 


Случай поля Ё (и =), где т. 6 П,, а ©ЕО0, рассматривается совершенно 
аналогично. | 

Рассмотрим поле # (И:), где х. 6 П,, ЕСИ. Равенства (117) пока- 
зывают, что ©, индуцирует в этом поле единичный автоморфизм. Возь- 
мем любой простой дивизор р, принадлежащий к <» в А’. Равенства 
(122) показывают, что 


(=) =1, если ое ЕП, Мкт, (№) =, 
К 


| ЗП су тей. 
Е 


Из этих равенств мы видим, что 


(5). - (2) 
а ев 


так как, ввиду леммы, ^бЕГ. Таким образом, «› также ивдуцирует 


в &(И =) единичный автоморфизм. 


Рассмотрим поле к (И), где п, ЕП, а ©ЕТ. Равенства (119) 
показывают, что «, индуцирует в этом поле автоморфизм, сводящийся 


к умножению У = на 


( =): (®) 


м. 


Равенства (124) показывают, что при 16 И, т. е. ВИ 


если р принадлежит к © в Ё'. Таким образом, © индуцирует в ь (У =) 


автоморфизм, сводящийся к умножению У 2 на 


де 


Так как 


ПОЛЯ С ЗАДАННОЙ РАЗРЕШИМОЙ ГРУППОЙ 577 


ввиду 2-гиперпримарности т, а С(©) =С(©') по условию, то ®, и в» 
совпадают в г(у =). Исследование случая, когда © ЕТ, проводится 
совершенно аналогично. 


Рассмотрим, наконец, поле (Ух). Автоморфизм, который ®, инду- 


цирует в этом поле, сводится к умножению У, на 
(—1) 9х (®)*&, если ом == [1*х(%®) 


а ©, индуцирует в нем единичный автоморфизм. Таким образом, нам 
надо подобрать т, так, чтобы удовлетворялись сравнения: 


>/=(® 2, =5(©) (2), если ве = [] 56 т 
сей, ‹(е)=(—1} ©, 
УФ (®2:=0 (2), если (а) =] 5% (8). 


Если бы эта система была не совместна, то существовала бы линейная 
комбинация левых частей с коэффициентами при всех х,, равными нулю 
и со свободным членом, отличным от 0. 


Пусть | 
х а (2). (27) 
ееи т х 


ео а В 
есть такая линейная комбинация. Обозначим Пу“ х через у.. Принимая 


во внимание, что в (127) все коэффициенты при ‘х, равны 0, получаем: 


= У ©00) 


еи 


(и) = Пс). 


И 


или 


Но в этом случае, по условию теоремы, 


Це ®) —4, т.е, и. 0), 


что показывает, что и свободный член в (127) обращается в 0. 

Таким образом, выбор нужного нам числа т, на каждом шаге воз- 
можен, как бы мы при этом ни разбивали множество п,,..., т, : на 
подмножества П, и П›. Мы будем производить это разбиение так, чтобы 
для любого числа п существовало С(п) со следующим свойством: как 
бы мы ни разбили множество т,,..., пс (и) на п подмножеств, хотя бы 
в одном из них найдутся три числа т,, п; и т, (Г<5<4) таких, что 
л.. на П, и П, т, и т, попадут в различные 
‚п. на П. и П) т, попадет не в ту 
Возможность 


при разбиении п,,..., 


части, а при разбиении т,,... 
часть, в которую оно попало при разбиении п,,..., п. 
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производить разбиение на каждом шаге указанным образом доказана 
в лемме, содержащейся в работе (7). 
Мы будем разбивать п,,..., тс(и) на подмножества, относя к одному 


п; 
°), с СН. Таким 
те 


й 


подмножеству все п; с одинаковыми значениями 


. в | г9 
образом, п = 2<:Н7* Ввиду указанного свойства разбиения на П, и 
П., мы найдем три числа пт,‚, п; и т,, удовлетворяющих условиям: 


а а 


Непосредственная проверка, полностью аналогичная проведенной в ра- 
боте (7), показывает, что тогда число « == тлпоп, удовлетворяет условиям 
теоремы. Теорема доказана. 

Заметим, что, как видно из доказательства теоремы, мы можем 
к; выбрать принадлежащими к заданному автоморфизму в любом расши- 
рении К /Г, поля А, если этот автоморфизм индуцирует в А единичный 
автоморфизм и существуют простые главные дивизоры, принадлежащие 
в К к этому автоморфизму и удовлетворяющие условиям (108) и (112). 


Поступило 
41Х.1954 
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